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CAP. Il — ANALISI CINEMATICA DELLE STRUTTURE

[l. 1 Introduzione

Qualunque assemblaggio di materiali capace di sostenere dagdtali e non) € unatruttura
Compito di questo capitolo & capire come modellare la struttusane modellare i legami di tale
struttura con il mondo esterno e tra le sue parti.

Per poter fare cio € necessario sviluppare alcuni concetti essenziali.

[1.2 Configurazione e spostamento

La configurazione del sistema strutturale consiste nell'insiéafie coordinate di tutti i suoi punti.
Conoscere quindi la configurazione di una struttura in un certo istignéeica conoscere la
posizione di ogni suo punto.

Il compito della Statica e di ricercare la configurazioneldmata del sistema strutturale soggetto a
forze esterne.

Preliminarmente € necessario stabilire TUTTE le possitiifigurazioni che un sistema strutturale
potrebbe assumere, indipendentemente dalle forze applicate. Solo io mazki, infatti, sara
possibile poi capire quali vincoli (esterni e interni) applicarefgesi che sia capace di sopportare
carichi esterni.

Definire tutte le possibili configurazioni equivale a definirdi tupossibili spostamenti dei punti del

sistema strutturale da una configurazione a un’altra (vedi Figura 1).

a
Figura 1. a = configurazione in un certo istante t. a’ =fagurazione in un instante successivo.

Tali spostamenti sono infinitesimi se tutte le loro derivate smasxrabili rispetto all’'unita. Nel
caso dei sistemi di travi, si pud equivalentemente dire chepgktamenti infinitesimi sono
trascurabili rispetto alle lunghezze delle travi stessesgalstamenti infinitesimi sono di particolare
interesse perché ragioni di carattere funzionale costringonmdgttazione strutturale a garantire,
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nella stragrande maggioranza dei casi, spostamenti molto pidadie considerazioni di carattere
cinematico sulle variazioni di configurazione delle strutture saranno @dttetsle ipotesi.

Si definisce atto di moto di un solido I'insieme delle velocitaudi i punti del solido. Fornisce,
cioe, I”intenzione” di movimento che ha il solido in un dato istanten&lsi cinematica di un
sistema strutturale consiste nel verificare se ci sono plsgtbdi moto rigido. Anche se non e del
tutto corretto dal punto di vista formale, si dice anche che Isr@tiematica equivale a verificare i
possibili spostamenti inifinitesimi rigidi della struttura.

L'impresa di definire ogni possibile configurazione e ogni possibgostamento di un generico
sistema strutturale & estremamente ardua. Non & possifalg, caratterizzare con pochi parametri
il generico spostamento. Non lo € anche se si vuole caratterizemplicemente il generico atto di
moto.

Risulta molto utile considerare un tipo di moto molto particolaredegfido. Il moto di un corpo,
per esempio una trave, € detto rigido se la distanza tra due gjualsia punti rimane invariata
durante il moto stesso. Il moto é rigido, quindi, se non € accompagndé&fodmazioni, se cioe le
distanze relative rimangono immutate.

Ebbene, il moto rigido pud essere descritto attraverso un numero ridop@arainetri. Si puo
dimostrare, infatti, che il moto rigido di un corpo pud essere rappedseda tre soli parametri se
avviene nel piano, da sei parametri se avviene nello spazio.

| parametri minimi necessari per individuare la configurazionéino coordinate libere o
lagrangianee il loro numero & dettgradi di liberta

Le strutture devono essere vincolate in modo da avere tutti i grddiedia bloccati! In caso

contrario, non sarebbero in grado di sopportare carichi generici.

II. 3 Gradi di liberta del punto e della trave

E’ facile dimostrare che un punto nel piano ha due gradi di libgdi® (e coordinate coincidono
con le coordinate cartesiane rispetto a un riferimento fisso nel piano. | galashgechiaramente tre
per un punto libero di muoversi nello spazio.

Due punti non vincolati tra loro avranno quindi 4 gdl nel piano e 6 nello spazio; in generalgj N p
liberi avranno 2N gdl nel piano e 3N gradi di liberta nello spazio.

Diversa € la situazione se piu punti sono vincolati rigidamente tra loro.

Due punti vincolati rigidamente tra loro e costretti a rimargr un piano presentano tre gradi di

liberta e non quattro.
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A

Figura 2 Due punti nel piano vincolati rigidamente tra loro

Come si vede in Figura 2, ciascun punto & obbligato dal vincolo rigido dgaatiento a muoversi
sulla circonferenza di centro I'altro punto e raggio la loro mutuamist In un generico istante
quindi, la configurazione del sistema € nota se sono note le coordinate dei due punti (due

parametri) e I'angolo di cui é ruotato AB rispetto alla sua posizione preedderzio parametro).

Se i punti sono tre, nessuna coordinata lagrangiana aggiuntiva é riagassdefinire la generica
configurazione del sistema. Note le posizioni di due punti (attraverso treqidjala posizione del

terzo punto é data dall'intersezione delle due circonferenze (vedi Figura 3).

A

Figura 3. A, B, C in moto rigido

La questione diventa piu chiara se si immaginano i tre punti contiei \drun triangolo a lati
bloccati (a causa del vincolo di rigidita relativo). Spostati duicvelel triangolo, la posizione del
terzo vertice € automaticamente determinata.

Per N punti nel piano, con N>3, i gradi di liberta non cambiano. Rimangono tre.

Si considerino ora, invece, due punti vincolati rigidamente tra lordbea Hi muoversi (insieme)
nello spazio e non piu obbligati a muoversi su un piano.

Grazie al vincolo di rigidita i gdl sono cinque e non sei. Inféiisata la posizione di un punto A, il
secondo punto B e obbligato a trovarsi sulla sfera di centroa§gar la loro distanza (vedi Figura

4).
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Figura 4. Due punti A e B nello spazio vincolati rigidamentz loro.

La posizione del punto B € nota se sono noti i due angoli rispetto a cualipidierimento ¢ e
detto azimut o longitudiné, & detto distanza zenitale o colatitudine — vedi Figura 5).

N

Figura 5. Coordinate sferiche nello spazio

Se i punti nello spazio sono tre, i gdl diventano sei. E rimangoramske per piu di tre punti. Due
punti infatti sono posizionati con cinque parametri, la posizione dal tenota con I'ausilio di un

solo altro parametro grazie al fatto che & obbligato a trovali§htersezione di due sfere (vedi
Figura 6). Tale intersezione, come € noto, risulta essereirgomferenza: la posizione del terzo

punto richiede, allora, solo I'angota

Figura 6. Tre punti A, B, C nello spazio vincolati rigidame tra loro.
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E’ facile comprendere che i gdl non aumentano se si considerano pig gunti vincolati
rigidamente tra loro nello spazio.

Le considerazioni fatte per N punti nel piano e nello spazio possterdessi al corpo continuo.
Un corpo continuo, quindi, ha 3 g.d.l. nel piano e 6 g.d.l. nello spazio. Le tre @ierldigrangiane
nel piano possono essere per esempio le due componenti di spostamenordowqualsiasi O del
solido e la rotazione di un asse (perpendicolare al piano) del solisanpagper O rispetto a una

retta di riferimento x assoluta (vedi Figura 7).

Figura 7. Coordinate lagrangiane nel piano: coordinate dirf®tazione intorno a O.

II. 4 Moto rigido

E’ importante a questo punto fornire alcune caratteristiche fongdamelel moto rigido, in
particolare dell’atto di moto rigido.

Si definisce atto di moto di un solido I'insieme delle velocitaudi i punti del solido. Fornisce,
cioé, I"intenzione” di movimento che ha il solido in un dato istante.

Il moto rigido si puo definire come un moto nel quale la distardue punti qualsiasi del corpo

che si muove rimane invariata. In scrittura vettoriale:
IPQ| = cost 0 P.C

Un moto rigido, cioé, € un moto nel quale non sifi@no deformazioni dei corpi. Spostamento

rigido €, chiaramente, uno spostamento nel qualame invariata la mutua distanza tra due punti
gualsiasi del solido che si sposta. Spostamentdorigiano € uno spostamento rigido in cui tutti i

punti subiscono spostamenti paralleli a un piano.

Uno spostamento si dice infinitesimo se sono tradwsli rispetto all’'unita tutte le sue derivate. Lo

spostamento infinitesimo di un punto P verra ingicgel seguito come:

dsp

Nota la velocita del punto P, lo spostamento itésimo si puo scrivere:

ds,

Vo :E = ds, = v.dt
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Uno spostamento finito pud determinarsi come irstiegdi spostamenti inifinitesimi. Esso verra
indicato nel seguito come:

Sp

Tra i moti rigidi rivestono particolare importanil moto traslatorio e il moto rotatorio. E
analogamente gli atti di moto rigido traslatorico&atorio.

Si puo dimostrare, infatti, che ogni moto rigidamd (e atto di moto rigido piano), non traslatoéo,
rotatorio (teorema di Eulero).

Si dice moto traslatorio un moto nel quale tugunti presentano la stessa velocita:

Vp = vettore costante a punto

A esempio in Figura 8 I'atto di moto rigido delltasBC e approssimabile a un atto di moto rigido

traslatorio.

7

O

B c

Figura 8. Telaio labile. Tratteggiato & lo spostamento infinitesiigido consentito.

Un moto rigido rotatorio € caratterizzato da urtdarecui punti hanno velocita nulla. Tale retta si
dice asse di rotazione. La trottola (Figura 9) she si sposta sul piano € un esempio di solido che

si muove di moto rotatorio a ogni istante.

Figura 9. Una trottola che ruota su un piano senza spostarsi siendionoto rotatorio.

Il moto rotatorio & piano. Il piano e quello pergemolare all’asse di rotazione; le velocita di itutt
punti sono vettori stesi su tale piano. L'inters@g dell'asse di rotazione con il piano si chiama

centro di rotazione C.
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Figura 10. Moto rotatorio intorno alla retta su cui e stéso

Se condg si indica I'angolo (infinitesimo) di rotazione orho all’asse di rotazione e cdnil

versore steso sull’asse di rotazione (Figura I®)dlocita del generico punto P si puo scrivere

come:
vl = 99 xcp
dt

dove% =w é detta velocita angolare (misurata in rad/sec).

Lo spostamento infinitesimo si puo scrivere come:
dst = dg kx CP
Da notare che essendo i due vettkrie CP perpendicolari tra loro, il vettore spostamento

infinitesimo del punto P da rotazione ha per modulo

= dg|cr

rot
o

Figura 11. Spostamento del punto P da rotazione antioraria (positiveopgenzione) intorno a.C
E’ facile dimostrare (Figura 11) che le componeelivettoreds)s® si possono scrivere come:

dsg" =-0g (¥p - yc) (1)
dsg;t = dg (Xp — X ) 2)
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cioé, a meno del segno, la componente verticalé (Rprodotto della rotazione infinitesima per la
differenza delle ascisse, la componente orizzoiffgle il prodotto della rotazione infinitesima per
la differenza delle ordinate.

Un moto roto-traslatorio € un moto composto da wtontraslatorio piu un moto rotatorio (e
analogamente per un atto di moto roto-traslatotily).esempio € la trottola che ruota intorno al
proprio asse e che a sua volta si sposta su um.pilamoto roto-traslatorio € rigido e non e in

generale piano.

Figura 12. La vite che si avvita nel dado & un esempio di moto estiattorio.

Il moto (rispetto al dado) di una vite € un esen{pigura 12) di roto-traslazione. Tale moto e detto
elicoidale. Ha il moto traslatorio parallelo alls&s di rotazione. Non € piano: la componente
traslazionale, infatti, &€ perpendicolare alla congnie da rotazione.

Il teorema di Chasles afferma che un qualsiasi migido (anche non piano) si riduce a un moto
elicoidale. Nel caso piano il teorema si riduceaffdrmare che un qualsiasi moto rigido (e quindi
anche un qualsiasi atto di moto rigido) € ricondileio a una sola traslazione o a una sola
rotazione.

Estendendo la definizione di punto alle direziangicando cioe una direzione come un nuovo
punto detto improprio (vedi Figura 13), la semphfzione del teorema di Chasles ai moti piani
diventa: ogni moto rigido piano € una rotazioneolinb a un punto, che pud essere proprio

(rotazione) o improprio (traslazione). Tale purpomorio o improprio) € detto centro di rotazione.

Figura 13. Il punto improprio & una direzione.

Esso rivestira grande importanza nell’analisi ciagoa dei sistemi travi, nella determinazione,

cioe, delle eventuali possibilita di atti di moigido che una struttura vincolata in un certo modo
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pud o meno avere. L’analisi dei centri di rotazialelle varie travi che compongono una struttura
sara lo strumento attraverso il quale stabilirerse struttura progettata puo avere o meno potenzial

atti di moto rigidi.

Il. 5 Vincoli

| vincoli sono elementi tecnologici che limitangoaori le possibilita di spostamento di un sistema
strutturale. Per adempiere a tale funzione devawrcéare delle forze (e/o delle coppie) sugli
elementi strutturali sui quali agiscono. Compitoggiesto capitolo €& introdurre dei modelli che
rappresentino in maniera semplice e realistica itwtari possibili elementi tecnologici vincolari.
D’ora in poi si parlera solo di vincoli olonomi, dincoli cioé in grado di ridurre i g.d.l. della
struttura non vincolata.

Un vincolo puo essere esterno o interno. E’ esteencollega la struttura all’ambiente esterno (vedi
Figura 14).

/

///’

Figura 14. Esemp|o d| collegamento cerniera tra plede pilastro e fontazio

Interno se collega due elementi strutturali diveesioro (vedi Figura 15).

Il vincolo e detto bilatero se pud esprimersi ai@imente con un’equazione, unilatero se con una
disequazione.

Una palla che poggia su un tavolo € vincolata teviémente al piano e il vincolo pud esprimersi
con un’equazione del tipo:

(k>0 k O piana (3)

paIIa
mentre una palla di ferro su un piano, costrettauaversi solo sul piano senza allontanarsi da esso,
per esempio grazie a una calamita disposta sopiiaiab, € vincolata bilateralmente al piano stesso.

L’equazione (3) del vincolo diventa:
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S.. LK=0 k O piano

palla

Figura 15. Esempio di vincolo pendolo esterno. La cerniera tra peradstiuttura sovrastante puo essere vista come
esempio di vincolo interno.

Un’altalena collegata a una trave con delle agfidgié vincolata bilateralmente a muoversi su un
arco di circonferenza; la stessa altalena vincoleva delle funi alla trave €& vincolata
unilateralmente in quanto puod avvicinarsi alla érava non se ne puo allontanare.

| vincoli infine possono essere lisci o con attri considereranno solo vincoli lisci, sottolindan
pero il fatto che tale ipotesi va valutata caso ¢ego ed eventualmente rimossa quando I'attrito
dovesse avere un’influenza non trascurabile suhmeglelle reazioni vincolari e degli sforzi interni

E’ opportuno anticipare sin d’ora che I'analisi ematica di un sistema strutturale vincolato (con
vincoli esterni e/o vincoli interni) consiste nelpire se tale sistema e sufficientemente vincatato
modo da non avere moti rigidi. In tal caso si @@statico o iperstatico. Isostatico se, oltre sers
disposti correttamente, i vincoli sono in numeroialg a quelli strettamente necessari per impedire
gli atti di moto rigidi. Iperstatico se i vincolioro in numero superiore a quelli strettamente
necessari e disposti correttamente. Se invececbltinon sono sufficienti o sono disposti male, il
sistema strutturale si dira labile.

Capire se una struttura € labile, isostatica ostpéica aiuta anche a comprendere come i carichi
sono ripartiti sui vincoli.

L’analisi cinematica sara condotta con riferimeagh atti di moto rigidi. Una struttura, cioe, sara
analizzata per stabilire se i vincoli sono sufiitieo meno per impedire “una tendenza” allo
spostamento rigido. Il definire una struttura lapiduindi, non implica necessariamente che sotto
carico si muova indefinitamente di moto rigido inagto potrebbe trovare una configurazione di

equilibrio in seguito a spostamenti non infinitesim

Cap. Il - 10



BOZZA APPUNTI STATICA — NOVEMBRE 2010 — Prof. V. Mardo

Per esempio, le due aste incernierate in Figunafpresentano un sistema labile perché pud subire
I'atto di moto rigido in figura. Sotto un caricontieale, pero, la struttura trovera una configuraei

di equilibrio lontana dalla configurazione inizial@erchera di assumere una configurazione nella
quale inclinazione e allungamento delle aste (nan ipfinitesimi) saranno di valore tale da

equilibrare il carico applicato.
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Figura 16. Sistema labile di due travi.

| collegamenti a terra e i collegamenti tra elemsimtitturali possono essere modellati attraverso u

insieme piuttosto esiguo di vincoli. Nel caso pianel caso cioe di strutture appartenenti a ungian

nonché caricate e vincolate nello stesso piano,odeti di vincolo che si considereranno si

dividono in tre gruppi: vincoli semplici, doppi egli. La differenza sta nel numero di g.d.l. sui

guali intervengono, tenendo presente che un saliglopiano ha tre g.d.l.. Il numero di g.d.l

annullati dal vincolo si dicono ancheolteplicita di vincolo

[1. 6 Vincoli esterni

| vincoli esterni sono gli elementi di collegametrta la struttura e I'ambiente esterno (per esempio
il terreno). Essi condizionano i g.d.l. dell'elen@rstrutturale collegato allambiente esterno. I
vincolo si dira semplice se annulla 'atto di matiotraslazione orizzontale o quello di traslazione
verticale oppure quello di rotazione, doppio seullardue atti di moto traslatori o una traslaziene
una rotazione, triplo se annulla tutti e tre i lg.d.

A differenza dei vincoli interni, i vincoli estermtroducono dei condizionamenti sugli atti di moto
assoluti dell’elemento strutturale al quale sondlegati. Condizionano cioé o l'atto di moto
orizzontale e/o l'atto di moto verticale e/o I'atth moto da rotazione dell’elemento strutturale
rispetto a un riferimento assoluto. Si vedra, imyeche i vincoli interni collegano due o piu
elementi strutturali tra loro e condizionano nonagii di moto traslatori/rotatori assoluti, ma tjue

relativi tra gli elementi collegati.

Saranno ora introdotti tre modelli di vincoli semplil carrello, il pendolo e il doppio-doppio
pendolo, due modelli di vincolo doppio, la cerniarail doppio-pendolo, e un vincolo triplo,

I'incastro.

Il. 6.1 1l carrello

E’ un vincolo che impedisce I'atto di moto traskadodel punto P nella direzione perpendicolare al

Cap. Il-11



BOZZA APPUNTI STATICA — NOVEMBRE 2010 — Prof. V. Mardo

piano di scorrimento del carrello stesso (direzioimeFigura 17).

1

\\\\’s A

Figura 17. Il vincolo carrello.

Il punto P non puo avere atto di moto traslatogtiendirezione r. Le equazioni di vincolo sono:
v, =0

v #0 (4)
O equivalentemente:

vl=0

dovel e un vettore generico steso sulla retta r.

Il carrello pud essere rappresentato nei due nmalittati in Figura 18.

G L

Figura 18. Simboli adottati per il vincolo carrello

Il solido vincolato a terra con un carrello puo @van atto di moto rotatorio intorno a un punto C

che deve appartenere alla retta r. Puo essere agioimfiniti punti della retta r. La sua posizione

non & determinata univocamente, ma deve essereldadppartenere alla retta r. Tutti i vincoli

semplici, infatti, introducono un condizionamentdia posizione dell’eventuale centro di rotazione

del solido vincolato, ma non ne definiscono la piasie esatta. | vincoli doppi, invece (si vedra tra

breve), condizionano il centro di rotazione ad auara posizione ben definita.

Il. 6.2 Il pendolo

Il pendolo & un vincolo equivalente al carrellosseagiona in termini di atti di moto. Si differéaz

da esso, invece, per spostamenti non infinitesimi.

Dalla Figura 19 si osserva che un pendolo estevneante al punto P di muoversi solo sull’arco di

circonferenza di centro O e raggio OP.
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Figura 19. Il vincolo pendolo.

L’equazione di vincolo in un sistema di riferimermian origine in O diventa quindi:

X3+ y5 - 0OP?=0 (5)

Le coordinate del punto P in una posizione genessstata devono, cioe, soddisfare I'equazione
della circonferenza. Lo spostamento € di entitdsips. Se, pero, gli spostamenti si suppongono
infinitesimi, I'equazione di vincolo diventa uguaéequella del carrello. In tale ipotesi, infatti, &

lecito approssimare I'arco di circonferenza cosda tangente (vedi Figura 20).

~ -

¥
!
t
i
1
1
L[]
1

Figura 20. Linearizzazione del vincolo pendolo.

L’equazione di vincolo diventa:

ds[OP =0 < ds,xp +ds,yp =0

A tale risultato si puo arrivare seguendo una stradtematicamente piu rigorosa. Ipotizzare atti di
moto significa arrestare lo sviluppo in serie dylbadella (5) di punto iniziale P ai termini del
primo ordine. Tale sviluppo fornisce, infatti:

2Xp dxp +2yp dyp =0 = ds[OP =0

Il centro di rotazione della trave vincolata adeton un pendolo, come per il carrello, si trovidasu

retta OP (Figura 20) in una posizione indeterminata

Il. 6.3 |l doppio-doppio pendolo

Il doppio-doppio pendolo vincola la trave a nongoavere atti di moto rotatori. Si disegna in uno

dei modi di Figura 21.
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]

Figura 21. Il vincolo doppio-doppio pendolo (sin.) e sue due rappntazioni (dx).

Un esempio di doppio-doppio pendolo & fornito daicelo che collega le squadrette di un
tecnigrafo al tavolo del tecnigrafo stesso (vedjuFa 22). Il blocco con le squadrette pud solo

traslare liberamente in ogni direzione, ma non uadare.
O

©\©

Figura 22. Le squadrette del tecnigrafo come esempio di doppio-dg@egmidolo
La condizione vincolare si esprime semplicemente:
w=0
L’elemento vincolato a terra con un vincolo schenzaibile con un doppio-doppio pendolo ha il

centro di rotazione all'infinito: € un punto impmpindeterminato.

Il. 6.4 La cerniera

La cerniera a terra impedisce I'atto di moto tremla del punto P in una direzione qualsiasi. E’
equivalente a due carrelli (0 due pendoli) dispastigo due direzioni ortogonali e pud essere
disegnato convenzionalmente in uno dei modi indicafigura 23(sin). Il centro di rotazione é

determinato e coincide con la posizione della ezai
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ne Rt S "

Figura 23. Il vincolo cerniera a terra.

A volte puo risultare utile tener presente che aiide vincolato a terra con due carrelli (o pengoli
e equivalente, dal punto di vista cinematico, atksso solido vincolato a terra con una cerniera in
C (vedi Figura 24).

Figura 24. La cerniera come sovrapposizione di due vincoli semplici.

Il. 6.5 Doppio pendolo

Il doppio pendolo impedisce al solido di avere dittnoto rotatori e atti di moto traslatori lungo |
direzione r (vedi Figura 25).

Figura 25. Il vincolo doppio pendolo.

Tale vincolo pu0 essere visto come sovrapposizidindue vincoli semplici, un doppio-doppio

pendolo piu un carrello (o pendolo) disposto carzione parallela a r (Figura 26).
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Figura 26. Doppio pendolo € equivalente alla sovrapposizione di duelisemplici.

Da sottolineare che anche due carrelli (o pendmdifalleli disposti in posizione diverse sono

cinematicamente equivalenti a un doppio pendoldi(Fegura 27).

Ll

]

Figura 27. Doppio pendolo equivalente a due carrelli (o pendoli) pairallel
Il centro di rotazione di un solido vincolato argetramite un doppio pendolo € improprio e
coincide con la direzione r.
Il. 6.6 Incastro

L’incastro (Figura 28) e un vincolo triplo. Impedésqualsiasi atto di moto rigido del solido a esso

collegato. Non esiste, quindi, centro di rotazione.

NN

Figura 28. Trave incastrata esternamente.
E’ equivalente alla sovrapposizione di tre vinGg®#mplici o di un vincolo doppio piu un vincolo
semplice.
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Figura 29. L'incastro come sovrapposizione di vincoli semplici e/pgio

Il. 6.7 Analisi cinematica del solido

Elencati tutti i modelli di vincolo esterno adottasualmente nell'analisi strutturale, € possibile

stabilire come vincolare un solido affinché essn possa avere atti di moto rigidi.

Una struttura (anche costituita da piu travi calegtra loro) si dice labile se i vincoli non sono
sufficienti (in numero o perché disposti erronear@gea bloccare tutti i possibili atti di moto rigid
Si dice isostatica se i vincoli sono in numerottaraente sufficiente a bloccare tutte le cinematich

rigide e sono disposti correttamente, iperstatck struttura € vincolata piu del necessario.

Per un corpo unico nel piano, per esempio per@avati g.d.l. da vincolare per impedire gli aiti d
moto rigidi sono tre. Tre vincoli ben disposti saqandi sufficiente a renderla isostatica. | vincol

aggiuntivi a quelli strettamente necessari a resdan trave isostatica costituiscono le iperstatici

Esempi di travi labili, isostatiche e iperstatidono dati in Figura 30.

I € o0 Lip

): = )i
’ - 1ip
(a) (b) (c)

Figura 30. (a) Travi labili con centro di rotazione C. (b) Travi isdiehe. (c) Travi iperstatiche
Esistono situazioni intermedie in cui i vincoli sodisposti in maniera errata. Per esempio la trave
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di Figura 31 ha vincoli a molteplicita totale teyfficienti quindi in numero a renderla isostatica,

ma disposti male. Rimane consentito infatti un ditmoto rigido di rotazione intorno al punto C.

<o
T i8]

I € oo ]

Figura 31. Errata disposizione dei vincoli. La trave risulta labile neiflamnti di una cinematica e iperstatica nei
confronti dell’altra.

Per un’unica trave € possibile dimostrare che:
3-s=I|-i (6)
dove s e il numero totale delle molteplicita di vincold, le eventuali labilita presenti ¢ le

eventuali iperstaticita. La relazione (6) presahia incognite] e i, mal puo essere determinato

analizzando I'eventuale presenza del centro dziomte.

In definitiva, I'analisi cinematica della trave ewlata consiste nel riconoscerla se labile, ismstat
iperstatica (e in tal caso fornire il humero deaferstaticita) o con una disposizione errata dei

vincoli.

[1. 7 Vincoli interni

| vincoli interni sono elementi di collegamento teavarie parti della struttura. Essi condizionano
gli atti di moto relativi tra piu travi. In analagicon i vincoli esterni, un vincolo interno tra due
elementi si dira semplice se annulla un g.d.l. tike@a(I'atto di moto da traslazione relativa
orizzontale oppure da traslazione relativa verticgpure da rotazione relativa), doppio se annulla

due g.d.l. relativi, triplo se annulla tutti e trg.d.l. relativi (incastro interno).

Da sottolineare che i vincoli interni non interveng sugli atti di moto rigidi assoluti. Due corpi
collegati da un vincolo interno, cioé, saranno tatiinel moto relativo, ma, senza vincoli esterni,

saranno liberi di muoversi come un sol corpo nahpi

Verranno ora introdotti e descritti due modelliviticolo interno semplice, il pendolo e il doppio-
doppio pendolo, due modelli di vincolo interno dmpga cerniera e il doppio-pendolo, e un vincolo
interno triplo, l'incastro interno. Di ogni vincolmterno verranno date le condizioni introdotte sia
sull’atto di moto rigido relativo vincolato sia $alposizione del centro relativo di rotazione.
Quest'ultimo puod essere visto come quel punto imd@l quale un corpo pud avere un atto di moto
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relativo rispetto all’altro.

Il. 7.1 Il pendolo interno

Il pendolo interno (Figura 32) tra due travi impat I'atto di moto relativo da traslazione nella

direzione del pendolo (direzione r in figura).

o

Figura 32. Il vincolo pendolo interno.
Lascia la possibilita che i corpi collegati possawvere atti di moto da traslazione relativa nella
direzione t e da rotazione relativa: La condizidneincolo si puo anche scrivere:

AV”B Wersr=0

Due corpi legati da un pendolo interno possono eawti di moto rigido da rotazione relativa

intorno a un punto che deve appartenere alla retta. il centro relativoC,_;, deve appartenere
allarettar.

Il. 7.2 1l doppio-doppio pendolo interno

Il doppio-doppio pendolo interno (Figura 33) impmadi I'atto di moto rigido da rotazione relativa
tra i tronchi che collega:

AoV =0 (7)

Le due travi collegate possono avere atti di matdraslazione relativa (in una direzione qualsjasi)

ma non possono ruotare relativamente (7). Il ceditnmtazione deve essere quindi improprio ma

I ?Qg‘ et IT

Figura 33. Il vincolo doppio-doppio pendolo interno.

con direzione qualsiasi.

ll. 7.3 La cerniera interna

La cerniera interna impedisce I'atto di moto rigidi® traslazione relativa tra i tronchi che collega
(Figura 34).
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IT
Figura 34. Cerniera interna di collegamento tra due travi

E’ un vincolo doppio che si puo scrivere come:
Ay Il =
v, = =0
=1 _
Av,, =0
E’ un vincolo equivalente alla sovrapposizione wk ¢ghendoli interni disposti secondo due direzioni

ortogonali, ad esempio disposti lungo I'orizzontalie verticale (vedi Figura 35).

I
P 4? - i I I’ ‘ I
II O

Figura 35. Cerniera interna come sovrapposizione di due pendoli interni.

Il centro intorno al quale i due tronchi hannotbadi moto relativo coincide con la cerniera stessa
C, =cerniere

Nella realta costruttiva una cerniera interna palegare anche piu di due travi. In tal caso la
molteplicita del vincolo vale:

molteplicita vincolo cerniera intermas= a2

dove a e il numero delle aste collegate dalla eeani

I ~ \%

I

III
r=35
Figura 36. Cerniera interna tra piu travi.

Per esempio, la cerniera di Figura 36 impediscatglidi moto relativi di traslazione tra tutte le

coppie di travi una volta impediti quelli relativa:

(el [ =i, m +v , AV

Infatti, se sono impedite le velocita traslazionaliative tra | e 1l e tra Il e lll, € chiaro che e
automaticamente impedito I'atto di moto traslatorgbativo tra | e Ill. Ragionando in maniera

analoga sulle altre coppie di travi si arriva ®@ @tbndizioni indipendenti, ovverda- 2.
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Il. 7.4 Doppio pendolo interno

Il doppio pendolo interno impedisce I'atto di moigido da traslazione relativa nella direzione r e
I'atto di moto rigido da rotazione relativa traualtronchi (Figura 37). Lascia libero I'atto di raot

rigido da traslazione relativa nella direzione t.

IT

Figura 37. Il vincolo doppio pendolo interno.

Il centro relativo & improprio e coincide con laedione r,C.," =direzioner .

Il doppio pendolo interno € equivalente a due pérdisposti parallelamente, anche se posizionati
in modo da collegare coppie diverse di punti (pérentrambe le coppie appartenenti alla stessa

trave).

pl pl

p2 p2

Figura 38. Pendoli interni paralleli tra due travi: sono equivalenth@oppio pendolo interno.

Il. 7.5 Incastro interno

Nell’analisi cinematica dei sistemi di travi pu&ultare utile considerare tronchi diversi due itratt
collegati tra loro da un incastro interno. A esampier comprendere perché una trave chiusa su se

stessa sia iperstatica internamente per il solo thtessere chiusa.

A B A B

Figura 39. La maglia chiusa é tre volte iperstatica internamente.
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In Figura 39 la maglia chiusa triangolare puo esse&ta come due tratti incastrati tra loro in B.e
Il solo incastro interno in A e sufficiente per giatire che non ci siano atti di moto relativo tdue
tronchi (tronco | in nero e tronco Il in rosso).ulteriore incastro interno in B, quindi, &
sovrabbondante e introduce tre iperstaticita itelrsistema.

Le condizioni di vincolo sono espresse da tre retazcalari:

AVXB_B =0
B-B _

Avy =

A" =0

Due elementi incastrati tra loro non hanno cergtativo di rotazione.

Qual e la riduzione di “grado” di vincolo (molteglia totale) che si verifica introducendo una

cerniera in un punto in cui la trave era contineed{ Figura 40)? La risposta e: un grado di vincolo
in meno in quanto si introduce la possibilita diaione relativa che prima non era permessa. Si

dice anche che inserire una cerniera interna intedina sconnessione.

A A

e
Nt

Figura 40. Introduzione di una sconnessione in A.

Se l'incastro interno collega piu travi (vedi Figw#l), con un ragionamento analogo a quello della
cerniera tra piu tronchi si arriva alla conclusiahe le condizioni di vincolo introdotte sono:

3a-3.

Introducendo quindi una cerniera in una sezione imiastro tra piu travi riduce di
(3a-3)- (2a- 2)= a-1

il grado di vincolo totale.

Figura 41. Incastro interno tra piu travi. L'introduzione della ceraiequivale all'eliminazione dai—1=4-1= 3
vincoli semplici
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Il. 7.6 Analisi cinematica di sistemi di travi

Note le caratteristiche essenziali di vincoli estervincoli interni € possibile stabilire se ustema

vincolato di travi sia labile, isostatico, ipergtato con vincoli disposti scorrettamente.

Una volta determinate tutte le moltiplicita di vato (indicate cons) & possibile scrivere:
3a-s=I-i

dove 3a-s € noto. Si ha quindi un’equazione nelle due in@gegne i, ovvero numero di labilita e

numero di iperstaticita. Le iperstatichiesaranno note se si riescono a determinare le waléent

labilitd. Ad esempio sé=0 allorai =—(3a-5).

Le labilita si cercano attraverso I'analisi dei tedi rotazione (assoluti e relativi). Tali centper
esistere, devono soddisfare le condizioni forndgewihcoli e, in piu, nell’ambito degli atti di mot

rigidi, essere allineati in un certo modo.

Gli allineamenti da verificare sono del tipo:
G G G
Gk G

dovei, j ek indicano tre diversi tronchi.

o

XCoo
g, |
I I
I I
C I
/
e m}é%” 1 Cu
g
@ ®) - ©

Figura 42. Esempi di sistemi di travi labili con l'indicazione dei tedi rotazione assoluti e relativi.

Per tutti gli esempi di Figura 42a—-s=6-5=1. | centri esistono e sono allineati.
Per gli esempi di Figura 43(a,c,d) si Ba-s=6-7=-1 mentre per 43(b) 8a-s=6-8=-2. Se

non ci sono labilital(=0) dovra essereé=1 e i =2, rispettivamente.
@ v b

LTIl el

I

i | ! !
12’ 3’ T4 I5 0
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(©

5o (N

Figura 43. Esempi di strutture iperstatiche — (a,c,d) una voltataicke, (b) due volte iperstatica.

In Figura 43(a) il centraC;, non esiste perché dovrebbe trovarsi contemporagansur,, sur, e
su r3 (tutte condizioni dettate dai vincoli esterni afjenl primo tronco). Il tronco | allora non puo

avere atti di moto rigidi. Il tronco Il & collegatvamite la cerniera interna in B, a un trattarfer

La cerniera in B & equivalente, quindi, a una eemesterna per il tronco Il. Il centr, , allora,
non esiste perché dovrebbe contemporaneamentedmimcon B e trovarsi sia sy che surg. In
definitiva non ci sono labilita e quindi il sisterdaina volta iperstatico.

In maniera analoga si ragiona sugli esempi (b)e (@).

or

(@]

5 o St o

Figura 44. Esempio di struttura chiusa iperstatica.

L’esempio di Figura 44 ¢ tre volte iperstatico. det risultato si pud arrivare seguendo diversi
ragionamenti, tutti equivalenti.

Si puo pensare la struttura come I'assemblaggéduditronchi (nero e rosso in Figura 44), collegati
tra loro attraverso la cerniera interna L e l'ifcasnterno M. Il solo incastro interno € sufficien
per impedire atti di moto rigido relativo tra i dusonchi. L'ulteriore collegamento cerniera
introduce le prime due iperstaticita interne. Emifoai tronchi quindi sono vincolati in modo da
formare un unico corpo vincolato a terra con dusieee esterne e quindi una volta iperstatica

esternamente. Del resto risulta:

3a-s=6-9=-3=1-i< 1=0,i=:

Analogamente, se si richiama il dato che una mailiasa € tre volte iperstatica internamente, si
riconosce che la maglia della figura con la cemiarlL € quindi due volte iperstatica internamente;

la terza iperstatica € esterna essendo linterattsta assimilabile a un unico tronco (data

l'iperstaticita interna) vincolata a terra con digeniere (molteplicita quattro).
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L’analisi cinematica di un sistema di travi puoersscondotto anche facendo riferimento ad alcuni
schemi semplici cosiddetti notevoli di cui si é\@metivamente analizzato se labile, isostatico o
iperstatico. Una volta appurato che una delle wauvina struttura risulti isostatica (o iperstatjai

elementi trave che si collegano a questa attrawergmli interni possono essere semplificati come

elementi a se stanti e vincolati a terra dove padio un vincolo interno.

@ ®)

S

AN

@ ©

Figura 45. Strutture isostatiche semplici. (a) Trave isostatica swagpeggi. (b) Mensola. (c,d,e) Arco a tre cerniere.
(f) Maglia chiusa internamente isostatica.

Le strutture di Figura 45 sono tutte isostatichenrie la (f) che e isostatica internamente madabil
esternamente. Gran parte dei sistemi struttursdoenponibile in sotto-strutture riconducibili avira
appoggiate del tipo (a), a mensole del tipo (bfl@echi a tre cerniere del tipo (c,d,e). Le stmattu
chiuse, d’altro canto, sono riconducibili ad asskxgdp di componenti del tipo ().

Ad esempio, la trave AC di Figura 46, estrattasilstiema, e isostatica. L’elemento CD, allora, puo

essere semplificato in una trave isostatica suagpeggi del tipo di.

>éB ¢ D o A B 4+ ¢ D

Figura 46. Esempio di struttura isostatica e sua scomposizionetorstotitture note.

Il telaio di Figura 47 & una volta iperstatico. &smfatti, pud essere visto come un arco a tre

cerniere (isostatico) a cui e stato aggiunto ueriglte vincolo interno (il pendolo interno).
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Figura 47. Telaio una volta iperstatico esternamente.

Anche per i sistemi di travi esistono situazioriermedie in cui i vincoli sono disposti in maniera
errata, in maniera cioe da generare labilita estpiche contemporaneamente. Per esempio lo
schema di arco a tre cerniere isostatico Figura,d®) perde la sua isostaticita se le tre cerniere

sono allineate (vedi Figura 48).

CI C[_]] CH
- D i
1sostatica et
labile e iperstatica

Figura 48. L'arco a tre cerniere pu0 perdere la sua isostaticita se i vswwi mal disposti.

In tal caso, infatti, i tre centri di rotazione &assoluti e uno relativo) esistono perché rispettei
vincoli e allineati. In figura e indicato (trattdgtp) anche I'atto di moto rigido consentito.

Si ricordi che il riconoscimento delle strutturecsinduce nell’ambito degli atti di moto rigido,
ovvero con riferimento alla “tendenza” della stuuét ad avere un moto rigido. Per semplicita si
dice anche (non del tutto correttamente dal pumteisda formale) che I'analisi € condotta con
riferimento agli spostamenti infinitesimi.

Lo schema di Figura 45(f) risulta utile nell’analdi una famiglia di strutture dette travature
reticolari. Si tratta di strutture costituite daeasollegate tra loro con nodi cerniera in modo da
formare un assemblaggio di triangoli. Il tutto \oleto a terra in vario modo. Esempi sono

rappresentati in Figura 49.

Figura 49. Esempi di travature reticolari.

E’ uno schema strutturale dotato di un rapportistesza/peso molto alto e quindi utilizzato per
coprire grandi luci. Della sua influenza nell’Artdtiura degli ultimi secoli e delle modalita di

analisi degli sforzi interni se ne discutera inalimo capitolo. L’isostaticita interna &€ garantg& il
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sistema e I'assemblaggio di triangoli del tipo @juFa 45(f). Le travature di Figura 50(a,c) risattia
una volta iperstatiche internamente, la travaturaFigura 50(b) € quattro volte iperstatica
internamente; (a) e (c) sono labili esternamenantre (b) € isostatica esternamente.

(a) (b) ©

[+] Q

Figura 50. Esempi di travature iperstatiche internamente.

Per le travature reticolari puo risultare utile weg una strada alternativa per la valutazione del
grado di iperstaticita. Ogni nodo nel piano, comatp geometrico, presenta due gradi di liberta.
2n fornisce i gradi di liberta dell'intera struttuea2n-3 i g.d.l. a meno dei moti rigidi assoluti. |
nodi sono vincolati tra loro dalle aste. Ciascusia &quivale a un vincolo semplice tra due nadi.
da la molteplicita totale dei vincoli interni presie La travatura € internamente isostatica se:
2n-3=a

e se le aste sono ben disposte, se sono, ciogjgrade in modo da non presentare allineamenti dei

centri di rotazione.
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