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1 SUCCESSIONI E SERIE DI FUNZIONI

1.1 Swuccessioni di funzioni: convergenza puntuale ed uniforme

Sia f, : A— R (dove A C R en € N) una successione di funzioni ¢ f : A — R una data
funzione, diremo che la successione f,, converge puntualmente alla funzione f (nell’insieme A)
se V x € A risulta:

lim (@) = /(@)

ossia usando la e-definizione di limite: Ve >0 ,Vax € A
dn. , taleche VY n>n. , risulta|f,(z) — f(z)| <e (1)

Da notare che nella definizione (1) di convergenza puntuale, U'indice n. , oltre il quale vale la
disaguaglianza richiesta, dipende sia da € che dal punto z € A in cui si calcolano le funzioni e pué
variare al variare di z € A (pur mantenendo fisso €).
Diremo invece che la successione f,, converge uniformemente alla funzione f sull’insieme
A, se
Ve>0 In. taleche Vn>n, risulta |f,(z) — f(z)|<e Vxe A (2)

Da notare che nella definizione (2) di convergenza uniforme, l'indice n. oltre il quale vale la
disaguaglianza richiesta, dipende solo da € ed é quindi lo stesso qualunque sia = € A.

Dalla (2) deriva pure subito che la successione f,, converge uniformemente ad f su A se e solo se,
posto

an = sup{|fu(x) — f(2)], v € A} 3)



risulta
lim o, =0 (4)
Ovviamente la convergenza uniforme implica la convergenza puntuale ( su di uno stesso insieme
A), mentre il viceversa in generale é falso: ossia la convergenza di una successione di funzioni puéd
essere puntuale ma non uniforme.
Un esempio interessante € la seguente successione

fo(z)=2" ze€A=(0,1)

Per ogni = € (0, 1) risulta

lim z" =0
n—roo

e quindi la successione f,, converge puntualmente alla funzione identicamente nulla in (0,1) ( che
indichiamo qui con f ). Usando la e-definizione di limite, otteniamo che se € (0,1) e e >0

loge

|fr(z) — f(z)|=2"<e & n>

:n€7z

log x
D’altra parte la convergenza di f, ad f non € uniforme come si pué notare o osservando che

lim ng ;=400
r—1—

oppure osservando che, in questo caso:
an = supf|fu(@) — f(@)], 2 € (0,1)} =sup{a™, z € (0,1)} =1 VneN

e pertanto la richiesta (4) non & verificata.
Osserviamo infine che la definizione di convergenza uniforme pud essere scritta anche nel
seguente modo: Ve >0 I n. tale che

Vn>ne risulta f(z)—e< fu(z) < f(x)+e Ve A

in altre parole V n > n. il grafico della funzione f, deve essere compreso tra i grafici delle funzioni
f —ee f+e, come viene visualizzato dalla seguente figura:

/—_\ graf bre
graf f
AN

—————graf f,,

graf f-¢

Concludiamo il paragrafo considerando alcuni esempi.



1. Sia f(z) =nzxe™* z>0. RisultaVa >0

lim f,(x)=0

n—oo
Pertanto la successione considerata converge puntualmente alla funzione f identicamente
nulla. Per vedere se la convergenza & uniforme, calcoliamo la successione «, definita in (3).
Nel caso che stiamo considerando risulta

apn, = max{f,(z) , x >0}

Essendo

fl(x)=ne "*(1—nx)

il segno della derivata e positivo se e solo se 0 < z < % Il punto x = % ¢ quindi il punto di
massimo (assoluto) per la funzione f,, e risulta :

1

Qp = fn(ﬁ) = 671 = é

Possiamo quindi concludere che la convergenza di f,, a f non ¢ uniforme. Riportiamo qui (
a titolo indicativo ) il grafico di alcune delle funzioni f, (per esempio per n =1,2,3).

Wl
(SIS

2. Sia fp(z) = 2™ (1 — ) x € [0,1]. Anche in questo caso risulta

lim f,(z)=0Vx€[0,1]

n—oo

Per vedere se la convergenza e uniforme, dobbiamo calcolare il valore massimo di f,. Risulta

fllx)y=na"'1-2)—a"=2"" (n—(n+1)z)

n

La funzione assume dunque il suo valore massimo nel punto x = —2- e risulta
q 1%

n+1
oy = n -
n+1 n+1

1
lim a, =-(1-1)=0

n—00 e

Pertanto si ha



La convergenza di f, a zero risulta in questo secondo caso uniforme. Riportiamo anche qui
( a titolo indicativo ) il grafico di alcune delle funzioni f, (per esempio per n =1,2,3).

3. Sia N
n+x
n = — 3 R.
fn(@) n2 +nx+ 2 ve
Anche in questo caso risulta
lim f,(x)=0Vz€eR
n—oo

Per vedere se la convergenza ¢ uniforme, dobbiamo calcolare il valore massimo di | f,,|. Risulta

n2 nx 932—71 T)n X —Z n €T
() = +nz+ (+)2( +2z) (2n+x)

(n?2+nz+2?) (n?2 +nx+ x2)?
La funzione risulta pertanto crescente nell'intervallo (—2n,0). Risulta pertanto:
1
apn, = max{|fn(z), x € R} = max{—f,(—2n), f,(0)} = -

Pertanto la convergenza di f, a zero risulta uniforme. Riportiamo anche qui ( a titolo in-
dicativo ) il grafico di f,, (per esempio per n =1 ).

y

|
w

fn(x):nlog<1+%)7 x> 0.

4. Sia

In questo caso risulta
lim f,(z)=f(x)=2Vz>0

n—oo



Per vedere se la convergenza & uniforme, dobbiamo calcolare il valore massimo di |g,|, dove
gn(z) =z —log (14 £) Risulta

1 n T
! :1—Lf:1—7= >0 V>0
9 (%) (I+z/n)n n+xr n+x v=

La funzione g, risulta pertanto crescente nell’intervallo [0, +00). Risulta quindi:

Qp = SuP{gn(w)v x> O} = lim gn(x) = +00

T—>+00

Pertanto la convergenza di f, a f non é uniforme. Osserviamo infine che se consideriamo
come insieme di definizione di f,, I'insieme B = [0, ] con b > 0, otteniamo, in questo secondo
caso

oy, = max{g,(z), © € B} =b—nlog (1 + Z)

e a, tende a zero per n che tende all’infinito. Pertanto la convergenza di f,, ad f su B risulta
uniforme.

1.2 Alcuni teoremi sulla convergenza uniforme
Enunciamo ora alcuni importanti teoremi relativi alla convergenza uniforme.

1. Teorema sull’inversione dei limiti

Supponiamo che f, : A— R, n€ N ed f : A — R siano funzioni tali che

i) fn converge uniformemente ad f su A,
ii) Vn € N esiste il limite:

T—TQ
dove x( € un punto di accumulazione di A fissato.
Allora:
a) esiste il limite

lim L, = L,

n—oo

b) esiste il limite di f(z) per x — xg e risulta:

lim f(z) = L.

T—xTo

Da notare che la tesi puo essere espressa in maniera piu diretta scrivendo:

lim (lim fn(x)) = lim (lim fn(x)> (5)

n—oo \ T—xo T—xo \n—00

ossia i due limiti per n — oo e per x — xg si possono scambiare.



Dimostrazione Per provare la parte a) della tesi, proviamo che la successione {L, }nen
& una successione di Cauchy. Dalla definizione (2) di convergenza uniforme, risulta che:
Ve>0 dn, tale che

Vn>n. si ha |fo(z)— f(z)|<e VzeA

Ne deriva quindi che se n,m > ng:
[fn(@) = fm(@)| < [fnl2) = f(@)] +[f(2) = fm(2)] <26 Vo€ A
Facendo ora tendere x — xq, nella relazione precedente, si ottiene:
|Ly, — Lpp| <26
La successione {L, }nen € quindi una successione di Cauchy e pertanto esiste il

lim L, =1L

n—oo

Per provare la parte b) della tesi osserviamo che fissato € > 0, possiamo scegliere m = m. € N
tale che
|fm(x) = f(z)| <e Ve A (6)

L — L| < & (7)

Siccome per lipotesi ii) fy,(x) = Ly, per x — xo, possiamo infine scegliere § = 6. > 0, tale
che
|fm(z) — L] <eVz e Acon0< |z—u1x| <0 (8)

Dalle relazioni (6), (7) e (8), possiamo infine ottenere che se x € A e 0 < |z — x| < §:
[f(2) = LI < |f(2) = fm(@)| + S (2) = Lon| + [Lon — L] < 3¢
e quindi vale la tesi b).

. Teorema sulla continuita del limite

Supponiamo che f, : A — R, n€ N ed f : A — R siano funzioni tali che

i) fn converge uniformemente ad f su A,
ii) Vn € NV la funzione f,, & continua in A.
Allora anche la funzione limite f & continua in A.
( La convergenza uniforme preserva la proprietd di essere continua ).
Dimostrazione Farla per esercizio come corollario immediato del teorema precedente.

Osservazione Se la convergenza di f,, ad f non é uniforme, allora i due teoremi precedenti
in generale non sono veri.
Un esempio puo essere la seguente successione:

falx)=€e"% z€ A=10,1]

Infatti risulta:
. 0 sexe (0,1
fim f”(x):f(x):{l sea:(:(l

n—oo



e quindi f non & continua in x = 0. Da notare che risulta:

lim <lim fn(a;)> =1

n—oo \ x—0+

lim (lim fn(x)> =0

z—0t+ \n—oo

3. Teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale

Supponiamo che f, :[a,b] - Red f :[a,b] = R siano funzioni tali che

i) fn converge uniformemente ad f su [a,b],

ii) f, é continua in [a,b] V n € N;
Allora si ha che . ,
/ f(@)dz = lim [ fu(z)dx (9)

n—oo a

Si possono quindi scambiare i due simboli di integrale e di limite, infatti la formula precedente
pudé anche essere scritta nel modo

/ab ( lim fn(x)> dx = lim bfn(x) dx

n—oo n—oo a

Dimostrazione Viene lasciata per esercizio.

Osserviamo che se la convergenza di f, ad f non & uniforme, il teorema di passaggio al limite
sotto il segno di integrale, in generale, non vale.
Consideriamo infatti la successione

fu(z) = nwe " ze [0,1]

Risulta che
lim f,(z)=f(z)=0 Vazel0,1]

n—oo
D’altra parte
2
fl(z)=ne " (1-2nz?)

n

Pertanto la funzione assume il suo valore massimo nell’intervallo [0, 1] , nel punto z = \/%

Qp = fn(\/%) = \/Z 671/2

lim o, = +o0o
n— o0

e risulta

Ne deriva quindi che

La convergenza di f, a f risulta quindi essere non uniforme. Notiamo infine che risulta

51

—nx

1 e 1
/Ofn(x)dx:f 5

T2
0

(1-em)




ossia

D’altra parte

/Olf(x)d:c—/olodx—O

Pertanto in questo caso non vale la (9).

Osserviamo infine che e possibile enunciare un teorema di passaggio al limite sotto il segno
di integrale con ipotesi pitt deboli di quelle da noi considerate. Infatti I'ipotesi ii) puo essere
sostituita dell’ipotesi: ii’) f,, &€ Riemann-integrabile su [a,b] Yn € N. Allora si puo provare
che anche f & Riemann-integrabile e vale la (9).

Teorema di passaggio al limite per le derivate

Supponiamo che f, :[a,b] = R, f :[a,b] = Re g :[a,b] — R siano funzioni tali che

i) fn converge uniformemente ad f su [a, ],
ii) f, é derivabile in [a, b] con derivata prima continua in [a,b] V n € N,

iii) f; converge uniformemente ad g su [a, b]

Allora la funzione f risulta derivabile in [a, b] e vale P'uguaglianza f'(z) = g(z) V z € [a,b].

In altre parole si possono scambiare i simboli di limite e di derivata, infatti la relazione
f'(x) = g(x) pud anche essere scritta come

(hm fn),(x)z lim f] () (10)

n—oo n—oQ

Dimostrazione Usando la formula fondamentale del calcolo integrale, possiamo scrivere
YV € [a,bl:

) = fula) + [ " p)de (11)

Passando al limite in (11) per n — oo e ricordando il teorema di passaggio al limite sotto il
segno di integrale, si ottiene:

f@) = fla)+ [ " g(t) dt

Siccome la funzione g ¢ continua in [a, b] essendo il limite uniforme di una successione di fun-
zioni continue, dal teorema fondamentale del calcolo integrale si ricava che f/(x) = g(z) Va €
[a, b].

Osserviamo che nel teorema precedente, si suppone, oltre alla convergenza uniforme di f,, a
f, anche la convergenza uniforme di f/ a g. Se questa seconda ipotesi non & verificata, il
teorema in generale, non vale.

Consideriamo ad esempio la successione

fn(x) =/ 2? —|—% xz € [-1,1]



Risulta Vz € [—1, 1]
lim f,() = f(2) = Va? = |z|

n—oo

Inoltre la convergenza e uniforme. Infatti, posto

1
\[22+ = — |z
n

otteniamo una funzione pari. Se x > 0 si ha :

1
h,n = 2 _—
(r) = /2 —|—n x
x

VJar+ i

Pertanto il massimo valore della funzione h,, nell'intervallo [—1, 1] & assunto nel punto x = 0
e quindi

hn(x) =

e quindi

hi,(z) = -1<0 Vzel0,1]

1

Allora f,, converge ad f uniformemente. Osserviamo ora che

fi@) = ——— VYazel-11]
\Jar+ i
e quindi
1 sexe(0,1]
lim f)(z) =g(z) = 0 sex=0

n— oo

-1 sexze€[-1,0)

Essendo f! continua nell’intervallo [—1,1] e g discontinua nello stesso intervallo, per il teo-
rema sulla continuita del limite, la convergenza di f/ a g non pud essere uniforme.

Il teorema non vale, in questo caso, in quanto la funzione limite f non e derivabile nel punto
Ty = 0.

Osserviamo infine che il teorema precedente sul passaggio al limite per le derivate puo essere
dimostrato senza l'ipotesi che le derivate prime f/ siano continue, ma in questo caso la
dimostrazione risulta pit laboriosa.

1.3 Serie di funzioni

Data una successione di funzioni f,, : A — R, possiamo definire la serie di funzioni

> fal@) (12)
n=1



considerando, come nel caso delle serie numeriche, la nuova successione (di funzioni): s, : A — R,
definita da:

sn(x) = ij(z) = fi(@)+ folx)+ ...+ fo(z) z€ A

La successione {sp}nen viene chiamata serie (di funzioni) o successione delle somme
parziali della serie (12).

Tutte le definizioni ed i teoremi, che avete visti per le serie numeriche, si possono estendere al
caso di serie di funzioni ( basta pensare ad z € A come ad un parametro fissato ).
In particolare, per esempio, diremo che:

i) la serie (12) converge puntualmente in A se converge puntualmente in A la successione di
funzioni s,,,

ii) la serie (12) converge uniformemente in A se converge uniformemente in A la successione di
funzioni s,,,

iii) la serie (12) converge assolutamente in A se converge in A la serie di funzioni:

o)

D (@)

n=1

In particolare i teoremi visti nel paragrafo precedente per le successioni di funzioni si possono
enunciare anche per le serie di funzioni. Abbiamo quindi:

a) Continuitd della somma Supponiamo che f, : A — Red s : A — R siano funzioni tali
che

i) f, é continuain AVneN ;
ii) la serie (12) converge uniformemente ad s su A.

Allora la funzione s ¢ continua in A.

b) Integrazione per serie Supponiamo che f, :[a,b] = R ed s : [a,b] — R siano funzioni
tali che

i) f, & continua in [a,b] V n € N ;
ii) la serie (12) converge uniformemente ad s su [a, b].

Allora si ha che , o
/ s(z)de = Z fn(x)dx

n=1v4
Ossia si possono scambiare i due simboli di integrale e di serie, infatti la formula precedente
puo anche essere scritta nel modo seguente

b [ oo 0o b
/ (Z fn(x)> dr=%" / ful) do (13)
a n=1 n=1"v%

¢) Teorema di derivazione per serie Supponiamo che f, : [a,b] &> R, s : [a,b] = R e
g : [a,b] = R siano funzioni tali che

10



i) fn ¢ derivabile in [a,b] con derivata prima continua in [a,b] V n € N ;
ii) la serie (12) converge uniformemente ad s su [a, b] ;
iii) la serie delle derivate f/, converge uniformemente ad g su [a, b]
Allora la funzione s risulta derivabile in [a.b] e vale I'uguaglianza s'(z) = g(z) V z € |
/

In altre parole si possono scambiare i simboli di serie e di derivata, infatti la relazione s
g(x) pud anche essere scritta nel modo seguente:

(Z fn> (@) =) fulz) (14)

0]
)

(x

Per le serie di funzioni si puo definire un ulteriore tipo di convergenza che viene chiamata
convergenza totale. In particolare diremo che la serie di funzioni (12) converge totalmente
sull’insieme A se, indicato con

Bn = sup{|fn(2)] ; © € A} (15)
risulta convergente la serie a termini positivi
oo
> Bn
n=1

L’importanza della definizione precedente deriva dal seguente

Teorema Se una serie di funzioni e totalmente convergente, allora & anche uniformemente conver-
gente.
Dimostrazione Poniamo:

n—oo

n
o= E Bj e o= lim o,
Jj=1

RisultaVz € AeVn,meN, n<m
m m
sn(@) —sm(@)| = | Y fi@)|< > Bj=om—on
j=n+1 j=n+1
Passando al limite per m — oo nella relazione precedente, si ottiene Vo € A en € N:
lsn(z) — s(@)| <o —on

Siccome o, — 0, Ve > 0 In, tale che Vn > n. [s,(x) — s(z)| < € Yo € A. Pertanto la serie
considerata converge uniformemente.

Notiamo che il viceversa del teorema precedente non vale; ossia una serie di funzioni puo es-

sere uniformemente convergente senza essere totalmente convergente. Un esempio e dato dalla
successione f,, : [0,1] = R, n € N il cui grafico ¢ indicato in figura:

11



Analiticamente risulta:

fal®)=(2n+1) <33— 2n1+1> sex € (2nl+l’21n)
fa(@)==(2n-1) (x— 2n11> sex € (2171, 2n11>

1 1
fn(z) =0 sexec0,1] - <2n+1’ 2n—1>

Posto N
sn(x) =Y fi(x) z€[0,1]
j=1
sen,m €N, n<m siha:

1
2n+ 2

|0 (2) = sm(@)] = | D fi(@)] <

j=n+1

Pertanto la successione s,, converge uniformemente alla funzione
o0
s(x) =Y fi(x) z€[0,1]
j=1

D’altra parte

1
o= s |fula)] = 5
z€[0,1] n
e quindi la serie considerata non converge totalmente.
Consideriamo,per concludere, alcuni esempi.
a) Studiare la convergenza della serie di funzioni
s T
————— TER
Z x4 +3 n4
n=1

12



Osservando che V x # 0
1
ni

x
x4 4+ 3nt

X
3+ 2

si ottiene, dal criterio del confronto, che la serie considerata converge assolutamente Vo € R
. D’altra parte
() rt+3nt —xdx®  3(n?+2?) (n? - 2?)
xT) = =
n (2% + 3nt)2 (2t + 3nt)2

Pertanto f, assume il suo valore massimo per x = n e risulta

n 1

Bn=faln) =77 =

nt4+3nt  4n3

Allora la serie Y ° | 3, é convergente e quindi la serie di funzioni considerata é totalmente
convergente e quindi uniformemente convergente.

b) Studiare la convergenza della serie di funzioni

> ()

n=1

La serie considerata é una serie geometrica di ragione

r+1

r—1

e quindi é convergente se e solo se |g| < 1, ossia se e solo se x € (—00,0). Usando la formula:

n
1—q"
O
h=1

1—g¢q

si ottiene che: ol )
q T +
s(x) = sn(z)| = , q=

s(a) = sa(a)] = 12

r—1
Pertanto
sup{|s(z) — sn(x)], = € (—0,0)} = +0

e la convergenza della serie di funzioni é solo puntuale e non uniforme nella semiretta (—oo, 0).
Da notare infine che se a < b < 0, allora

sup{'zi', x € [a,b]} =k<1

e quindi
k’ﬂ
1-k
Ne deriva che la convergenza della serie di funzioni considerata é totale e quindi uniforme
nell’intervallo [a, b].

[s(x) = sn(2)] <

13



1.4 Serie di potenze

Tra le serie di funzioni hanno particolare interesse le serie di potenze.
Una serie di funzioni si chiama una serie di potenze se la successione f,, é del tipo:

fu(x) = ap (x — 20)"

Il punto zg é un punto fisso che viene chiamato il punto iniziale della serie di potenze; la
successione di numeri reali {a,} viene chiamata la successione dei coefficienti della serie di
potenze.

Noi permetteremo inoltre che n possa assumere anche il valore n = 0 in modo che il primo termine
della serie sia la funzione costante

fo(l') = Qo (IZZ — 1’0)0 = Qg

Pertanto una serie di potenze é una serie di funzioni del tipo
o0
n
E an (x — xo) (16)
n=0
Indicheremo con X l'insieme dei numeri reali x in cui la serie di potenze converge, ossia in simboli
oo
X=qzeR ; g an (x —x0)" converge (17)

n=0

L’insieme X viene chiamato insieme di convergenza della serie (16). Da notare che risulta
sempre X # ) in quanto almeno zp € X .
Definiamo ora il raggio di convergenza di una serie di potenze come

r=sup{|lzr —xzo| ; v € X} (18)

Da notare che pud essere r = 0 e allora la serie di potenze converge solo per x = x ossia X = {x¢};
oppure pud essere anche r = +oo e allora l'insieme di convergenza X non é superiormente o
inferiormente limitato.

Molto importante ¢ il seguente:

Teorema Sia

oo
Z an, (x — xo)"
n=0

una serie di potenze ed r sia il suo raggio di convergenza. Allora :
i) sex € R e |r— xg| <, la serie di potenze converge assolutamente in x,
ii) se x € R e |z — xo| > r, la serie di potenze non converge in x,

iii) se p € R é tale che 0 < p < r, la serie di potenze converge totalmente nell’intervallo chiuso
[(Eo —pPyTo + p]

Dimostrazione Sia © € R con |x — xo| < r. Dalla definizione (18) di raggio di convergenza e
per la seconda proprieta caratteristica dell’estremo superiore, esiste y € X con |z — x| < |y — 20|

Siccome y € X, la serie
(oo}
Z an(y — xo)"
n=0

14



converge si ha

lim a,(y —x9)" =0.
n—roo

Possiamo quindi trovare un numero positivo k € R tale che

lan(y —z0)"| <k VneN

Risulta allora:

n
T—x
an(e = 20)"| = lan(y = 20)"] |*—2 | < kq"
— To
dove abbiamo posto
T — X0
q =

Y —Zo

Siccome ¢ € (0, 1), per il criterio del confronto, si ottiene che la serie

00
> lan(a — )"
n=0

& convergente. Abbiamo quindi provato la i). La ii) & immediata. Per ottenere la iii), osserviamo
che posto x = xg + p, risulta |z — 29| = p < r e quindi per la parte i) la serie di potenze converge
assolutamente in x e quindi converge la serie:

) S
D lan(z —z0)" = lan| p"
n=0 n=0

Basta infine osservare che

lan| p™ = sup lan (z — z0)"| = Bn
z€[zo—p,x0+p]

Alcune importanti osservazioni sono le seguenti.

a)

L’intervallo (xo—r, zo—+7) viene chiamato I'intervallo di convergenza della serie di potenze.
La parte i) del teorema appena enunciato, afferma che la serie di potenze converge ( in veritd
converge assolutamente) se © € (rg — r,xo + r), mentre la parte ii) afferma che la serie di
potenze non converge se x ¢ [xg — 7, 2o + 7J;

La parte iii) del teorema precedente afferma che la serie di potenze converge totalmente e
quindi anche uniformemente in ogni intervallo chiuso del tipo [zg — p, 2 + p], qualunque sia

p € (0,7);

Da notare anche che la serie di potenze, pur avendo la proprietd enunciata al punto iii) del
teorema, pud non convergere né uniformemente né totalmente in tutto l'intervallo (grande)
(zo — 1,20 +1);

Da notare infine che gli estremi zqg — r e g + r dell'intervallo di convergenza sono esclusi
sia dall’enunciato i) che dall’enunciato ii) del teorema precedente. Infatti, come vedremo in
seguito con alcuni esempi, il comportamento di una serie di potenze in tali punti dipende dai
singoli casi che si stanno considerando e pud essere diverso in esempi diversi.
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Uno strumento molto utile per calcolare il raggio di convergenza di una serie di potenze € il seguente

Teorema Sia
oo
n
g an, (x — o)
n=0

una serie di potenze. Supponiamo che esista uno dei seguenti due limiti
lim 3/|an| =1L (19)
n—oo

oppure
lim (il g (20)

n—00 |y

( dove L pud essere un numero reale o anche +oco ). Allora il raggio di convergenza della serie di
potenza risulta essere uguale a :

7 seLeR,L#0
r=< 4oo seL=0 (21)
0 se L = 400

Dimostrazione Basta applicare il criterio della radice o del rapporto per le serie numeriche,
pensando ad x come ad un parametro fissato diverso da x.

Consideriamo per concludere alcuni esempi.

1. Trovare I'insieme di convergenza della serie di potenze:

o0 n

>

n=0

La serie di potenze considerata viene chiamata la serie esponenziale ( vedremo in seguito
perche). Risulta :

Ap+1 - n! o 1
an (n+1)! n+1
Pertanto
lim |2 =
n—oo | Gy

Allora 7 = 400, la serie di potenze converge assolutamente quindi V z € R e converge
totalmente in ogni intervallo del tipo [—p, p] qualunque sia p > 0.

2. Trovare 'insieme di convergenza della serie di potenze:
(oo}
>
n
n=1
In questo caso risulta:

n
n+1

Ap+41
€27
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Pertanto
lim

n—oo

= lim

=1

an

Allora il raggio di convergenza ¢ r = 1 e quindi la serie converge assolutamente per ogni
€ (—1,1). Orase x = 1, la serie diventa > >, 1 ed & quindi divergente, mentre se z = —1,
la serie diventa > o, % e quindi, per il criterio di Leibniz, & convergente. Concludendo

I'insieme di convergenza della serie considerata ¢ X = [—1,1).

n=1n

. Trovare I'insieme di convergenza della serie di potenze:

>

8
w‘ﬁ

In questo caso risulta:

Ap+1 n
an, (n+1)?
Pertanto 5
lim |2 = gim =1

Allora il raggio di convergenza ¢ r = 1 e quindi la serie converge assolutamente per ogni
€ (—=1,1). Ora se x = 1, la serie diventa >.°° - ed ¢ quindi convergente, mentre se

n=1n
z = —1, la serie diventa Y -, (_an) che risulta pure convergente ( anche assolutamente ).
Concludendo I'insieme di convergenza della serie considerata ¢ X = [—1,1].

. Trovare I'insieme di convergenza della serie di potenze:

S L
;3n+1

In questo caso risulta:

Ap+41 - 3" + 1
an 3nt+l 4]
Pertanto _— )
a
lim [ =2 lim A
n—o00 anp, n—o0 3"+1 +1 3
Allora 11 raggio di convergenza e r = 5 e quindi la serie converge assolutamente per ogni
z€(—3,2). Orase z = 3, la serie diventa
>
=341
ed ¢ quindi divergente ( perché il termine generale non tende a zero ), mentre se z = —3, la

serie diventa
n

— (-p"3"

che risulta non convergente ( sempre perche il termine generale non tende a zero). Conclu-
3 3

dendo I'insieme di convergenza della serie considerata ¢ X = (=3, 5).
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5. Trovare I'insieme di convergenza della serie di potenze:

o0 n

x
; (n+1) log(n+2)
In questo caso risulta:
any1|  (n+1)log(n+2)
an | (n+2)log(n+3)
Pertanto
i | @ | (n+1)log(n+2)

Allora il raggio di convergenza ¢ r = 1 e quindi la serie converge assolutamente per ogni
xz € (—1,1). Ora se z = 1, la serie diventa

o0

1
nZ:o (n+1) log (n + 2)
ed é quindi divergente, mentre se x = —1, la serie diventa

S (=n"
Z (n+1) log (n + 2)

n=0

che risulta convergente ( basta applicare il criterio di Leibnitz sulle serie a termini di segno
alterno ). Concludendo Iinsieme di convergenza della serie considerata ¢ X = [—1,1).

1.5 Serie derivata e regolarita della somma di una serie di potenze

Data una serie di potenze
(o]
n
g an, (x — o)
n=0

chiameremo serie derivata la serie
o0
E nay, (x — )" (22)
n=1

cioe la serie di potenze che si ottiene derivando termine a termine la serie di potenze iniziale. Vale
il seguente

Teorema Una serie di potenze e la sua serie derivata hanno lo stesso raggio di convergenza.

Dimostrazione Indichiamo rispettivamente con X e X’ ed r ed 7’ gli insiemi di convergenza
e i raggi di convergenza di una serie di potenze e della sua serie derivata e proviamo che deve
essere sia r < 7’ sia r’ < r.

Primo passo r < 1r’.

Se r =0 ¢ ovvio che 0 < 7'. Ser >0, siaz € X — {x} e verifichiamo che Vy € R con 0 <
ly — x| < |z — mo| risulta y € X'. Infatti:

n
n

ly —

Yy —To

n
| Tr — X

)n—l‘ _

nan(y — o |an(z — x0)
960|

18



Siccome z € X, possiamo trovare k > 0 tale che:
lan(x —z0)"| < k, VneN

e quindi posto
Yy—Zo
T — X0

q:

risulta:
n—1 k n
[nan(y —0)" | < ————ngq
ly — o
Essendo ¢ € (0,1) la serie 220:1 nq" & convergente e quindi converge pure la serie di termine
generale |n an(y — :1:0)”’1|. Ne deriva quindi, per definizione di raggio di convergenza che

ly — x| <7 (23)

Siccome la (23) vale Vy € R con |y — xo| < |x — x0], si ottiene che vale pure |z —xg| < 1’ e siccome
x & un generico punto di X — {zg}, si ricava che r < r’.

Secondo passo r’ < r.

Ser’ =0¢&ovvioche 0 < r. Ser’ > 0, ragionando in maniera simile al passo primo, siaz € X'—{x¢}
e verifichiamo che Vy € R con 0 < |y — xo| < |z — o] risulta y € X. Infatti:

n—1

1
<K'y — ol q

|an(y — 20)"| < 1 |an(z —z0)" | |y — 0l

Yy —To
Tr—

Essendo ¢ € (0,1) la serie Y2, ¢"~' & convergente e quindi converge pure la serie di termine
generale |a,(y — xo)"|. Ne deriva quindi, per definizione di raggio di convergenza che

ly — o <7 (24)

Siccome la (24) vale Vy € R con |y — xo| < |x — xo], si ottiene che vale pure |z —z¢| < r e siccome
x & un generico punto di X’ — {xg}, si ricava che ' <r.

Osserviamo ora che se una serie di potenze Y a, (x — 2¢)™ ha un raggio di convergenza r
positivo, possiamo definire la funzione somma ponendo V © € (zg — r, 29 + 1)

s(x) = Z ap, (x — x0)"
n=0

La funzione somma s risulta derivabile in ogni punto « € (zg — r, xo + r). Infatti, fissato un punto
x € (xg — 1,20+ 1) € scelto p con |z — xg| < p < r, in vista della convergenza totale nell’intervallo
[xo — p,xo + p] sia della serie di potenze considerata che della sua serie derivata, applicando il
teorema di derivazione per serie, si ottiene che la somma s é derivabile in x e vale

s'(z) = Z nay, (x — )" "

Da notare ora che questo ragionamento pud essere ripetuto per ottenere le formule

oo

s'(z) = Z n(n—1)a, (x —xo)" 2

n=2
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s (x) = Z n(n—1)(n—2)a, (x—xo)" >

n=3
e, in generale, per ogni naturale h
s (z) = 3 nn—1)(n—2)...(n—h+1)a, (x —zo)" "
n 0
n=~h

Osserviamo infine che, se nella formula precedente, poniamo x = x, otteniamo
s (zo) = hlap,

Possiamo quindi concludere tutte queste osservazioni enunciando il seguente:

Teorema : Se
o0
n
g an, (x — o)
n=0

é una serie di potenze con raggio di convergenza r positivo, allora la funzione somma s : (zg —
r,20 + 1) — R ha derivata di ogni ordine e V z € (g — r,z0 + 1) e V h € N vale la formula:

oo

s (z) = Z nn—1)(n—2)...(n—h+1)a, (x —xo)" " (25)
n=~h

In particolare
s (xo) = hlay (26)

1.6 Polinomio di Taylor e serie di Taylor

In questo paragrafo cercheremo di dare una risposta alla seguente domanda:

Data una funzione f : (zg — r,zo + 1) — R , esiste una serie di potenze tale che

oo
f(z) = Zan(x—xo)" Vaee(zg—r,zo+r) ?

n=0
Ossia la funzione f si pué sviluppare in serie di potenze ?
Dal teorema finale del paragrafo precedente, risulta che condizione necessaria affinché tale serie
di potenze esista é che la funzione f abbia derivate di ogni ordine e che tra la funzione f ed i
coefficienti {a, } della serie di potenze valgano le relazioni

£ (20)

an =12 vnen
n:

L’unica serie di potenze quindi che eventualmente risolve il problema ( di avere come somma la
funzione f ) é la seguente serie di potenze

> £(n) (4
S ey
n=0 ’
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Questa serie di potenze viene chiamata la serie di Taylor della funzione f e la somma finita
corrispondente, ossia

"G (o ,
sn(x) — Z f ( 0) (33 _ 330)]

|
=0 7

viene chiamata il polinomio di Taylor di ordine n della funzione f.
La differenza f(x)— s, (z) viene chiamata resto di Taylor ed indicato col simbolo R, (z, z¢), ossia

Ry (x,20) = f(2) = sn(x) = f(x) =Y (& — o)’ (27)

Noi studieremo il comportamento del resto di Taylor sia per x — xg che per n — oo. In tale
studio sara utile il seguente :

Teorema Sia f : (zg — 7,29 + ) — R una data funzione. Allora:

i) se f & derivabilile n volte nell’intervallo (xg — r, xg + ), allora:

R
lim Fnl®0) _ (28)
z—zo (. — )"
ii) se f & derivabilile n + 1 volte nell’intervallo (xg — r, 29 + ) e la derivata (n + 1)-esima &
continua in (xg — 7, xo + ), allora il resto si pud esprimere mediante il seguente integrale :

Ro(w, 20) = (_nl!)" / (= ) F (1) at (29

0

Dimostrazione Dalla definizione (27), il resto ¢ derivabile n volte in (xg — 7, 2o + r) e risulta per
h <n:

R (2, 20) = f™(x GG =1) .. (G = h+ 1) (- 2p)? "

In particolare
RM(zg,20) =0 Yhe N, h<n

") (g ‘
R R R S e O R
= D) — £ ag) — 1) o)~ )

Usando pertanto il teorema di De I"'Hospital, si ottiene:

(n—1)
lim Ln(iﬂ,xo) = lim Ba (x,20) (=, 20) =

z—zo (r —xg)”  z—z0 nl(z —x9)

T—T0 (x — ;(;0)
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Per ottenere la (29), ragioniamo per induzione su n.
Per n = 1, si ottiene, integrando per parti:

Ry(z,20) = f(x) = f(zo) = (o) (x — x0) = /m F@)dt — f'(wo)(x — wo) =

€T x

(t— ) £(t) dt — f(z0)(z — o) = — / (t — ) f(t) dt

Zo

= (t—ux) f/(t)ﬁjo _/

o
Supponiamo ora che la formula (29) sia vera per un certo valore di n e verifichiamola per n+1.
Risulta:

f(n-l—l)(xo)

CE] (x — xo)" !

(z — 20)! = R (z,20) —

Rosi(,20) = fla) = 3
Usando infine I'ipotesi induttiva e una integrazione per parti, otteniamo:

_1\n z (n+1) €T
Rpy1(z,0) = =) / (t—a)" f () dt — I o) (z — zo)" ! =

n! 0 (n+1)!
—1\" _ \n+1 t=x x
= ( nl') ( (t njsr)l f(n+1)(t) - - Jlr . /xo (t _ x)n+1 f(n+2) (t) dt) _

(n+1) (g _1yntl gz
_f(n+(1);)) (x —xo)"H! = ((7114—)1)'/ (t — )" F D (1) dt

Dalla formula (29) deriva il seguente importante:

Zo

Teorema Supponiamo che la funzione f : (g — r,29 + ) — R abbia derivate di ogni ordine
e che esistano due numeri positivi M ed L tali

‘f(”)(:v)‘gML" VneN e Vae(xvo—rx0+T7) (30)

allora la funzione f risulta sviluppabile in serie di Taylor nell’intervallo (z¢ — r, xg + 7) ossia

> £(n)
flz) = ZfT(,zO)(x—xo)” V€ (g —r20+T)
n=0 :

Dimostrazione Dalla (29) e dall’ipotesi (30), si ottiene:

1

| R (,20)] < CES]

MLn+1 |CE o x0|n+1

Ne segue quindi che
lim R,(x,20) =0 Va € (xg—r,x0+7r)

n—oo

Osserviamo che una funzione pué essere derivabile infinite volte senza essere sviluppabile in
serie di Taylor. Consideriamo infatti la funzione definita da f(0) =0 e

f(x):e_z% se x#0
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Questa funzione é derivabile infinite volte e risulta:
f™0)=0 VneN

Ne deriva quindi che

2, fm)
Zf Qo veer
= nl

mentre f(z) >0 V z # 0. Pertanto la funzione f non é la somma della sua serie di Taylor.
Verifichiamo, ad esempio, che risulta f/(0) = f”(0) = 0. Infatti:

8
w""

F(0) = tim L& =IO _ e

z—0 x z—0 X

Ora, facendo la sostituzione % =y, si ottiene:

_ 1
e =2

. . _q2 . )
lim = lim ye ¥ = lim =5 =0
r—0t x€X y—r+o00 y——+oo e¥

Analogamente si ottiene

1
T 22
lim = =0
z—0— x
e quindi f/(0) = 0. D’altra parte, se  # 0:
-2
e =
fe) =25
Ragionando come prima si ottiene pure
-2
" T e ==
FO=2 e =0

Concludiamo il paragrafo, scrivendo lo sviluppo in serie di Taylor di alcune funzioni elementari.

1.7 Alcuni sviluppi in serie di Taylor

1. La serie geometrica V x € (—1,1) abbiamo

1 oo
1—=x :Zmn
n=0

2. Dalla serie geometrica, con semplici varianti, si ottengono i seguenti sviluppi in serie, sempre

validi se z € (—1,1)
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3. Integrando per serie gli sviluppi (32) e (33) si ottengono i seguenti sviluppi in serie validi
sempre per = € (—1,1) relativi alle funzioni logaritmo ed arcotangente:

| 0 anrl
1 = —-1nH" 34
o8 (1-+0) = D (1" 15 (34)
oo x2n+1
arctanz = 7;)(—1)" YT (35)

4. La serie esponenziale Per ogni x € R vale :
> n
x
xr __ —_
€= Z nl (36)
n=0

5. Le funzioni trigonometriche Risultano validi V « € R i seguenti sviluppi in serie di

Taylor :
oo 2n+1
. 7
n=0
& x2n
cosx = Z(—l)" ) (38)
n=0 :

6. Serie binomiale Se z € (—1,1) e a € R, vale il seguente sviluppo in serie di Taylor :

(1+a)" = i ( " ) z" (39)

dove

Verifichiamo che vale lo sviluppo in serie (39), il meno immediato degli sviluppi in serie ottenuti
sopra, che non si puo ottenere dal teorema generale sugli sviluppi in serie in quanto le stime richieste
sulle derivate successive della funzione f(z) = (14 z)® non valgono. Infatti:

M@y =al@—1)(a—=2)---(a—h+1)(1+z)*"
e quindi se h > «.

lim f®(z) = 400

r——11

Osserviamo in primo luogo che la serie di potenze che sta a secondo membro della (39) ha
raggio di convergenza r = 1 ( verificarlo per esercizio ) e quindi, se poniamo:

s(x)_i<z>z" ze(=1,1)

n=0

otteniamo una funzione derivabile infinite volte in (—1,1). Se indichiamo infine con

gz)=1+4+2)"%s(z) ze(-1,1)
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Risulta:
g' (@)= (1 +z)" (1 +2)s'(x) — as(z)]

D’altra parte, derivando per serie, si ottiene se z € (—1,1):
/ o - « n—1 - @ n
(1+a:)s(ac)zln<n>x +Zln<n>:r
e ponendo nelle due somme precedenti rispettivamente h =n — 1 e h = n si ottiene:
oy [« - e e h
(1+2)s(z) = ( ) )+}2:1[(h+1)< B )—i—h ( . )} x
1=

Osserviamo infine che:

« « ala—1)---(a—h ala—1)---(a—h+1
(h+1)<h+1)+h<h>(h+1) ( (h)+1)(! ) yp o )h!< ) _

:a(a—l)..];!(a—h-i-l) o—h+h=a ( }o;)

Ne possimo concludere che (1 + z)s'(z) = as(z) e quindi ¢'(x) = 0 Vz € (—1,1). Pertanto
g(x) =¢(0) =1 Vz € (—1,1) e vale la (39).

1.8 Alcuni esercizi in cui si usa il Polinomio di Taylor

1. Calcolare il seguente limite
. T —sinx
lim ———
z—0 T — arctanx

Usando la formula di Taylor, possiamo scrivere
. z?
sing =2 — & + R3(x)
[ S—
arctanx = x — 3 + R3(x)

Si ottiene quindi

3
. x 1 RS(m)
r—sinz - Rs(x) 5 "o
— s B R.
r — arctanzx z - R3(;p) % . igz)

e ricordando la prima proprieta del resto nella formula di Taylor, si ha che

. T —sinx 3 1
lm —mMmM = - = —
z—0 r — arctan x 6 2

2. Calcolare il seguente limite
) e — p — suzlz
lim
z—0 1 —cosz

Ricordando le formule di Taylor
2

x
e‘”zl—l—w—i—?—l—Rg(m)
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—
cosz =1— — + Ra(x)

2
si ottiene )
e — o — 5121 B %1,2 +R2($) _ Rsm(ﬂc)
1—cosz 2 — Ro(z)

Pertanto )
ef _ p — sinz 4
lim —% = —
z—0 1 —cosz 3

3. Determinare a € R ( se esiste ), tale che il seguente limite esista finito :

1—(azx 2 _ sinz
lim ( 4) L
x—0 T

Usando la formula

1 1 ~
(1+y)1/2:1+§y7§y2+R2(y)

e la formula per il seno con un termine in piu, ossia

_ 3 b
smx:xwaLwaRg)(x)

si ottiene :

S 2
1_(ax)2_blnx:1_1 2. 2 1

4
50 ¢ §a49134—|—R2(CL2322)—1—|—xf—JC

6 5!
1/1 1 1 - R
:2<3_a2> $2—(8a4+5!> -,I:4+R2(a2x2)+ 5x(x)
Deve quindi essere a? =

%. In tal caso il limite risulta

5 17(ax)275i_%_ 1+ 1
290 7 ~ T \72 7120

4. Trovare lo sviluppo in serie di Taylor della funzione f(x) = arcsinx
x € (—1,1) . Osserviamo che risulta

Integrando per serie si ottiene infine

) e 1 p2ntl
f(x)zarcsmsz( 721 )(—1)"2n_~_1
n=0
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Da notare che se n > 1 risulta:

(4

Vale pertanto la seguente formula di Taylor per la funzione arcoseno

(=1) (=3) (=5)...(=2n +1)

135...(2n—1)
2n

217 n!

i 203 0 Ry
arcsinT = x — — X X
6 ' 20 °
1.9 Alcuni esercizi di ripasso

1. Studiare la convergenza uniforme della seguente successione di funzioni:

fu(x) =n*a" (1-a")

z €10,1]
Risulta :

nh_}ngo falz) =0 Yz €]0,1]

Per vedere se la convergenza a zero é uniforme, dobbiamo trovare il massimo valore di f,, in
[0,1]. Risulta:

fi(@) =n?[nz""" (1-2') —42"2’] =n*2""! (n— (n+4)z?)

Il punto di massimo é quindi z, = &/ -2

a3 ¢ il valore massimo di fn é dato da

n/4 —n/4 2
9 n n 4 4n
On = fal@n) =n <n+4) ( n+4) ( * )

n n+4
Ne deriva quindi che

lim o, = +oo
n— 00

Allora la convergenza di f,, a zero non é uniforme.
2. Studiare la convergenza della serie di funzioni

oo

2
nxr
e [o,
;”3+x3 v € [0, 400)

Usando il criterio del confronto, si ottiene se x > 0

2

n 1 x?
n3 4+ 23  n2 1+%§

La serie si comporta quindi come la serie

= 1
2
pertanto risulta convergente V x € [0, +00). Per vericare se la convergenza é totale, indichi-
amo con )
fal@) = =~

n3 4+ a3
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e osserviamo che:

, 2nx(nd +23) —nax?32%  2ntx—nat nz@2nd-23)
fala) = = =

(n3 + 23)2 (n3 + 23)2 (n3 + 23)2

Ne possiamo concludere che la funzione f, assume il suo massimo valore nell’intervallo
[0, +00) nel punto & = n /2 e tale valore massimo vale

v vi _ i
nd+4+2n3 2

fn(n \3/5) =

Ne deriva quindi che la convergenza non é totale su [0, +00). Notiamo perd che se z € [0, b
dove b é un qualunque numero positivo , allora se n é sufficientemente grande il modo che la
funzione f, sia crescente nell’intervallo [0,b] allora il valore massimo di f,, viene assunto in
x = b e risulta

n b2
0= s
e quindi la convergenza risulta totale ( e quindi uniforme ) su [0,d] .
. Trovare I'insieme di convergenza della serie di potenze

e n ,.n
> oo
= nlog(n+1)

Essendo

1 1
lim 2L gy o P los(A D
n—oo  ay n—oo  n+1 log(n+2)
il raggio di convergenza della serie di potenze considerata é r = % Inoltre se x = %, la serie
diventa
= 1

“— nlog(n+1)

che risulta essere divergente. Infine se x = —% la serie diventa
“— nlog(n+1)
che risulta convergente per il criterio di convergenza per le serie a termini di segno alterno.

. Trovare I'insieme di convergenza delle serie di potenze

Z ogn+1 gn

n n

T

i) Z:: + 5" w) ;\/n+llog(n+l)

In ogni caso, indichiamo con a,, i coefficienti delle serie di potenze che considereremo. Per la
prima serie, risulta quindi:

lim Gn41 _ lim 2" log (n+ 1) log (n+ 1) _

1
n—oo @,  n—oo 2"l log(n+2) 2 300 log (n + 2)

NN
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il raggio di convergenza della serie i) é quindi r = 2. Inoltre se x = 2, la serie diventa

i 1
= log(n+1)

che diverge essendo
1 1

log (n+1) ~ n+1

Infine se z = —2 la serie diventa
oo
> it
= log(n+1)
che risulta convergente per il criterio di convergenza per le serie a termini di segno alterno.
L’insieme di convergenza della serie i) é quindi [—2, 2).
Per la seconda serie, si ha:
Gpt1 . n+2 nl n-+2

A A ) il e a2 Y

Pertanto r = 400 e la serie ii) converge V x € R.
Per la terza serie, si ha:

L ang1 2" 4 57 1. (H"+1 1
lim =hm7:fhm71:—
n—oo Gy n—oo 2"+1 —+ 5"+1 5 n—oo (2)n+ +1 5
5
Pertanto » = 5. Inoltre se x = 5 e x = —5 si ottengono rispettivamente le due serie

51’L

s 0 n5n
;m z:: " 5"

e nessuna di queste due serie converge perché il termine generale non tende a zero. L’insieme
di convergenza della serie iii) é quindi (-5, 5).
Infine per la quarta serie, risulta quindi:
. Gpt1 . Vn+1llog(n+1)
lim = lim
n—oo A n—>oo vn+ 2 log (n + 2)

e il raggio di convergenza della serie iv) é quindi r = 1. Inoltre se z = 1, la serie diventa

Z 1
‘= vn+1llog(n+1)

che diverge. Infine se x = —1 la serie diventa

(-1
Z vn+1log(n+1)

che risulta convergente per il criterio di convergenza per le serie a termini di segno alterno.
L’insieme di convergenza della serie vi) é quindi [—1,1).
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5. Calcolare i seguenti limiti:

N r—tanz .. . log(1+a?) —log® (1 +x)
i) lim ———  47) lim
z—0 x (1 — cosx) z—0 a3

Per calcolare il primo limite, usiamo i polinomi di Taylor:

23
tanx = x + 3 + R3(z)
22
cosx =1—— + Ra(x)

2
Si ottiene allora:
r—tanxr —2a% — Ry(w
z(l—cosz) g (L;—RQ x)
Pertanto
. xr —tanx 2
im-— = ——
-0 x (1 — cosx) 3

Per calcolare il secondo limite, usiamo il polinomio di Taylor:

22
log(1+z)=x— ?—FRQ(Z')

Si ottiene allora:

4 2 2
log (1 +2%) — log? (1 +z) = 2% — % + Ro(z?) — (3: . % + RQ(.’E)) =

4 4
2? % + Ry(a?) - (ﬁ + ‘% + R3(x) — 2° + 22 Ry(x) — 2 Rz<:r)> =

3
=a® — T’ + Ry(a) — R3(x) — 2 Ra(w) + 2 Ra(a)

Pertanto
_log (1+2?) —log® (1 + =)
im

=1
x—0 1‘3

6. Scrivere il polinomio di Taylor di ordine quattro della funzione
f(l‘) _ 6sinnc

Risulta . _
fl(@) =e™" cosz , f"(z) =e"™" (cos’z —sinz)

f"(x) = ™" (cos® z —sinz cosz — 2 sinw cosz — cosz) =

=e

s (C083 x — 3 sinx cosx — cos CE)

2 2 2

f(4)(:c):esmx(coszleiisinx cos’ x — cos? x — 3 sinx cos? x — 3 cos® x4

3 sin’ z + sin x) = 57 (cos4 x —6sinz cos>z — 4 cos®x + 3 sin? z + sin x)

Possiamo quindi scrivere
inz 2?2 ot
eSin :1+$+7—§+R4($)

30



7. Studiare il comportamento della successione di funzioni:

TLZCB

fn(z) = m

, x>0
Ovviamente la successione ha limite puntuale zero V & > 0. Per vedere se la convergenza a
zero é uniforme, dobbiamo trovare il valore massimo di f,. Si ottiene:

f;(x) . 322 (x4+n2) — 3423 . x? (3n2 —x4)

(4 + n2)* (! + n2)”

Pertanto il punto di massimo é x,, = V3 v/n. Come valore massimo otteniamo allora

n (3 n2)3/4

Qp =

(3)""

3n? 4+ n? T v

Pertanto

lim o, = +o0o
n— oo

e la convergenza di f, a zero non é uniforme.

1.10 Serie di Fourier

Viene chiamata serie di Fourier ( o serie trigonometrica ) una serie di funzioni del tipo
oo
agp .
> + E (an cosnz + b, sinnx)
n=1

Consideremo anche in questo caso, in analogia con quanto fatto per le serie di potenze, il problema
della sviluppabilitd in serie ( di Fourier ) di una data funzione, ossia il seguente problema: ” Data
una funzione f: R — R, esiste una serie di Fourier tale che

_ao > . 9
f(z) = 5 —i—Z(an cosnx + b, sinnx) VzeR ?

n=1

Osserviamo in primo luogo che, siccome le funzioni che intervengono nella definizione di serie di
Fourier sono funzioni periodiche ( di periodo 27), la funzione f deve essere anch’essa periodica di
periodo 27, ossia

flx)=f(x+27) VzeR
Notiamo che, anche per le serie di Fourier, esiste una relazione tra la funzione f, somma della serie,

e i coefficienti {a,} e {b,} della serie di Fourier. Infatti supponiamo che valga 1'uguaglianza

flz) = % —|—ngl(an cosnz + b, sinnz) VzeR
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e che la serie di Fourier a secondo membro converga uniformemente in modo che sia possibile
integrare per serie. Risulta allora integrando nell’intervallo (—m, 7):

f@)de =mag
(Abbiamo usato il fatto che

/ cosnxdx:/ sinnxdr=0 VneN )

—T —T

Ossia .
ag = — f(x)dx

™

D’altra parte, se moltiplichiamo entrambi i membri della uguaglianza
a oo
f(z) = ?0 + nz;l (an cosnz + b, sinnz)

per coshx ( h € N numero fissato ) e integriamo per serie sull’intervallo (—m, 7), otteniamo :

™

f(x) coshxdr = %/ cos hx dr+

—T

+Z(an/ CoSN T Coshacdx—i—bn/
n=1 -7

—Tr

s

sinnx coshx dx)

Usando ora la formula
1
cosnx coshx = 3 [cos (n + h) x 4 cos (n — h) z]

si ottiene subito che:

/ cosn:rcoshxdx:{o sen 7 h (40)
™ sen=~h

—T

Usando invece la formula:
1
sinnx coshx = 3 [sin (n + h) 2 + sin (n — h) 2]

si ottiene invece che .
/ sinnx coshzxdr=0 Yn, he N (41)
—Tr
Ne deriva quindi che:
s
f(z) coshxdr =may,
ossia

ap = — f(z) coshxdx
77

—T
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Con un ragionamento simile, moltiplicando 'uguaglianza

_ 4o = .
f(z) = o + Z (an cosnz + b, sinnx)

n=1

per sin h z e integrando per serie e ricordando che:

/ sinnxsinh:cdx{o sen 7 h (42)
™ sen=~h

—T

si ottiene L
b, = — f(z) sinhxdx
T™J—n

Le due successioni {ay} e {b,} cosi ottenute, ossia:

= [ fa)ds (13)
ap = % ’ f(z) coshxdx (44)
by, = % i f(z) sinhxdx (45)

—T

vengono chiamati i coefficienti di Fourier della funzione f.
Ne deriva quindi che I'unica serie di Fourier che eventualmente ha la funzione f come somma é
la serie di Fourier i cui coefficienti sono i coefficienti di Fourier di f. Tale serie viene chiamata la
serie di Fourier della funzione f.

Per studiare il problema della sviluppabilita in serie di Fourier di una funzione periodica ( di
periodo 27 ), avremo bisogno di alcuni risultati preliminari, che ora esporremo.

Cominciamo col seguente:

Teorema (diseguaglianza di Bessel ) Sia f: [—7,7] — R una funzione Riemann—integrabile
nell’intervallo [—7, 7] e siano {a, } e {b,} i coeflicienti di Fourier di f, allora vale la disuguaglianza,
nota col nome di diseguaglianza di Bessel:

a2 s 1 s
Pl )| Fad (46)

Una conseguenza importante della diseguaglianza di Bessel é che, essendo il secondo membro della
(46) finito, ne deriva che la serie dei quadrati dei coefficienti di Fourier di f é convergente e quindi
risulta che

lim a, = lim b, =0 (47)
n— oo n—oo
ossia , in modo esplicito ,
lim f(z)cosnadr = lim f(z)sinnzdx =0 (48)
n—oo [ __ n—oo [__
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Dimostrazione Indichiamo con

n
sn(x) = % + Zah coshx + by, sinhx
h=1

e osserviamo che risulta

F2(x) =2 f(2) sn(x) + 57 (2) = (f(x) = sn(2))” 2 0

Integrando sull’intervallo [—, 7], ottengo allora:

T

2 T;f(x) su(o)do— [

—T

s2(z)dx < f2(x) dx
Osserviamo ora che:

f@)sp(z) = %f(x) —|—Z [an f(z) coshx + by, f(x) sinhx]

h=1

e quindi
T a2 n
f(@)splz)de =m <2° + (ar + bi))
- h=1

D’altra parte

(ap coshx + by, sinhx)+

VA
3N
—

8
&

\
B
+
=)
o
>
-
1A

+ Z (ap coshx + by, sinhx) (ag coskx + by sink x)
hok=1

e quindi integrando e ricordando le relazioni (40), (41) e (42), si ottiene:

s 2 n
/ s2(z)de =7 (C;O + Z(ai + bi))
h=1

Risulta quindi
a2 n T
m (20 T (@0 ) < [ Pe)de
h=1
e la disuguaglianza di Bessel si ottiene per n tendente all’infinito.
Avremo bisogno anche della seguente:

Teorema ( Identitd trigonometrica) Vo € R e Vn € N, vale l'eguaglianza:

2 sin (g) (; +§ cos k:c> — sin Kn + ;) x} (49)

Dimostrazione Ragioniamo per induzione su n € N, ricordando che Va, 8 € R vale:

sin(a + B) + sin(a — 8) = 2 sin(«) cos(B)
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Se n =1 si ha:

2(x) 1+ 7.<x)+2.(x> -
sin { 5 5 teosz ) =sin(; sin { 5 ) cos z =
. (m) L 3x . (m) . 3z
=sin (= in{— ) —sin{=) =sin{ —
S\g) TR g ) TR g) TR
e quindi la (49) vale.
Supponiamo ora che I'identita valga per un certo numero naturale n. Ottengo:
9 si (m) 1 n Z 1
sin{—=) | = cos kx| =
2 2 P
e 1 " . /T
= 2 sin (5) (2 + ; cos k:a:) + 2 sin (5) cos(n+ 1)z =

:sin[(n—i—;) x] +2sin (g) cos(n + 1)z =
(o 2) o] (2] (o 2] i (12 o

Siamo ora in grado di enunciare il teorema di sviluppabilita in serie di Fourier di una funzione
periodica. Cominciamo col dare la definizione di funzione regolare a tratti nell’intervallo [—, 7].

Diremo che una funzione f : [-m,7] — R & regolare a tratti se esiste un numero finito di
punti

ag=-—7n1<a1<ax<...<aQ,=T
tali che in ogni intervallo aperto (a;—1,a;) ¢ = 1,2,...,n la funzione f ha derivata prima continua

ed inoltre si suppone che esistano finiti i limiti

lim f(z)= f(a;+) , lim f'(z) = f'(a;+), Vi=0,1,...,n—1

z—a] z—a
lim f'(z) = f'(a;—) , lim f(z)= f(a;—), Vi=1,2,...,n
m—)a; z—>a;

Vale il seguente

Teorema di sviluppabilita in serie di Fourier Sia f : R — R una funzione periodica di
periodo 27. Supponiamo inoltre che f sia regolare a tratti nell’intervallo [—m, 7| ed indichiamo
con

(o) =3 (Jim fGo 410+ lim fat 1)) = GG + fo-) (50)

Allora

i) la serie di Fourier di f converge puntualmente ¥V z € R e risulta

s(x) = % + Z (an cosnx + by, sinn x) (51)
n=1
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ii) se f & continua, allora s(x) = f(z) e la convergenza della serie di Fourier a secondo membro
di (51) ¢ uniforme su tutto R .

Dimostrazione
Parte i) Ricordando l’espressione analitica dei coefficienti di Fourier di una funzione (vedi (43),
(44) e (45) ), si ottiene:

k=1
1 s
-~/ s >

:%/7r f(t) ;—FZcosk‘(t—x)] dt
- k=1

E, usando la sostituzione ¢t — xz = s, si ottiene:

sn(z) = % + Z (ay cos kx + by, sin kx) =
1 n
3 + Z (cos kt cos kx + sin kt sin kx)] dt =

T+T

@ =1 [ fas)

—T—x

1 n
3 + ;COS ks] ds

Usiamo ora il seguente semplice risultato la cui verifica viene lasciata per esercizio: se g : R = R
é una funzione periodica e regolare a tratti in [—, 7], allora Va € R:

[ o= s

ossia U'integrale di g é lo stesso su ogni intervallo di lunghezza 2 7. Posso scrivere pertanto:

1 n
5 + ZCOS ks] ds

™

Osservando infine che:
1 0
-/
Ed usando l'identita trigonometrica, ottengo:

L[ e - sy AR

n

1 1 [7
2+Zcosks} ds:;/o

k=1

R 1
5—1—’;605 ks] ds:§

ds+

—T

1/ ot ) — fla sin (n+1/2)s .
[ e - e

Infine, se poniamo:

fla+s) = flam)

G(z,s) = 3 sin(s)2) se s € (—m,0)
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possiamo esprimere la differenza s,, — s come:

L[ : 1
sp(x) —s(x) = =) G(z,s) sin (n + 2) sds =
1 (7 s
= » G(z,s) COS(§>blnnSd8+ / G(z,s) bln(2>c05nsds_A + B,

Essendo f una funzione regolare a tratti, si ha che la funzione G(z, -) é continua a tratti in (—m,7)
e limitata. Infatti risulta, per esempio:

lim G(z,s) = lim fats) = flat) = lim f'(x4s)=f'(z+)ER

s—0t s—0+ 2 sin (%) s—0+t

Possiamo in conclusione applicare la relazione (48) e ottenere:

lim s,(x) —s(z) = lim (A4, +B,)=0Vz eR

n—oo n—oo
Parte ii) Se f é continua, risulta s(z) = f(z) Vo € R. Inoltre, indicando con a,,, B, rispetti-
vamente i coefficienti di Fourier di f’ e osservando che, essendo f continua, si pué integrare per
parti, si ottiene Vn € N' n > 1:

1 - 1 . ™ 1 T
ap = — f(x) cos nrdr = — [Sln ne f(x) _- — fl(l') sin nx d(E] =
T J_x ™ n o n.J_r
1 7 1
- f(z) sin nxdx = —— B,
nm J_r n

Analogamente si ottiene pure:

1
bp=—a, YEN n>1
n

Possiamo quindi concludere, usando la diseguaglianza:
Lo 1

lab| < 3 (a +b )

valida Va,b € R, che
1 2
n bn = n n 2
ol +10n] = % (anl +150]) < 5 (02 482+ %)
Per la diseguaglianza di Bessel, applicata alla funzione f’, possiamo pertanto concludere che la
serie -
Z |an| + [bn])

é convergente e questo implica che la serie di Fourier di f é totalmente convergente e quindi anche
uniformemente convergente.
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1.11 Esempi di serie di Fourier

Negli esempi che consideremo in seguito, nella maggior parte dei casi, definiremo esplicitamente
la funzione f solo nell’intervallo [—m,7) ed useremo la notazione f* per indicare l'etensione di f
ottenuta per periodicita: ossia f* : R — R & 'unica funzione definita su tutto R, periodica di
periodo 27 tale che f*(x) = f(z) Va € [m, 7).

Un’osservazione utile prima di considerare i casi numerici, ¢ la seguente :
Osservazione importante Se f : [r,7] — R & una funzione dispari , cioé se f(—z) = —f(z),
allora ag =a, =0 Vn>1e

2 ™
bn:f/ f(z) sinnxdr
T Jo

Verifichiamo per esempio la proprietd per a,, quando n > 1. Per la proprieta additiva dell’integrale,
risulta:

1 0 ™
an:< f(z) cosnxdx—i—/ flx) cosnxdac)
T -7 0
Ora, usando la sostituzione x = —t nel primo integrale, si ottiene:

—T

0 0 ™
dr = — - —nt)dt =— d
f(x) cosnzdx /ﬂ f(=t) cos(—nt)dt /0 f(t) cosntdt

Analogamente si pué verificare che se f ¢ pari, ossia se f(z) = f(—z), allorab, =0 Vn>1e

2 ™
an:f/ f(x) cosnxdx
T Jo

1. Sia
1 sexze(0,n)
flx) = 0 sex=0,—-7

, T
-1 sex € (—m,0)

La funzione considerata é dispari e quindi basta calcolare i coefficienti {b, }. Risulta

2 (7 2 [
bn:—/ f(x) sinnxda::f/ sinnxdr =
™ Jo 0

™
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2 ( cosnzT

Tr) = l(l —cosnm)

™ 0 ™n

Essendo cosnm = (—1)", si ottiene

n

24 sen é dispari
m™n

by =

0 se n é pari

Otteniamo quindi il seguente sviluppo in serie di Fourier

B fHa4) + fiz-) 4 2 sin(2n+ 1)z
e =D Dl e

Da notare che dalla relazione precedente, per x = 7, osservando che f(%) = 1 e che

sin [(2n+ 1) g] =sinnm cos ;T —I—Sng cosnm = (—1)"

si ottiene

P& ()
Z*nzzjozwrl
2. Sia f(x) = |z

x € [—m,7] In questo caso la funzione é pari, pertanto basta calcolare i
coefficienti {a,}.

Si ottiene : . . )
2 2 2
aozf/ f(:v)dx:aozf/ ede=2-""=71
T Jo T Jo T 2
2 (" 2 (7
an:f/ fx) cosnxdx:an:f/ T cosnrdr =
T Jo T Jo
2 [sinnz |7 1 [™ . 2 cosnz|™ 2
= x| —— [ sinnadr| =-—— {— } =———(1—cosnm)
T n o nJo nm n lo nZm

Ne segue quindi che

0 se n é pari
Ap = 4 JORT .
—— se n é dispari
n<m
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Si ottiene quindi il seguente sviluppo

ﬂ T 4 cos(2n+ 1)z
P Z 2n—|—1

Da notare che la serie a secondo membro ¢é totalmente convergente su tutto R e quindi anche
uniformemente convergente.

3. Sia f(z) =2z x € [-m, ).

La funzione é dispari e quindi

/f smno:dx——/ T sinnzdr =
s 1 —1)" 1 si TF
T _’_7/ cosnxdx]: l:—ﬂ'( ) _l_islnnx
o nJy

n n o n
Si ottiene quindi il seguente sviluppo in serie

2 [ COSN T

3w

| =2

™ n n

0

oo

s(z) =2 (—1)H sinnx

n

n=

1
Da notare che se x = 7 , s(w) = 0 mentre f(7) = 7.

4. Sia f(z) =2* z € [-m, 7.

40



Si ha

& 2 [sinnzx 2 [T
an:f/ z2 cosnxdx:[ 2 —7/ xsinnxdw} =
0 n o NJo
4 cosnz |T g 4(—-1)"
= —— [ T +f/ cosn:cdm] = ( 2)
nm n 0 0 n

Lo sviluppo in serie é

Osserviamo infine che per = 0 , otteniamo la formula

n+1

™ = (=1
Ein; n?

Concludiamo il paragrafo sulle serie di Fourier con le seguenti osservazioni:

Se f é una funzione periodica regolare a tratti, allora ala serie di Fourier di f converge uni-
formemente in ogni intervallo [a, b] in cui f é continua.

Riportiamo qui la dimostrazione per completezza ( Non verrd esposta a lezione né chiesta
all’esame)

Consideriamo in primo luogo la funzione considerata nell’esempio 3): cioé la funzione g*
che prolunga con periodicitd 2 la funzione g(z) = z, x € [—m, 7). Abbiamo visto che risulta

ga)=2> % sin (n z) (52)

n=1

Verifichiamo ora che la convergenza della serie di Fourier (52) é uniforme in ogni intervallo
del tipo [—a, a], con a € (0, 7). Infatti se m > n:

mo 1kt
Sm(x) — sp(x) = % sin (k x)
k=n+1

e, moltiplicando per cos(z/2) ed usando la formula 2 sin « cos § = sin(a + ) + sin(a — ),
si ottiene:

m (_1)k+1 ' m (_1)k+1 .
[$m(x) — sp ()] cos(z/2) = Z ) sin [(k+1/2)z]+ Z —p sin [(k—1/2)x]
k=n+1 k=n+1

Sostiuendo infine A = k nella prima somma e h = k — 1 nella seconda somma, si ottiene :

(DM N DM
[$m(x) — sp ()] cos(z/2) = Z ——— sin [(h+1/2) z]+ Z a1 sin[(h+1/2)z] =
h=n+1 h=n
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ii)

(_1)n+2 m—1 h+1
T sin[(n+1/2) 2] + sin[(h+1/2)x]
n+ h:n+1

_1\ym—+1
- % sin [(m + 1/2) 2] +

Ne deriva quindi che, se z € [—a, a], vale la stima:

m—

n+1 Z h+1

1
cos(a/2) |sm(z) — sp(x)| <
Ne deriva quindi che la serie (52) converge uniformemente in [—a, al.

Osserviamo infine che se 2o € (—m,7), la funzione ¢*(x + 7 — 2¢) nel punto zy ha un salto
che é dato da:

6= lim ¢g*(x +7—x) — lim ¢g*(z +7—x0) = 27

+ —
Z—)IO (E—)(ED

Supponiamo infine, per semplicitd che la funzione regolare a tratti che consideriamo sia
discontinua solo nei punti del tipo zo+ 2k, k € Z, con zg € (—m,7) e che in zg il suo salto
sia §. Allora la funzione

F(z) = f(&) + 5o+ 7~ 20)

é continua nel punto z ( verificarlo per esercizio). Pertanto la serie di Fourier di F' converge
uniformemente su tutto R e quindi la serie di Fourier di f converge uniformemente in ogni
intervallo in cui converge uniformemente la serie di Fourier di g#(z + 7 — 20).

Supponiamo che f : R — R sia una funzione regolare a tratti ma periodica di periodo T,
ossia che f(z) = f(x +T) Vz € R. Allora la funzione:

g(z)=f (277; x)

é regolare a tratti e periodica di periodo 27, infatti:

g(a:+2ﬂ')=f(27;r(x+2ﬂ')) :f(;;rx—i—T) :f(;;rx> — g(2)

Pertanto ¢ si sviluppa in serie di Fourier. Da notare che, usando la sostituzione:

T
—x
27

1" 1" (T 2 (T2
ao—;/_Tr g(x)dx—ﬂ_/_ﬂf(zﬂ_x) dm—T/_T/2 f(s)ds
1 ™ T/2 2
an:f/ ()cosn:vdx——/ cos(nﬂs) ds
T T/2 T

™ T/2 20
bn:f/ ()Slnnxd:r——/ Sin(ns> ds
) T/2 T

Otteniamo pertanto per la f il seguente sviluppo in serie di Fourier:

% +Zan cos( ﬂ—ns)—kbn Sin(27TTnS)

S =

si ottiene:
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2 FUNZIONI DI PIU VARIABILI REALI

In questo capitolo studieremo alcune proprietd delle funzioni di pid variabili reali, cominciando con
le funzioni a valori reali e passando poi ad alcune estensioni al caso di funzioni a valori vettoriali.

2.1 Lo spazio R"

Indicheremo con
R" ={x = (x1,22,...,2,), T, €ER, i =1,2,...,n}

E ben noto che R™ & uno spazio vettoriale di dimensione n, rispetto alle operazioni:
1) 5U+y = (x1,172,...,$n) + (y17y2a"'7yn) = (1’1 +y1’$2 +y27"' y Tn +yn)7
i) Az =A(x1,29,...,2n) = Az, A 20, ..., ATy).

In R™ ¢ definito anche un prodotto scalare ossia una funzione R™ x R™ — R che rende R"™ uno
spazio normato.

Se x, y € R"™, chiameremo prodotto scalare tra x e y e lo indicheremo col simbolo x - y, il
seguente numero reale:

n
Toy=> iy (53)
i=1
Lasciamo come esercizio la verifica delle seguenti proprieta elementari:
a) (Simmetria) z-y=y-z Va, y € R,
b) (Proprieta distributiva) (z+y)-z=z-2+y-2z Va, y, z € R",
c) AMz-y)=0Az) -y VAER, z, y e R",
d) z-z>0 Ve R",
e) z-x=0seesolosez=0.

Chiameremo infine modulo o norma euclidea di x € R"™ il seguente numero non negativo:

|z =Va -z = (54)
Interessante ¢ la seguente:
Diseguaglianza di Schwarz Vz, y € R™:
-yl <[] [yl (55)

Dimostrazione V¢ € R, dalle proprieta del prodotto scalare, si ottiene:

0< (z+ty) (z+ty) =z + 2t y+¢ |y

43



Essendo il polinomio di secondo grado in ¢ a secondo membro della relazione precedente sempre
>0, il suo A deve essere < 0, ossia deve essere:

(z-y)* — 2|yl <0

e quindi vale la (55).
E interessante notare che nella diseguaglianza di Schwarz vale il segno di uguale se e solo se i due
vettori e y sono linearmente dipendenti (verificarlo per esercizio).

Usando infine la diseguaglianza di Schwarz, possiamo ora verificare che il modulo di un vettore
z € R™ gode di proprietd molto simili a quelle del modulo di un numero reale (n = 1). In
particolare vogliamo mettere in risalto le seguenti tre proprieta:

i) VeeR™, |z|>0e|z] =0« z = 0;
i) VAER, z € R™ |Az|= ||z,
iii) Diseguaglianza triangolare Vz, y € R"

lz +y| < |z|+ |yl (56)

Verifichiamo la (56, essendo le altre due proprietd immediate. Si ottiene, usando la dis-
eguaglianza di Schwarz:

z+yP=(z+y) (@+y) =z +2z-y+|y* < |z)* + 22| |y| + [y|* = (|Jz| + |y])?

Da notare infine che, nella diseguaglianza triangolare, oltre che nei casi banali che sia z = 0
oy = 0, vale il segno di uguale se e solo se i vettori sono paralleli e concordi, ossia se e solo se
3 > 0 tale che z = A\ y.

Usando il modulo di x € R™, possiamo definire, come nel caso di R, una topologia che ci
permettera di introdurre la nozione di limite.

In particolare porremo se r > 0e xz € R™:

B.(z)={yeR", ly—z| <r}

e chiameremo B, (z) la sfera (aperta) di centro x e raggio .
Se A C R" ey € A, diremo che 7 é un punto interno ad A se 3r > 0 tale che B,(xg) C A
e diremo che A é un insieme aperto se Vo € A x é un punto interno ad A. Chiameremo poi un
insieme C' C R™ un insieme chiuso se il suo complementare R™ — C' é aperto.

E chiaro quindi ora che concetti come punto di accumulazione, punto isolato, chiusura e frontiera
di un insieme si possono estendere in maniera ovvia ad R".
In particolare vogliamo mettere in risalto le seguenti definizioni:

i) diremo che A C R™ é un insieme limitato se 3k > 0 tale che

lz| <k Ve A

ii) Se A C R™ é un insieme aperto, diremo che A é sconnesso se 3 A;, As C A, entrambi diversi
dall’insieme vuoto, con le seguenti proprieta:

a) A, As sono entrambi insiemi aperti,
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b) risulta
AlﬂAQZQ e AfUA = A

Ossia un aperto A é sconnesso se pud essere suddiviso in due sottoinsiemi non vuoti,
disgiunti ed entrambi aperti.

¢) Diremo che un aperto A C R™ é connesso se non é sconnesso. In particolare se Ay, Ay sono
due aperti con A; N Ay =0 e Ay U Ay, = A, allora uno dei due insiemi 4; o Ay deve essere
vuoto.

2.2 Limiti e continuita
Le definizioni di limite gia note per R si possono estendere facilmente ad R™. In particolare:

i) se {@n}nen € una successione di elementi di R™ ed & € R"™, diremo che z,, converge ad z
per n — oo e scriveremo

lim z, =«
n—oo

se Ve >0 dn. € R tale che |z, —z| <& Vn > n,,

ii) se f : A— R (A CR"™) & una data funzione e xy € un punto di accumulazione di A diremo
che
lim f(r)=LeR
T—x
se Ve >0 3. >0 tale che |f(z) —L| <e Vo e Acon0 < |z — x| <.
In particolare se xg € A e L = f(zq) diremo che f & continua in .

Valgono anche per le funzioni di pit variabili i teoremi fondamentali validi per le funzioni di
una variabile. In particolare vogliamo ricordare:

Teorema di Weierstrass Se f : K — R ¢ una funzione continua e K C R™ ¢ un insieme
limitato e chiuso, allora f assume minimo e massimo in K.

Teorema di Cantor Se f : K — R ¢ una funzione continua e K’ C R" ¢ un insieme limitato
e chiuso, allora f & uniformemente continua.

Teorema degli zeri Se f : A — R & una funzione continua, A C R™ & un insieme aperto
e connesso e se esistono due punti x1, x9 € A con f(x1) > 0 e f(z2) < 0. Allora esiste un
punto z € A con f(z) = 0.

2.3 Derivate parziali e differenziale

Sia f : A — R dove A C R" ¢ un insieme aperto, una data funzione e sia xy € A. Definiamo le
derivate parziali di f rispetto ad x; i = 1,2,...,n in ¢ e le indicheremo rispettivamente con uno
dei simboli

of
) (‘ro)a fIi(x0)7 D:Ih f(fL'O)a D; f(xo)
T
nel modo seguente :
of o f(@o+he) — flo)
aa:i (xo) a ilLli% h
qualora tale limite esista finito, dove abbiamo indicato con e; il vettore (0,0,...,0,1,0,...,0) con

1 che compare al posto i-esimo.
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Come si vede dalla definizione, le derivate parziali sono i limiti dei rapporti incrementali che
si ottengono incrementando la funzione f rispetto ad una sola delle variabili e lasciando inalterate
le altre.

Per le derivate parziali quindi, valgono le stesse regole di derivazione per funzioni di una sola
variabile che gid conosciamo, considerando, quando si deriva rispetto ad x;, le altre variabili come
costanti.

Consideriamo alcuni esempi, notando che nel caso n = 2 le variabili vengono indicate con (z,y)
invece che con (z1,z2) e analogamente se n = 3 con (x,y, z) invece che con (z1, 3, x3).
Se f(x,y) =z sin (v y) risulta :

fu(@,y) = sin(zy) + zycos (vy)

fy(z,y) = x? cos (zy)

Un caso interessante é quando la funzione f é un polinomio di primo grado, ossia :
n
fx) :Zaixi ca; €R,i=1,2,...,n
i=1
In tal caso fy,(x) = a;, ¥V x € R" e il grafico di f, ossia 'insieme:
n
{(z,2) e R"™; 2= f(z) = Zai T}
i=1

¢é un piano nello spazio R™+!.

Nel caso di una funzione di pid variabili si pud definire anche la derivata in una direzione
diversa da quella degli assi coordinati. Per esempio, se v € R™ é una direzione, ossia un vettore
con |v| = 1, indicheremo con

0 hv) —
(%(xo):%ig%f(xo—k Z) f(zo)

(57)

qualora tale limite esista finito. Tale limite viene chiamato la derivata di f nella direzione v
nel punto zg.
Ovviamente la definizione (57) ¢ una estensione del concetto di derivata parziale e, se v = ey,

risulta: of of of
%(930) - (*)ei (mO) - 81‘2 (IO)

Consideremo ora alcuni esempi che mostrano come possano esistere le derivate parziali in certe
direzioni e non in altre e come l'esistenza delle derivate parziali, anche in ogni direzione, non
assicura, nel caso di piu variabili, la continuita della funzione.

1. Sia f: R? — R la funzione che in (0, 0) vale zero e tale che.

fla,y) = 52— V(x,y) # (0,0)

x2 4+ y?
Essendo la restrizione di f agli assi coordinati identicamente nulla, si ha:

0f 00y = 2L 0 0) =
5,00 = 8y(0’0)_0
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D’altra parte, se v € R? & una direzione e v = (cos 6, sin ), 0 € [0,2 ), risulta:

af h? cos@ sinf cosf sin @
af _ i
ov 0,0) s h3 70 h

Pertanto la funzione f non ha derivate parziali nelle direzioni diverse da quelle degli assi
coordinati (se cosf sinf # 0). Notiamo anche che, se restringiamo la funzione alla retta
y=mx, m € R, risulta.

’I’rl.’I)2

m
flz,ma) = peo ey Rl B Yz #0

Pertanto la funzione f non e continua in zero.

. Sia f: R? = R la funzione che in (0,0) vale zero e tale che.

Fe) = =L (@) # (0.0
3y - x4 + y2 ?y I
Essendo, come nel primo caso, la restrizione di f agli assi coordinati identicamente nulla, si
ha:
of of
—(0,0) = =—(0,0) =0
5 (0.0 = 50.0)

D’altra parte, se v € R? & una direzione e v = (cosf,sin @), 0 € [0,27), risulta:

of (0,0) = lim h3 cos? 0 sin

—(0, = i - =

v h—0 h3(h2 cos* § + sin® 0)
cos? 6 sin @ cos?

= 1. — . 9 0
hlﬂ% h2 cos* 0 + sin2 6 sind se sinf #

Pertanto la funzione f ha derivate parziali in ogni direzione. Notiamo infine che, se re-
stringiamo la funzione alla parabola y = 22, risulta:

4
1
° =_- Vo #0

x4+ 24 2

f(xa x2) -

Pertanto la funzione f non & continua in zero.
. Sia f: R? — R la funzione che in (0,0) vale zero e tale che.

zy
x? + y?

flx,y) = Vv (z,y) # (0,0)

Essendo, come nei casi precedenti, la restrizione di f agli assi coordinati identicamente nulla,

si ha: of of

D’altra parte, se v € R? & una direzione e v = (cosf,sin @), 0 € [0,27), risulta:

8/»’ h,z cos @ sin 6 h cosf sinf
htll = lim —— """ lim ——
ov (0,0) im0 h|h] B0 |h
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Pertanto la funzione f non ha derivate direzionali se cos sinf # (.. Notiamo infine che
risulta:
|z|

|f(z,y)| = \/TTgﬂ lyl <y

Pertanto la funzione f & continua in zero.

Come abbiamo gia osservato una funzione di piu variabili puo avere derivate parziali senza
essere continua, in contrasto con quello che succede per funzioni di una variabile. In effetti, per
funzioni di piu variabili, il concetto che estende quello di derivabilita per funzioni di una variabile
¢ il concetto di differenziabilita, che ora andremo a definire.

Per comprendere meglio questa definizione é utile osservarte che, il fatto che una funzione di
una variabile sia derivabile in un punto xg, pué essere espresso nel seguente modo

0= lim M — f'(z0) = lim f(@) = f(@o) — f'(z0) (2 — 20)

T—To T — X T—>To T —To

ossia che esista una funzione lineare L : R — R ( quella data dalla legge L(z) = f'(x) z) tale che:

lim f(x) = f(z0) — L(z — 20)

T—rTo T — X

=0

Diremo dunque che la funzione f: A C R™ — R ¢ differenziabile nel punto xy € A se esiste una
funzione lineare: L : R™ — R tale che

lim f(z) = f(xo) — L(z — )

z—z0 |z — o]

=0 (58)

La funzione lineare L che compare nella definizione di differenziabilitd viene chiamata il differen-
ziale di f in x( e sara indicata nel seguito col simbolo d f(zo) .

Vale il seguente importante:

Teorema Se una funzione f: A C R™ — R ¢ differenziabile in zy € A, allora:

i) f ha derivate parziali in x rispetto ad ogni direzione v € R™ e risulta

% (r0) = L) (59)

ii) f & continua in zg.
Dimostrazione. Parte i) Dalla definizione di differenziabilita, risulta che:Ve > 0 36, > 0 tale

che:
f(z) = f(xo) — L(z — x0)
|z — o]

<eVz €A 0<|z—x9| <0

In particolare se x = zg + hv con h € R, |h| < d:

J(xo +hv) — f(xo) L(v)’ _ ‘f(xo—&—hv) — f(wo) — L(hv)

h - |h| <e€
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e quindi vale la (59).
Parte ii) Risulta:

|f(x) = f(z0) — L(z — 20)

|
Tr—x Lz —x
|Z‘—J)0| ‘ 0|+| ( 0)|

|f () = f(zo)| <

e quindi la tesi si ottiene dalla (58) e dal fatto che applicazione lineare L & continua.
E interessante osservare che dalla (59), si ottiene in particolare che, se f ¢ differenziabile in x
allora
of

axi

(JZQ)ZL(BZ‘) 2':1,2,...,71

e quindi Vo € R™:

i=1
Se indichiamo infine con D f(zo) il gradiente di f in x¢, ossia il vettore:

D f(xo) = (ggjm 2w %(m))

vale la seguente formula di rappresentazione per il differenziale:

L(z) = d f(ao)(w) = Y1 5 (a0) = 2 D f(a) (60)

K2

Il piano in R™*!, parallelo al grafico di L e passante per il punto (xq, f(z9)), cioé il piano di
equazione

2= J(ao) + Y 5 (a0) (w1~ 0,) (61)

viene chiamato il piano tangente alla superficie grafico della funzione f nel punto x,.
Nel caso particolare di una funzione di due variabili, I'equazione del piano tangente nel punto

(0, Yo, f(z0,yo)) diventa:

z = f(xo,90) + fo(To,90)(x — x0) + fy(z0,Y0)(y — yo)

Molto utile, per lo studio della differenziabilita di una funzione, ¢ il seguente teorema, noto in
letteratura col nome di teorema del differenziale totale:

Teorema del differenziale totale Sia f: A — R, dove A C R"™ & un aperto, una data funzione.
Supponiamo che:

i) f abbia derivate parziali in ogni punto x € A,
ii) tutte le derivate parziali di f sono continue in un punto zy € A.

Allora f & differenziabile in xg.
In particolare se f € C1(A), ossia se f ha derivate parziali continue in ogni punto di A, allora f &
differenziabile in ogni punto di A.
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Dimostrazione Dalla formula di rappresentazione (60), risulta che, se il differenziale di una
funzione esiste deve essere la seguente funzione lineare

L(z) =d f(xo)(x) =D f(xg) - Vz e R"
Si tratta quindi di dimostrare che:

f(z) = f(xo) — D f(xo) - (x — 7o)

li =0 62
Dall’ipotesi i), Ve > 0 36 = 6. > 0 tale che Bs(xog) C A e
0 0
‘81{2(2)81{2(%) <eVzeBs(xg), i=1,2,...,n (63)
Fissato ora x € Bs(xg), poniamo zg = xg, 2z, =x ese j=1,2,...,n— 1:
J n
Zj = Z Then+ Z ZToh €h = (x17x2a"'7xj7$0j+lax0j+27"'a-rOn)
h=1 h=j+1

(ossia z; € il vettore le cui prime j componenti sono uguali alle prime j componenti di =, mentre
le ultime n — j componenti sono uguali a quelle di x(.) Si ottiene

F(@) = flwo) =) (f(z5) = f(zj-1))

j=1

ed essendo z;—z;_1 = (x;—xg ;) €;, ossia passando da z;_1 a z; viene incrementata solo la variabile
j—esima, dal valore xg; al valore x;, possiamo applicare il teorema di Lagrange per funzioni di una
variabile, per ottenere che esistono punti z; appartenenti al segmento di R"™ di estremi z;_1 e z;,
tali che :

f(@) = f(zo) = Z %j(zé)(l’j — o)
j=1
Osservando infine che se x € Bs(zo) anche 2} € Bs(zo) j=1,2,...,n, ricordando la (63), si ha:

|f(x) = f(z0) — D f(x0) - (x — o) <5Z|$j—$0j|

Jj=1

Possiamo quindi concludere che:

) = flaw) = DJao) o = w0)| _ _§" Loy =30,

|z — o]

e quindi vale la (62).

Va notato che il teorema del differenziale totale d4 solo una condizione sufficente a che una
funzione f sia differenziabile, ma non necessaria; ossia una funzione pué essere differenziabile in
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un punto senza che le sue derivate parziali siano continue in quel punto. Consideriamo infatti la
funzione che in (0,0) vale 0 e se (x,y) # (0,0) é definita da:

f(z,y) = zy sin S
VaZ +y2

Siccome la funzione f si annulla sugli assi coordinati, risulta f;(0,0) = f,(0,0) = 0. D’altra parte

flzy) | Ty . 1
= sin | ———= || < |y
\/m2—|—y2 \/x2—|—y2 [22 + y2

Pertanto la funzione f é differenziabile in (0,0). Osserviamo ora che se (z,y) # (0, 0), risulta:

: 1 z’y !
f””“’y):ySl“(m) VCETE (m)

Se poniamo quindi y = x con x > 0, si ha:

e =i ()~ ()

Pertanto non esiste il

Je(2,y)

lim
(x,9)—(0,0)

e la derivata parziale f, non é continua in (0, 0).

Consideriamo per concludere alcuni esempi.

1. Sia f : R? = R la funzione che in (0,0) vale zero e tale che

sin (zy)
flz,y) = ——= VY (x,y) # (0,0
(#.0) = T V) £ 0.0
Essendo ovviamente f € C1(R? — {(0,0)}), la funzione f ¢ differenziabile in ogni punto
(z0,y0) # (0,0) e le sue derivate parziali si ottengono dalle usuali regole di derivazione. Per
studiare la differenziabilita nell’origine, osserviamo che la restrizione di f agli assi coordinati
¢ identicamente nulla e quindi:
of of

Ne deriva quindi che f ¢ differenziabile in (0, 0) se e solo se

sin (z y) B
(@y)—(0,0) 22 +y2

Osservando infine che se y = x il quoziente precedente diventa:

sin(z?)  sin(2?) 1
PR R g %ésesc%()
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Pertanto la funzione f noneé differenziabile in (0, 0). Notiamo infine che dalla diseguaglianza:

|z y|

sin (z y) <1yl
\/x2_|_ 7 Y

\/1‘2 +y?|
si ricava che la funzione & continua in (0, 0).

2. Sia f(z,y) = V4—22—y%, (z,y) € A = By(0.0). La funzione f € C'(A) e quindi &
differenziabile in ogni punto di A. In particolare f & differenziabile nel punto (1, %) € A
Vogliamo ora scrivere l’equazione del piano tangente alla superficie S = graf f nel punto

(1,3, %) ( da notare che YL — f(1, 3) e che S in R® ¢ la semisfera superiore di centro
(0,0,0) e raggio 2 ). Rlsulta
—z —y
m? = ) I’ =
fo(z,y) 12 fy(@,y) -2

e quindi :
1 1

*)=f h3) = Wi

2 2
Pertanto I'equazione del piano tangente ad S in (1,/12, L) ( vedila (61)), é data da :

V11 2 1 1
Z—T—ﬁ($—1)+ﬁ(y—§)

2.4 Derivate seconde e teorema di Schwarz

f2(1,

Sia f : A — R una funzione definita in un aperto A C R™ e sia ¢ € {1,2,...,n}. Supponiamo che
la funzione f sia derivabile rispetto alla variabile x; in ogni punto di A. Possiamo allora definire
la funzione derivata parziale

of
A= R
al‘i
come la funzione
reA— of (z)
81‘,‘
Se la funzione g—f ¢ a sua volta derivabile rispetto alla variabile z; j = 1,2,...,n in un punto

rg € A, diremo che la funzione f e derivabile due volte in x( rispetto alle Varlablh xz; e x; ed
indicheremo tale derivata seconda con uno dei seguenti simboli:
0% f
axiaxj

(xO)a fmiwj(mo); Dwi a:j(xo)v Dij(xo)

Per esempio, se la funzione f & una funzione di due variabili, abbiamo le seguenti derivate
parziali seconde :

faca: ) fwy 9 fy:E ’ fUU
Per esempio se:
fla,y) =2’y + 22y — 2
Risulta :
fol@,y) =22y +2y> — 322
fy(e.y) =a? +azy
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foy(z,y) =22 +4y
Jyz(z,y) =22 +4y
Jyy(z,y) =4z

Da notare che f,, = fy.. Questo fatto non é casuale, ma é conseguenza del seguente:

Teorema di Schwarz Se una funzione f : A — R ha derivate parziali miste rispetto alle variabili
x; ed 5 fy,z; € fo; 2, in tutti i punti di A e se tali derivate parziali miste sono continue in un
punto ¢ € A allora sono uguali in tale punto, ossia f, «,(%0) = fz; 2, (z0)-

Dimostrazione E sufficiente considerare il caso di due variabili e z = x;, Yy = x;. Dall'ipotesi di
continuita delle derivate miste, si ha che Ve > 0 346 = . > 0 tale che Bs(xg,y0) C A e

[fey(&n) = fay(@o, 9ol <& |fya(&,m) — fya(@o,y0)| <& V(& m) € Bs(xo,y0)
Sia ora (x,y) € Bs(x0,yo) e consideriamo la funzione:
9(z,y) = [f(z,y) = f(2,90)] = [f (20, y) — f(x0,90)] =
= [f(z,y) = f(@o, y)] = [f (. 50) — f(zo, y0)]

Applicando il teorema di Lagrange, prima rispetto alla variabile x e poi rispetto alla variabile y,
risulta che esistono due punti z’, y’ rispettivamente tra z e xo e y ed yg taliche:

9(w,y) = [fo(a,y) = fo (@', 90)] (z — 0) = fay (2", 4")(y — o) (z — 20)

Analogamente, applicando sempre il teorema di Lagrange, ma questa volta prima rispetto a y e
poi rispetto ad x, si ottengono due punti x”, " rispettivamente tra x e zg e y ed yo per cui:

g(x,y) = [fy(x,y") = fy(xo, )] (y = v0) = fy=(z",4")(y — vo) (& — 20)

ossia fyy(2',y") = fys(2”,y"”). Tenendo infine conto che (z',y"), (z”,y") € Bs(zo,%0), si ricava
che

|fmy(x07y0) - fyz(mO;yO” § |fzy(x0,y0) - fmy(x/ayl)l + |fyz(1'”7y//) - fym(l'anO)‘ <2e

Il teorema segue allora dall’arbitrarieta di €.

La funzione che ora considereremo fornisce un controesempio al teorema di Schwarz. Sia f :
R? — R la funzione che vale zero nell’origine e tale che

By — xy?
Z‘Z +y2
Risulta f,(0,0) = f,(0,0) =0 e se (z,y) # (0,0):

fla,y) = se (,y) # (0,0)

B22y—y))(@® +y?) —2x(@’y —xy’)  aty+4a?y’—y°
(22 + 12)2 (22 + 12)2

fo(z,y) =

f (x y) _ ($3 73xy2)(x2+y2) —2y(x3yfxy3) _ 15*4$3y2—my4
y\T, (22 4 y?)? (22 + 12)2
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Ne deriva quindi che

T f2(0,y) — £2(0,0) T _y5 _
— 5
z—0 x z—0 °

2.5 Funzioni a valori vettoriali e differenziabilitd della funzione com-
posta

Sen, meNed f: ACR" — R™, diremo che f ¢ una funzione a valori vettoriali se m > 2. In
questo caso f(x) € R™ e quindi potremmo scriverlo come

f(x) = (fl(x)a f2(x)v o 7fm(x))

dove Vi =1,2,...,m la funzione componente i—esima ¢ una funzione a valori reali.

Per funzioni a valori vettoriali si possono estendere in maniera ovvia la maggior parte delle
definizioni e delle proprieta che abbiamo enunciato per funzioni a valori reali (m = 1).
In particolare vogliamo ricordare la definizione di differenziabilita:

Se f: A — R™ e una funzione a valori vettoriali definita in un aperto A C R" ed zg € A,
diremo che f e differenziabile in x( se esiste una funzione lineare L : R™ — R™ tale che

f(@) = fxo) = L(z — o)

li =0 64

x;nz-nlo |$ — LC()| ( )
Se indichiamo con L(x) = (Li(x), L2(x), ..., Ly (x)), si ottiene subito che la funzione f ¢ differen-
ziabile in zg se e solo se Vi =1,2,...,m la componente f; & differenziabile in xy con differenziale

L;. Usando dunque la formula di rappresentazione (60), risulta:
Li(z) =d fi(zo)(z) = D fi(xg) -x Vx € R"

Se indichiamo quindi con Jy(zo) la matrice m x n che contiene nella riga i-esima il vettore
D fi(xg) i=1,2,...,m ossia la matrice:

af o af
6& (o) ag{; (o) ... Ti‘,ll (o)
of of of
Jp(we) = | (@) go(wo) o Fo(xo) (65)
Ofm Ofm. Ofm
8;;1 (20) aJ;Q (zo) .. af;n (zo)

possiamo scrivere la seguente formula di rappresentazione per il differenziale L:

L(z) = d f(zo)(2) = Jp(wo) - x V& € R" (66)
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dove il prodotto a secondo membro della (66) va inteso come il prodotto riga per colonna della
matrice m x n: Jy(xo) e della matrice n x 1 ( o vettore colonna ):

T

T2

T

ossia in modo esplicito:
o 2] o
aﬁ (20) TQ(%) ag’l”' (zo) 1 D fi(zo) -z
) o) ) T2 D fo(xzg) - x
Tw)-a— | o) o) .. Hw) || 7|2 PR

Ofm. Ofm of. Tn D frn(x0) - @
Bj;l (.’L‘o) 8J;2 (l‘o) e 39{1" (.1'0)

La matrice J¢(z) viene chiamata la matrice jacobiana della funzione f nel punto .
Osserviamo infine che da questo modo esplicito per esprimere la (66) e dalla diseguaglianza di
Schwarz, si ottiene la seguente diseguaglianza ( la cui verifica viene lasciata per esercizio):

[Ty (o) - x| < [Ty (w0)] || (67)

EAESENDY : (3 )

dove abbiamo indicato con

=17

Usando la matrice jacobiana si puo enunciare il teorema sulla differenziabilita della funzione
composta in maniera formalmente simile al caso di funzioni di una variabile. Infatti vale il seguente:

Teorema sulla differenziabilita della composta Siano f: ACR" > R™eg: BCR™ —
R* due date funzioni. Supponiamo che f(A) C B, che f sia differenziabile nel punto o € A e
che g sia differenziabile nel punto corrispondente yg = f(xg) € B. Allora la funzione composta
h: ACR"— RF h(z) = g(f(x)) & differenziabile nel punto zg € A e vale la formula:

In(wo) = Jg(f(20)) - ¢ (20) (68)

dove il prodotto va inteso prodotto riga per colonna delle due matrici.
Ne consegue che la funzione composta ha derivate parziali in zg ed in forma esplicita risulta
Vi=1,2,...,k; Vs=1,2,....,n:

T (a0) = > S aw)) 52 ) (69)

j=1
Dimostrazione Indichiamo con o : R™ — R* la funzione cosi definita: o(yg) = 0 e

9(y) —9(yo) — J4(yo) - (y — yo)

se Yy # Yo
|y*yo|

o(y) =

55



Risulta pertanto:

9(y) — 9(yo) = J4(yo) - (v —yo) + o(y) [y —yo| Vy € R™ (70)

Inoltre, per la differenziabilitd della funzione g in yq, risulta:

lim o(y) = 0= o(yo)

Y—Yo

ossia la funzione o é continua in yo. Abbiamo pertanto dalla (70)
9(f (@) = g(f(20)) = Jo(wo) - (f(2) = f(20)) + o (f(2)) [f(2) = f(xo)| =

= Jy(yo) - (f(w) = f(wo) — Jy(20) - (x — 0)) + Jg(v0) - (J(w0) - (x — 20)) +
+o(f(z)) |f(z) — f(xo)]

Ne deriva che:

9(f(@)) = 9(f(x0)) = [J(y0) - Js(x0)] - (x — o)

|x — o]
= syt (LI i) (2 m o)) (71)

Notiamo infine che che

|f(x) = f(zo)l < ‘f(l") — f(xo) = Jy(wo) - (x — 20)

|z — o] |z — o]

|Jf (o) - (x — o)
|z — o]

Essendo f differenziabile in zy possiamo trovare § > 0 tale che

‘f(l“) — f(x0) — Jf(l‘o) (= z0)

|z — o]

<1 Vz € Bs(xp), x # x0

Ne possiamo concludere, usando anche la diseguaglianza (67), che:

[f(x) = f(zo)]

<14|J v B
o S L o) Y € Baao)

Possiamo infine concludere la dimostrazione passando infine al limite per  — ¢ nella (71).

2.6 Formula di Taylor e massimi e minimi relativi per funzioni di piu
variabili

La formula di Taylor per funzioni di piu variabilli si ottiene dalla formula di Taylor per funzioni
di una variabile applicata alla restrizione della funzione di pili variabili al segmento congiungente
xo con x. Noi scriveremo con precisione solo la formula di Taylor col resto di ordine due, che
sara quella che useremo nello studio dei punti di massimo e minimo relativi. La formula di Taylor
piu generale si puo ottenere ragionendo nello stesso modo, ma con notazioni piu complicate e per
questo non sara considerata in questi appunti.

La formula di Taylor che dimostreremo & la seguente:
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Formula di Taylor col resto di ordine due Sia f € C?(A) dove A C R™ & un insieme
aperto e siano x, xg € A, allora posto:

Ry(x,20) = f(x) = f(x0) = D f(wo) - (x — wo)—

1 <  8%f
_52‘ j:1m($0)(fﬁi—$0i)($i —Toj) (72)
risulta: R
lim F2(:70) _, (73)

T—T0 ‘a’,‘ — ,’]’,‘0|2
Dimostrazione Fissato o € A, sia r > 0 un raggio tale B,(xg) C A. Fissato x € B,(xg) e
t € [0,1], poniamo:
F(t) = f(zo +t(z — 0))
la restrizione della funzione f al segmento che congiunge xy con x. Per il teorema sulle differenzi-
abilita della funzione composta F' € C?([0,1]) ed usando la formula (69) risulta:

F/(t) = Z gi (l‘o +1 (l‘ — xo))(xz — JJQZ’)

n o2
F//(t) = 421 axlaij (l‘o +t (l‘ — 330))(.%1 — Z‘Oi)(l‘j — Z‘Oj)
i, j=

Essendo F € C?([0,1]), possiamo usare la formula (29) con n = 1, per scrivere:
1
F(1)=F(0) + F'(0) — / (t—1)F"(t)dt
0
e aggiungendo e togliendo F”(0), risulta:

F(1) = F(0) + F'(0) - /Ol(t S [F" ()~ FO)] di + 5 F'(0) = F(0) + F(0) + 3 F"(0) ~ B

dove abbiamo posto

o /1@ SO [F() — FT(0)] dt

Osserviamo infine che essendo le derivate seconde di f continue in zq, Ve > 03 = 6. € (0,7) tale
che:

0% f 0% f
(9561‘81‘3' (LL'() +i ($ B l'())) - 821?281‘3 (l‘o)

Ne segue quindi che, per lerrore E vale la stima:

<eVuz € Bs(xp), t €10,1]

n

1 2
EN
Bl <Y o — o |xj—x0j|/0 (1= t)dt < 2 o —

ij=1
e quindi ricordando (72):

|Ra(z, xo)| < en?

|x —zo|? — 2
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Vale quindi la proprietd (73) del resto.
Usando la formula di Taylor, possiamo dare delle condizioni che ci permettano di individuare
eventuali punti di massimo o di minimo relativi per funzioni di piu variabili.

Cominciamo per completezza col ricordare la definizione di massimo e minimo relativi.

Se f : A — R & una funzione e zyp € A, diremo che xy ¢ un punto di massimo ( minimo)
relativo per f se esiste r > 0 tale che f(z) < f(zo) ( =) V& € AN By(xp).
Un primo semplice risultato che si pué enunciare € un teorema simile al teorema di Fermat per le
funzioni di una variabile. In particolare vale il seguente :

Teorema Se f : A — R ¢ una funzione e xyp € A & un punto di massimo o di minimo rela-
tivo per f, e se:

xo € un punto interno ad A, ossia se esiste p > 0 tale che B,(z¢) C A,
f ha derivate parziali in zq

allora f,(z9) =0V i=1,2,...,n.

Come nel caso di funzioni di una variabile, questo teorema da solo una condizione necessaria
a che il punto z( sia un massimo o minimo relativo, ma non sufficiente. Ossia un punto xy puéd
verificare le condizioni f,,(zg) =0V i=1,2,...,n e non essere né un punto di massimo né di min-
imo relativi. Da notare che un punto g € A che verifica le condizioni fy,(z¢g) =0Vi=1,2,...,n
viene chiamato un punto critico.

Allo scopo di comprendere che tipo di condizioni analitiche possono essere aggiunte al fatto
che x( sia un punto critico al fine di ottenere che tale punto sia un punto di massimo o di minimo
relativo, ricordiamo in primo luogo cosa si pué dire per funzioni di una variabile.

In particolare ricordiamo che se f[a,b] — R é una funzione con derivate seconde continue in (a, b),
xo € (a,b) e

i) f'(z0) =0,

ii) f"(z0) <0
Allora xg é un punto di massimo relativo per f. Infatti dalla formula di Taylor troncata ai termini
del secondo ordine, si ha che

fl/(xo)

f(x) = fzo) + f'(20)(x — o) + (z — 20)” + Ra(w,m0)

dove Ry(x,x0), il resto della formula di Taylor, ha questa proprietd :

lim 27 0)
z—x0 (q; — :);'0)2
Ricordando 'ipotesi i), si ottiene allora
" 1
R
1)~ o) = ) o )P + oo o) = (o [ L0 4 o220

Ricordando infine l'ipotesi ii) e la proprietd del resto, si ottiene che 3r > 0 tale che se |z — x| < r

Ro(x,20) _ f"(20)
(x — x0)? < 4
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Pertanto se |z — x| < r

&)~ Flan) < (@~ 202 ) <

Ossia xg é un punto di massimo relativo.

Abbiamo ricordato questi conti relativi a funzioni di una variabile per far notare 'importanza
del segno del termine di ordine due della formula di Taylor nello studio dei punti di massimo e
minimo relativi.

Nel caso di funzioni di piu variabili il termine di secondo ordine della formula di Taylor e dato,
come si vede dalla formula (72), dall’espressione:

I &2
B Z Wg;(fﬂo) (2 — o) (xj — o)

4,j=1

espressione che & un polinomio di grado due nella variabile x — xy o come viene spesso chiamata
in letteratura una forma quadratica.

Per poter enunciare quindi condizioni sufficienti a che un punto critico per una funzione di piu
variabili sia un punto di massimo o minimo relativi servono alcune definizioni e proprieta relative
alle forme quadratiche che ora introdurremo.

Chiameremo dunque una forma quadraticia una funzione @) : R™ — R del tipo:

Qz) = Z Aij TiTJ (74)
ij=1

dove a;; = aj; i, j = 1,2,...,n sono numeri reali fissati.
Se indichiamo con A la matrice simmetrica n x n i cui elementi sono i numeri a;;, con notazioni
gia usate nei paragrafi precedenti, possiamo scrivere:

Qz)=(A-z)- ¢ Vx eR"

Ovviamente ogni forma quadratica ¢ una funzione regolare ( di classe C*°) ed omogenea di grado
due, ossia
Q\z)=XQ(z) YAER, z€R"

Molto importanti nella teoria delle forme quadratiche sono le seguenti definizioni.
Data una forma quadratica ) : R™ — R, diremo che :

i) @ ¢ definita positiva se
Q(xz)>0 Vo eR", z#0,

ii) @ ¢ definita negativa se
Q(z)<0 Vo eR™ z#0,

iii) @ ¢ semi-definita positiva se

Q(z)>0 VzeR",

iv) @ ¢ semi-definita negativa se

Qz) <0 VzeR"
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v) @ ¢ non definita se esistono due punti diversi z; e z2 tali che

Q(xz1) >0 e Qz2) <0

ossia se () assume valori di segno contrario

Da notare che una forma quadratica pué essere semi-definita positiva ( o negativa ) senza essere
definita positiva (o negativa ). Infatti la forma quadratica in R?:

Q(z,y) = 2

¢ semi-definita positiva in quanto Q(z,y) > 0, ma @ si annulla anche in punti diversi da (0,0) e
quindi non e definita positiva.
Useremo in seguito il seguente risultato relativo alle forme quadratiche definite:

Teorema Sia ) : R — R una forma quadratica, allora:

i) @ & definita positiva se e solo se 3m > 0 tale che

Q(z) = m|z[* Yz e R", (75)

ii) @ & definita negativa se e solo se 3M < 0 tale che

Q(z) < M |z|* Vo eR", (76)

Dimostrazione Proviamo la 7). In modo simile si ragionera, nel secondo caso. Indichiamo con
S={zeR" |z|=1}

la frontiera della sfera unita di R™. Se @ ¢ una forma quadratica definita positiva, essendo una
funzione continua ed essendo S un insieme limitato e chiuso, @) assume il suo valore minimo su S,

ossia 3v € S con
Qx) > Qv)=m>0 Vx el

Osserviamo infine che se x € R", = # 0 allora I%I € S e quindi ottengo:

x) Q)

||

mSQ(

|z[?
Siamo ora in grado di dimostrare il seguente:

Teorema Sia f : A — R una funzione con derivate parziali seconde continue in A, dove A C R™
¢ un insieme aperto. Supponiamo che zy € A sia un punto critico per la f, ossia che

of
al’i

(1‘0)20 i=172,...7n

ed indichiamo con @ la forma quadratica delle derivate seconde di f in x, ossia la forma quadratica:

Qz) = Z 8xiafl‘j (o) ;5

i,7=1

Allora:
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i) se la forma quadratica @ ¢ definita positiva, il punto z¢ € un punto di minimo relativo,
ii) se la forma quadratica @) ¢ definita negativa, il punto g € un punto di massimo relativo,

iii) se la forma quadratica @ non & definita , il punto zp non ¢ né un punto di minimo relativo
neé un punto di massimo relativo.
In questo caso il punto zy ( punto critico che non é né di massimo né di minimo relativo)
viene chiamato un punto sella.

Dimostrazione Proviamo la ). Applicando la formula di Taylor (72), ricordando che D f(xg) =
0 e la stima (75) per le forme quadratiche definite positive, si ottiene che

F(@) — f(zo) = %Q(J; ~ 20) + Ro(w, 70) > %m o — 20|? + Ro(x, 20) =

o m | Ra(z,x0)
= |z — x| <2+|:17x0|2)

Ricordando infine la proprieta (73) del resto, possiamo trovare un raggio positivo r, tale che

RQ(J?,J)Q) m
— — Vv B,
‘.’t — $0|2 < 1 MRS (.Io)
Si ricava pertanto che
f(z) = f(xo) > |z — 20> (% — %) =z — xO\Z% >0 Vz e B.(x)

e quindi xy € un punto di minimo relativo.

La i7) si verifica in modo simile e quindi viene lasciata per esercizio. Per ottenere la i), osserviamo
che se ) non ¢ definita, allora esistono due vettori vy, vo € R"™ che possiamo supporre di modulo
uno, tali che Q(v1) > 0, Q(v2) < 0, risulta allora, sempre per la (72),

f(@o +tvr) = f(xo) = %Q(tvl) + Ra(wo + oy, o) = 12 (;Q(m) + }W)

Siccome Q(v1) > 0 e per la (73),

RQ(:L'O + t’Ul,LL'()>

2 —0 se t—0

si ottiene che 37 > 0 tale che

flxo+tvr) — f(xo) >0 Vi, t|<r
In maniera simile si puo provare che 3 p > 0 tale che

flzo+tv2) = f(wo) <0 Vi, [t] <p

Pertanto il punto xg non € ne di massimo ne di minimo relativo.

Osservazione La conclusione del teorema ora dimostrato non ¢ piu vera se la forma quadratica
@ invece che definita positiva o negativa e solo semi-definita positiva o nagativa. In tal caso, come
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vedremo poi considerando alcuni esempi, il punto zg pud ancora essere un punto di minimo o
massimo relativo ma puo anche essere un punto sella.

Concludiamo questa parte, dando alcune condizioni analitiche che ci permettono di stabilire se
una forma quadratica ¢ definita ( positiva o negativa) oppure no.

Caso di R? Se la forma quadratica & definita in R? risulta una funzione del tipo:
Q(z,y) =az®+2bxy + cy?

dove a,b,c € R sono numeri fissati. Nel caso specifico che stiamo considerando, cioé quando la
forma quadratica & quella delle derivate seconde di f in (zg, yo), risulta

a= fra(To,%0)
b= fuy(®0,%0)
C:fyy(xmyO)

Se y # 0, possiamo scrivere
2\’ x
Q(z,y) = az® +2bxy+cy® = ¢ <a () +2b<> +c> =2 (at®> +2bt + ¢)
Y Y

dove abbiamo posto t = % Ne deriva quindi che la forma quadratica @

i) é definita positiva se e solo se A =b> —ac<0ea > 0;

ii) é definita negativa se e solose A =b?> —ac<0ea <0 ;

)
)
iii) é semi-definita positiva se e solo se A = > —ac=0ea>0;
)
)

iv) é semi-definita negativa se e solo se A = > —ac=0ea<0;

v) é non definita se e solo se A = b2 —ac > 0.

Osserviamo infine che nel caso della forma quadratica delle derivate seconde di una funzione f in
(z0,Y0) , risulta

A= f2 . (x0,50) — foa(T0,90) fyy(T0,y0) = —det H(zo,y0)

dove abbiamo indicato con H la matrice 2 x 2 delle derivate seconde di f, ossia

_ fa:x(x7y) f:cy(xvy)
H(x,y) N < fyz(zvy) fyy(xay) )

La matrice H viene chiamata la matrice hessiana di f in (z,y).

Nel caso generale, il problema di determinare se una forma quadratica @) sia definita e legato al
problema di determinare il segno degli autovalori della matrice simmetrica A, associata alla forma
quadratica.

Per completezza ricordiamo che un numero A € R si dice un autovalore della matrice A, se esiste
un vettore non nullo v € R” tale che
A-v=Av
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ossia, detto in maniera equivalente se
det(A—XI)=0 (77)

Essendo A una matrice simmetrica, le soluzioni dell’equazione (77) sono reali e, contate con la
dovuta molteplicita sono n. Risulta, dalle definizioni, immediato il seguente risultato:

Se A & una matrice simmetrica, indichiamo con
MMl < <N\

gli autovalori della matrice A, allora:

i) @ é definita positiva se e solo se il minimo autovalore A; > 0;

ii) @ é definita negativa se e solo se il massimo autovalore \,, < 0;

)
)
iii) @ é semi-definita positiva se e solo se A; > 0;
)
)

iv) @ é semi-definita negativa se e solo se A, <0 ;

Q@ é non definita se e solo se Ay < 0e A, > 0.

Questa proprieta ora ricordata € una coseguenza del seguente:

Teorema Siano
m = min{Q(v), v € S}

M = max{Q(v), v € S}
dove ricordiamo che S = {v € R"™, |v| = 1} allora m ed M sono rispettivamente il pilt piccolo e il

piu grande autovalore della matrice A associata alla forma quadratica Q.

Dimostazione Dimostriamo il risultato per m, analogamente si procedera per M. Indichiamo
con w € S un punto di minimo, ossia un punto tale che Q(w) = m. Allora x = w & un punto di
minimo assoluto per la funzione

F(fE) _ Q({E) _ ZZj:l aij X; gjj

I |22

zeR"™—{0}

Infatti, se x # 0:
Q(x) z
@ =% =0 g ) = Q) = Fu)
essendo w un vettore unitario. Ne deriva quindi che

oF

— =0 Vh=12...
6$h(w) ) &y y 1V

D’altra parte

@) S jm1 @i Onixj 20 5) [2* — 22, (szzl a;j T xj)
o af

oF
8xh
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Pertanto se x = w, ricordando che la matrice A ¢ simmetrica, si ottiene:
n
E apjw; —mwp, =0 Vh=1,2,...,n
Jj=1

Ne deriva quindi che m & un autovalore della matrice A. Risulta anche il piu piccolo degli autovalori.
Infatti se A € R & un altro autovalore e v € R™ un suo autovettore, si ottiene:

Q(v) = (A-v)-v= A

e quindi

Nel caso di tre variabili, 'equazione det(A — AI) = 0 & un’equazione di terzo grado che puo
essere scritta nella forma seguente:

NM4+aX+bA+c=0
Allora valgono le seguenti affermazioni che lasciamo per esercizio:

i) le soluzione dell’equazione considerata sono tutte negative e quindi la forma quadratica as-
sociata e definita negativa se e solo se

a>0,b>0c>0

ii) le soluzione dell’equazione considerata sono tutte positive e quindi la forma quadratica asso-
ciata ¢ definita positiva se e solo se

a<0,b>0c<0

Ricordiamo infine che nel caso generale, se indichiamo con Ay (k =1,2,...,n) i minori prin-
cipali che si possono estrarre dalla matrice A (ossia la matrice formata dagli elementi a;; i =
1,2,...,k; 7=1,2,... k), allora:

i) la forma quadratica @ associata ad A ¢ definita positiva se e solo se detA; >0 Vk =
1,2,...,n,

ii) la forma quadratica ) associata ad A & definita negativa se e solo se (—1)¥ detA, > 0 Vk =
1,2,....n

Consideriamo per concludere alcuni esempi.

1. Trovare gli eventuali punti di massimo o di minimo relativi della funzione :

2

flao,y) =ye ™V
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Abbiamo:
fz= —2;1:3/67952792 =0
fo=(1—2y)e v =

Pertanto i punti critici sono due (0, %) e (0, —-L).D’altra parte :

2 V2

2

fow = (=2y+42%y) e 7V =2y(22% —1)e "

foy = (—22+429?) e Y = 22(2y% — 1) e v

2

fyy=(—4y—2y —|—4y3) P 2y(2 y? — 3) e~y
e quindi :
H(O,ﬁ 0 —9,/2e-1/2
1 V2e1/2 0
H(O’iﬁ) - < 0 2\/56—1/2 >

Allora det H (0, %) = det H(0, —%) = 4e~!. Ne deriva quindi che il punto (0, %) é un

punto di massimo relativo , mentre il punto (0, —%) é un punto di minimo relativo.

1 ) = ( —\/2e1/2 0 )

. Trovare gli eventuali punti di massimo o di minimo relativi della funzione:

flzy) =2 +y° —zy
Abbiamo :
Jo=2z—y=0
fy=-3y>—2=0
Pertanto :
y=2x y=2zx
-342?)—z2=0 z(122+1)=0

1
12’

foz =2, fmyzfla fyy:*6y

moo =45 ) wegmp=(4 7

Ottengo quindi i due punti critici : (0,0) e (—4;, —%). D’altra parte si ha :

Pertanto

Possiamo concludere quindi che (0,0) é un punto sella , mentre (— —%) é un punto di

minimo relativo.

. Trovare gli eventuali punti di massimo o di minimo relativi della funzione :

fla,y) =azye ™V

Abbiamo :
2 2 2 2
fo= (=222 ) eV = y(1-22%) e =0
fy = (@ —2012) e — g (1-2y2) 0" =
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1

Pertanto i punti critici sono cinque: (0,0), (==, L., 3L

)7 (%7_%)7 (_7277) e (_

V)
Sl
1)

V)
S

V)
Sl

V)

P

D’altra parte :
feo=(—dzy—22y+423y) P 2zy(22% —3) e~ Y’
fmy _ (1 o 2I2 . 2y2 +4I‘2 yQ) 671’2792

foy = (—day—2zy+dzy’)e ™V =22y2y’ —3)e "V

H(0,0) — ((f (1)>

1 1 1 1 —2e71 0
H(ﬁ’ﬁ)_H(_ﬁ’_ﬁ)_( 0 2—2e‘1>

e quindi :

1 1 11 —2¢7! 0 >
H(—= ——)=H(———, —) = -
=1 m = (T 2 e
Ne deriva quindi che il punto (0,0) é un punto sella, i punti (%, %) e (—%, —%) SONo
plinti di massimo relativo, mentre i punti (%, f%) e (f%, %) sono punti di minimo
relativo.
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3 EQUAZIONI DIFFERENZIALI

3.1 Preliminari e problema di Cauchy

In generale, per equazione differenziale, si intende un legame o una relazione ( sempre espressa nei
casi che consideremo noi da una formula matematica ) tra una variabile ( indipendente ) z, una
funzione ( incognita ) della z: y(x) ed alcune derivate dalla funzione incognita: y',y"” 4" ,....
L’ordine massimo di derivazione che compare nell’equazione differenziale si chiama ’ordine della
equazione differenziale.

Per esempio un’equazione del primo ordine in forma normale (ossia esplicitata rispetto a ¢’ ) é

un’equazione del tipo:
y = fz,y)
dove f : A C R? = R é una funzione assegnata ( il secondo membro dell’equazione).

Per soluzione di un’equazione differenziale del tipo considerato si intende una funzione y(z) definita
e derivabile in un intervallo [a,b] C R tale che V x € [a, b] la coppia (z,y(z)) € A e valga I'identita:

y'(x) = f(z,y(x)) V€ [a,D]

Da notare che I'incognita in un’equazione differenziale non é un numero come si verifica per esempio
nell’equazione algebrica di secondo grado ax? + bz 4 ¢ = 0, ma é una funzione.
Alcuni esempi specifici possono essere:

=y y =zy+sinx
' Y
Y = e
Come vedremo in seguito in generale un’equazione differenziale del primo ordine ha infinite soluzioni.
Per individuarne una particolare, in generale é necessario assegnare qualche ulteriore condizione.
Ad esempio, fissati zg ed yo ( due numeri scelti con la sola condizione che (zg,y0) € A dove A
ricordiamo é l'insieme di definizione di f il secondo membro dell’equazione ) possiamo cercare,
se esiste, una soluzione dell’equazione differenziale y' = f(z,y) che verifichi 'ulteriore condizione
iniziale y(z9) = yo. Questo problema viene chiamato problema di Cauchy per 'equazione
differenziale considerata e viene indicato nel seguente modo:

{ y' = f(z,y)
y(zo) = yo
Consideriamo ora alcuni semplici esempi.
1. Risolvere il problema di Cauchy:
{ Y =y
y(0) =3

Supponendo y(z) > 0, 'equazione pud essere scritta come

y'(z)

y(z) ~ !

o anche come (logy(z)) = 1. Risulta pertanto logy(z) = = 4 ¢ con ¢ costante in R. Ne
deriva quindi che



Infine la condizione y(0) = 3 implica e® = 3 e quindi la soluzione del problema di Cauchy é
la funzione y(z) = 3e”.

. Risolvere il problema di Cauchy:

{0 d,

Supponendo y(x) > 0 e ragionando come prima, si ottiene:

e quindi
1
———=x+c
y(x)
(c costante in R). Risolvendo in y, si ha infine:
1
x)=—
R
La condizione iniziale y(0) = 1 implica ora che ¢ = —1. Pertanto la soluzione cercata é

y(x) = lix x € (—o0,1)

. Trovare una soluzione dell’equazione differenziale: y" = 2x,/y. Osserviamo che deve essere
y > 0. Supposto y > 0, ragionando come nei casi precedenti, si ottiene:

y'(z) '
2z = e = (2 y(ac))
e quindi
22
ylo) = o +c¢

2
(c una qualunque costante in R). Risolvendo in y, si ha infine:

y(x) = <$; + c>2

Da notare che il ragionamento fatto funziona soltanto se "”—22 +c>0.

3.2 Problema di Cauchy: teorema di esistenza in piccolo

Data un’equazione differenziale y' = f(x,y) con f : A C R? = R ed un punto (zg,%) € A,
come abbiamo gia ricordato, il problema di trovare una soluzione dell’equazione considerata che
sia definita in un intorno di z e che verifichi la condizione iniziale y(x) = yo viene chiamato il
problema di Cauchy per 'equazione ¢y’ = f(x,y) ed indicato con:

{ y' = f(z,y) (78)

y(xo0) = Yo
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Vale il seguente importante:

Teorema di esistenza in piccolo Supponiamo che il rettangolo
Q=IxJ= [:L‘()—R,.’L'()—l-R] X [yo—ﬁ,yo-i-i] R, R>0
sia contenuto in A e che:

i) f sia continua in @,

ii) 3L > 0 tale che
If(xay)_f(xvy/)lgl’h/_y/' vxe]v vya yle'] (79)

Allora 37 € (0,R) e una unica funzione y : [xg — 1,79 + 7] — J di classe C! nell’intervallo
[xo — r,xo + r] = I, che sia soluzione del problema di Cauchy.

Dimostrazione La dimostrazione viene suddivisa in alcuni passi.
Primo passo: Identita integrale Osserviamo che una funzione y : I, — J é soluzione del
problema di Cauchy se e solo se y é continua in I, e verifica la seguente identita integrale

vw) =w+ [ Sy veert, (80)

Infatti se y € C1(I,.) é soluzione del problema di Cauchy, allora I'identit4 (80) si ottiene integrando
tra xg ed x la uguaglianza

Y (1) = f(t,y(t)) tel,

Viceversa, se una funzione y continua in I, e verifica 'identitd integrale, allora per il teorema
fondamentale del calcolo integrale e per l'ipotesi i), y é derivabile e y'(z) = f(z,y(z)) Vz € I..
Siccome y(xg) = yo, y € soluzione del problema di Cauchy.

Secondo passo Indichiamo con

M = max{|f(z,y)|, (z,y) € Q)}

e supponiamo che o
r € (0, R) sia scelto in modo che M r < R. (81)

Verifichiamo che possiamo definire una successione di funzioni y,, : I, — J, ponendo:

Yo(2) = yo
(82)
yn+1($) = Yo + f;o f(ta yn(t)) dt n>0

Ovviamente la definizione & corretta solo se y,(t) € J Vt € I, n € N. Verifichiamo che questa
inclusione ¢ vera ragionando per induzione sun. Ovviamente yo(z) = yo € J Y € I,.. Supponiamo
ora che per un certo n € N, n > 0, y,(t) € J V¢ € I,.. Risulta allora |f(t,y,(¢))| < MVt € I, e
pertanto risulta:

|yn+1 () —yol =

Zo
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Terzo passo Verifichiamo che la successione y,, costruita al secondo passo converge uniformemente
su I.. Cominciamo col provare che vale la seguente stima:

ni1 (2) — ya(2)] < (M”

m|x—xo|n+1 VHEN, Z‘GIT (83)

Ragioniamo per induzione su n.
Se n = 0, risulta :

ly1 () = yo(z)| =

/ f(t,yo)dt‘ < Mlz -l

Supponiamo ora che la (83), valga per un certo numero naturale n > 0. Allora:

‘yn+2(x) - yn-&-l(x)l =

/ " g (0) — (D)) dt] <

o]

<L

/m Ynt1(t) — yn(t)] dt'

Zo

Usando l'ipotesi induttiva, possiamo concludere che:

T ML" M Lntt
/ tx0|”+1dt‘ < |z —xo|"T?
T

[Yn+2(z) — Yn+1(2)| < L . (n—|—1)|‘ (n+2)]

Infine dalla (83), si ottiene:

Myr(Lr)”
[Yn+1(2) — yn(2)] < m Vael,
Siccome la serie
o~ (L)
(n+1)!

n=1

€ convergente, se poniamo:
gn(x) = yn(z) - yn—l(I) rzel, n>1

la serie di funzioni Yo, g,, converge totalmente nell’intervallo I, e quindi anche uniformemente.
n=1
Se indichiamo con g la somma di tale serie, abbiamo:

oo n n
g(@) = ;gn(x) = nlggojzzggj(w) = lim_ ;(yj(x) —yj-1(2)) = lim (yn(2) — o)

Pertanto la successione y,, converge uniformemente nell’intervallo I, alla funzione y(z) = g(z) +yo.
Passando al limite per n — oo nella (82), otteniamo che la funzione limite y verifica l'identitd
integrale (80).

Quarto passo Concludiamo la dimostrazione, provando che la soluzione del problema di Cauchy
in I, & unica. Infatti indichiamo con § : I, — J un’altra soluzione del problema di Cauchy
considerato. Ragionando per induzione in maniera simile a come abbiamo fatto nel terzo passo ed
usando 'idantitd integrale per 7 si ottiene Vn € N, x € I

) = )| < iy

CEE il
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( verificare che vale la relazione precedente per esercizio)
Passando infine al limite per n — oo, si ottiene:

lim [g(z) — yn(2)| = [7(z) - y(z)| =0

n—oo

Osservazioni

i

ii)

Da notare che 'ampiezza dell’intervallo dove la soluzione del problema di Cauchy ¢ definita
¢ misurata dal parametro r che verifica la condizione:

R
< 1 R
0 <r<min {R, M} (84)

e quindi puo essere r < R (ricordiamo che R ¢ il parametro che misura ’ampiezza dell’intervallo
nella variabile = dove & definito il secondo membro dell’equazione). Ad esempio se conside-
riamo il problema di Cauchy
y/ — y3
{ y(0) =1

1
x) = ——
ya) = ———
Pertanto, essendo il secondo membro f(x,y) = y? il parametro R puo essere scelto grande fin

che si vuole, mentre r < 1/2. Per questa ragione, il teorema che abbiamo dimostrato viene
chiamato teorema di esistenza in piccolo o di esistenza locale.

La soluzione ¢ la funzione:

Se f : Q@ — R & continua ed ha derivate parziale rispetto ad y continua in @), allora Iipotesi
i1) del teorema & verificata con

L :max{‘g;(a:,y)

e ca)
Infatti, dal teorema di Lagrange, si ottiene:

|f(z,y) = flz,y)] = ‘gi(fcm) (y—y)| <Lly—y|

Un tipo di equazione differenziale che in alcuni casi si riesce a risolvere esplicitamente &
I’equazione a variabili separabili che ora consideremo.

3.3

Equazioni differenziali a variabili separabili

Un’equazione differenziale del primo ordine si dice a variabili separabili se é del tipo:

Y = f(z,y) = a(z) b(y)

dove a(x) , b(y) sono due funzione continue definte rispettivamente in due intervalli I e J. Il secondo
membro dell’equazione in questo caso é il prodotto di una funzione della sola z per una funzione
della sola y.

Se supponiamo che la funzione b : J — R sia lipschitziana ed indichiamo con M = max{|a(z)|, = €
I}, si ottiene

[f(,y) = f@, )] = |a(@)[[b(y) — b(y')| < M Lipy |y —y'| = Ly — ¢/|
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e le ipotesi del teorema di esistenza in piccolo per il problema di Cauchy sono verificate.
Osserviamo in primo luogo che, se per qualche valore di y ( per esempio y = yp ) risulta

b(yo) = 0, allora la funzione costante y(x) = yo V x é una soluzione dell’equazione differenziale.

Supposto invece b(y) # 0, possiamo dividere per b(y), e scrivere I’equazione nella forma:

Integrando infine su di un intervallo del tipo [z, z] C I, otteniamo

T B T yl(t)
Lﬂwﬁ‘éwmm“

Facendo ora la sostituzione s = y(t) nel secondo integrale ottengo:

x y(z)
/ a(t) dt = / s
zo y(zo0) b(s)

Riusciré infine a risolvere in maniera esplicita ’equazione differenziale se riesco a trovare una

primitiva B : J — R della funzione % ossia una funzione tale che

B'(y) :@ VyeJ

e di tale funzione B riesco poi a trovare la sua inversa B~!. Infatti in tal caso potrd scrivere
x
| attyat = Bu(@) - Bly()
)

ed infine

y(z) = B! (/m alt) dt + B(y(xo))> vel,

zo
Vediamo per concludere alcuni esempi.
a) Risolvere I’equazione differenziale: y’ = y2. Risulta, supposto y # 0
/
Y

e quindi, procedendo come nel caso generale

y(®) g 1 y(z)
r — Xg = / 3 = —
y(zo) S Sly(zo)
Ne deriva che
I S
y(w)  y(zo) ’
ossia 1
y(z) = e
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dove abbiamo posto per semplicitd ¢ = —xg — m In conclusione, qualunque sia ¢ € R, la
funzione
(@)= ——
T)=—
4 T+ c

definita per x # —c é soluzione dell’equazione considerata. Da notare che 'equazione am-
mette anche la soluzione costante y(z) =0V x.

b) Risolvere il problema di Cauchy:

Procedendo come prima ottengo :

. x y/ (t) B y(x) ds
‘Ayw@w—n“‘é Go1)

1 1 1

s(s—1) 5+571

Ora

ottengo quindi:
y(x)
= log

x = log

2

Ne deriva che

ossia, essendo y(z) > 1

3.4 Teorema di esistenza in grande

Per ottenere una soluzione del problema di Cauchy definita in un intervallo di ampiezza prefissata
occorre aggiungere ulteriori ipotesi sulla funzione f. In particolare vale il seguente:

Teorema di esistenza in grande Siano f : [a,b] xR — R una data funzione e (zg, yo) € [a,b] xR
un punto fissato. Supponiamo che:

i) f sia continua in [a,b] X R,
ii) VM >03L=L(M) > 0 tale che

[f(@y) = fl@y ) <Lly—y| Vaelad], Vy, y €R, [yl Iy <M (85)

iii) 3Ly, Lo > 0 tali che

|f(z,y)| < L1+ Laly| Vo € [a,b], Vy € R (86)
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Allora il problema di Cauchy (78) ha una unica soluzione y € C*([a, b]).

Dimostrazione Supponiamo che a < zy < b e proviamo che il problema di Cauchy ha una
unica soluzione definita in [zg,b]. Proveremo questo, estendendo con passi successivi la soluzione
ottenuta mediante il teorema di esistenza in piccolo ad intervalli sempre piu grandi fino ad arrivare
all’intero intervallo [z, b].

Pimo passo Con dato iniziale (xg,¥o), applichiamo il teorema di esistenza in piccolo con R =
Ry =0b—x9, R= Ry = L1 + La|yo|. (Da notare che, essendo in questo caso J = R, possiamo
scegliere R uguale ad un qualunque numero positivo). Esiste allora 7o > 0 ed una unica soluzione
del problema di Cauchy definita nell'intervallo [z, zg + 7). Dalla relazione (84), si ricava che vale
Palternativa:

1—i) OTOZRQZb—Jio,

1-ii) oppure 19 < b — xg ed allora B

_ Ro

=

dove My = max{|f(z,y)|, = € [z0,b], ¥ € [yo — Ro, Yo + Ro]}

To

Osserviamo ora che dall’ipotesi (86), ricordando anche la scelta di Ry, si ottiene se z € [xg,b], y €
[Yo — Ro, yo + Rol:

_ Ro— L _ _
|f(z,y)] < L1+ L2 |y| < L1 + La (Jyo| + Ro) = L1 + Lo (“-I-Ro) =1+ La)Ry

Lo
Pertanto se vale 'alternativa 1 — 4i) risulta

Ry 1
:7> = C
My = 1+ Ly

To

Poniamo infine z1 = z¢+rg. Ovviamente se vale I’alternativa 1—i), risulta 1 = b e la dimostrazione
del teorema ¢ conclusa. Se invece vale l'alternativa 1 — i), risulta

rot+c<z1 <b

e in questo caso procediamo col passo due.
Secondo passo Poniamo

y1 =y(z1), Ri=b—x1, Ry =Ly + Ly |y]

a applichiamo il teorema di esistenza ed unicita in piccolo per studiare il problema di Cauchy:

y(@1) =y

Esiste dunque 71 > 0 ed una soluzione z di (87) definita in [z; — 71,21 + 71]. Siccome le due
funzioni y, z, nell'intersezione dei loro domini verificano lo stesso problema di Cauchy (87), in
tale intersezione le due funzioni coincidono, essendo la soluzione unica, pertanto usando sempre
il simbolo y, abbiamo una soluzione del problema di Cauchy con dato iniziale (xq,yo) definita
nell'intervallo [xg,z1 + 1] = [z, 2Z0 + 70 + r1]. Ragionando come nel passo uno, per ry, vale
Palternativa:
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2i) ory =Ry =b—xq,

2-ii) oppure r; < b — z1 ed allora B

_

=

dove My = max{|f(z,y)|, = € [z1,b], y € [y — R1,y1 + R1]}

T1

Sempre ragionando come nel caso uno, se vale lalternativa 2 — i4) risulta r; > ¢, pertanto posto
To = X1+ 711 = Tg + 1o + 71 risulta o k3 = b oppure o < b e xy > xg + 2¢. Ovviamente se
z9 = b, la dimostrazione € conclusa, mentre se o < b, procediamo al passo tre, ragionando nello
stesso modo. Siccome ad ogni passo, 'ampiezza dell’intervallo di definizione della soluzione viene
aumentato di una quantita > ¢, risulta evidente che, dopo un numero finito h di passi deve essere
Trp = b.

Un caso interessante in cui si puo applicare il teorema di esistenza in grande e il caso di equazioni
del primo ordine lineari, che ora considereremo.

3.5 Equazioni differenziali del primo ordine lineari

Un’equazione differenziale del primo ordine lineare é del tipo:

Y = a(r)y+ B(x)

dove a(z), B(x) sono due funzioni continue definite in un intervallo [a, b].

E facile vedere e lo lasciamo per esercizio, che in questo caso, il secondo membro: f(x,y) =
a(z)y + B(x) verifica le ipotesi del teorema di esistenza in grande.

Fissato dunque xqg € [a,b] e yo € R, vale il seguente importante

Teorema Il problema di Cauchy:

{ Y = a(z)y+ B(z)
y(70) = Yo

ha una unica soluzione che é data dalla seguente formula risolutiva:

yla) = eA®) (yo e~ Alzo) 4 /r e~ AW B(t) dt) (88)

Zo

dove A : [a,b] = R é una primitiva di a(z) ( ossia A'(z) = a(z) YV = € [a,b]).
Dimostrazione Moltiplicando entrambi i membri dell’equazione per e~4(*) si ottiene:

Blr) A = (4 (x) — ale) y(@)) A = (y(a) 4@

Integrando infine questa identitd nell'intervallo [xg,z] con x € [a,b], si ottiene, ricordando la
formula fondamentale del calcolo integrale:

T
| 8010 dt = yla) e — yag) A
Zo

e quindi, risolvendo in y, si ottiene la formula desiderata.
Consideriamo ora alcuni esempi.
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a) Risolvere il problema di Cauchy:

{ y =y +cosx
y(0)=0

Essendo a(x) = 1, risulta A(x) = x. Applicando la formula risolutiva, ottengo:

xr
y(z) =€* / e ! costdt
0
Integrando per parti si ottiene :

T xT
/ et costdt = —et cost!i —/ e tsintdt =
0 0

xr
=1—e*cosx — {et sint|z +/ et costdt}
0

T
/ et costdt =
0

Possiamo concludere che

ossia,

(1—e®cosz+e ®sinz)

N | =

y(z) = 3 (e” — cosx + sinx)

b) Risolvere I'equazione differenziale:

y/ _ g 4 xQ
x
In questo caso a(z) = 1 e quindi A(z) = log|z|. Moltiplicando per e=A®) | ottengo:
42 g~ loglzl _ ,~loglal (v _ Y\ _ ~logla|’
= y )= ua)e

Supponendo ora x > 0, otteniamo:

n\ ) 22 /
—_— = — =TI = —_—
(x) x ( 2 )
e quindi:
T
Y_2 ¢ ossia y(x) = =a® +cx
T 2

dove ¢ é una costante arbitraria.

3.6 Sistemi del primo ordine ed equazioni differenziali di ordine superi-
ore
Sia
F:Q—-R"
una funzione assegnata, dove Q = [to — R,x0 + R] x Bi(Yy) con 29 € R, Yy € R", R, R €
R, R, R > 0 sono quantitd fissate ed indichiamo con Y (x) = € [xg — R,zo + R] il vettore di
componenti:

Y(z) = (y1(2), 42(2), - -, yn(2))
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Allora 'uguaglianza:

Y'(x) = F(z,Y(z)) z € [vto — R, 20 + R]
pud essere interpretata come un sistema, che noi chiameremo sistema del primo ordine in
forma normale. Il problema di Cauchy corrispondente che indicheremo con la notazione:

{ Y' = F(z,Y)

Y(z0) = Yo (89)

consiste nel trovare una soluzione del sistema definita in un intirno di x¢ e che verifichi la condizione
iniziale Y (z¢) = Y.

E chiaro che teoremi di esistenza ed unicitd in piccolo ed in grande di una soluzione del problema
di Cauchy (89) valgono per i sistemi del primo ordine con le stesse ipotesi e dimostrazioni dei
teoremi enunciati per il problema di Cauchy per le equazioni.

Il passaggio poi ai sistemi & molto utile quando si considerano equazioni differenziali di ordine
superiore.

Un’equazione differenziale di ordine n in forma normale & un’equazione del tipo:

y" = f@ oy, oy )
dove f & una funzione a valori reali di (n + 1)-variabili definita in un opportuno sottoinsieme
Q C R
Vediamo ora come, usando un semplice artificio, lo studio di una equazione di ordine n puo essere
demandato allo studio di un sistema del primo ordine in forma normale. Infatti, poniamo:

Yy1=Y
Y2 =y’
Yn = y(nil)
Allora possiamo scrivere le seguenti relazioni:
=y =

vo=y" =3

Y1 =y =y,
y;z = y(n) = f($7y17y27 ER ayn)
Ponendo infine: Y (x) = (y1,y2,.--,4n) ed F(z,Y) = (y2,Y3,.-.,Yn, f(2,Y)) ottengo il sistema
Y'(z) = F(x,Y(x)).
Da notare che la condizione iniziale Y (xg) = Yy per il sistema, per la funzione y diventa la

seguente richiesta ( noi supponiamo che Yy = (yo, 4(, - - - ,yén_l)):
y(xo) = Yo

Y'(zo) =5
- -1
Y (o) = g5
Possiamo dunque enunciare il seguente:

Teorema Sia f : @ — R una data funzione, dove QQ = [z9 — R,20 + R] x By(Yy), Yo =

(Yo, Yoy - - - ,yén_l)). Supponiamo che:
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i) f sia continua in @,
ii) 3L > 0 tale che Vo € [xg — R,x0 + R], VY, Y’ € B5(Yo):
|f(2,Y) = f(z,Y)| < LY = Y| (90)

Allora 37 € (0,R) e una unica funzione y : [zg — r,29 + ] — R di classe C™ nell’intervallo
[xg — 7, xg + r] = I, che sia soluzione del problema di Cauchy:

y(n) = f(x7 y7 y/7 R 7y(n71))
y(zo) = Yo
Y (w0) = vp (91)

YD (o) = g
Analogamente si pu6 enunciare il seguente teorema di esistenza in grande:
Teorema Sia f : @ — R una data funzione, dove Q = [a,b] x R™. Supponiamo che:
i) f sia continua in [a,b] x R",
i) VM >03L=L(M) > 0 tale che
|f(z,Y) = f(z, Y| < L|Y =Y'| Vz€lab], VY, Y eR", Y], [Y|<M (92)

iii) 3Ly, Lo > 0 tali che
If(2,Y)| < L+ Ly |Y| Yz € [a,], VY € R" (93)
Allora il problema di Cauchy (91) ha una unica soluzione y € C"([a, b]).

Come per le equazioni del primo ordine, un caso in cui si pué applicare il teorema di esistenza
in grande ¢ quando ’equazione ¢ lineare, caso che ora andremo a considerare.

3.7 Equazioni differenziali di ordine n lineari

Un’equazione differenziale di ordine n in forma normale: y(™) = flzy,y,. .., y("’l)) viene detta
lineare se il secondo membro & della forma:

n—1
F@y sy D) = f@) = 3 @)y (94)
j=0
dove f, ag, ai1,..., ap—1 sono delle funzioni definite e continue in un fissato intervallo [a, b].

11 fatto che un’equazione del tipo (94) venga chiamata lineare deriva dalla seguente osservazione.
Se indichiamo con L : C™([a,b]) = C([a, b)) la funzione cosi definita:

n—1

L(y)(z) = y™ (@) + Y a;(2)yP (@)

J=0

otteniamo una funzione ( od un operatore) definita nello spazio vettoriale V = C™([a, b]) a valori
nello spazio vettoriale C([a,b]) che & lineare.
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Usando l'operatore L I’equazione pud essere scritta come L(y) = f. Nel caso che f = 0 diremo
che I’equazione considerata € omogenea.
Per le equazioni differenziali lineari di ordine n omogenee, vale il seguente:

Teorema L’insieme delle soluzioni di un’equazione differenziale di ordine n lineare ed omoge-
nea & un sottospazio vettoriale di C"([a,b]) di dimensione n.

Dimostrazione Fissato z( € [a,b] il problema di Cauchy:

L(y)=0
y(xo) =1
y' xg) =

y(nfl) (xo) = O

ha una unica soluzione y; definita in tutto l'intervallo [a, b]. Analogamente, il problema di Cauchy:

L(y) =0
y/(xo) =0

Y (ro) =1

y" =D (z0) =0

ha una unica soluzione ys pure definita su tutto l'intervallo [a,b]. Procedendo in questa maniera
( ossia facendo variare la posizione dell’uno nel vettore dei dati inziali), otterremo altre n — 2
soluzioni Y3, Y4, - -, Yn.

Verifichiamo ora che le funzioni y1, yo, . . ., ¥, ottenute in questa maniera, formano una base per lo
spazio vettoriale N = {y € C™([a,b]), L(y) = 0} il nucleo dell’operatore lineare L. Infatti:

i) le funzioni y1, ya, .. ., Yn sono linearmente indipendenti. Se supponiamo, per esempio che sia:
AMyrt Ayt + Ay =0 (95)

otteniamo subito, ponendo = x che deve essere A\; = 0. Analogamente, derivando 'identita
(95) e ponendo ancora & = x, si ottiene che deve pure essere Ay = 0. Procedendo in questo
modo si ottiene che deve essere

AM=X=---=X,=0

ii) le funzioni y1,ys,...,yn generano lo spazio N. Infatti sia y € N e consideriamo la combi-
nazione:

u(x) = y(wo) yr(x) +y' (o) ya(x) + - + 5"~ (20) yu(2)

Risulta immediato verificare che:



Pertanto u, y verificano lo stesso problema di Cauchy e, per I'unicita della soluzione di un
problema di Cauchy, si ottiene che u = y ossia

y() = y(wo) y1(2) + ¢/ (o) y2(x) + - +y " (wo) yu(2)

Se y1,Y2, - ., Y sono soluzioni di un’equazione differenziale lineare omogenea di ordine n, in-
dichiamo con W la seguente matrice:

y1() ya(x) Yn(2)
yi() ya() Yn(2)
W(z) = . : : (96)
n-1 n-1 n-1
@) V@) e )
Tale matrice viene chiamata la matrice wronsckiana delle soluzioni y1,y2, ..., Yn.

Usando la matrice wronsckiana, possiamo enunciare il seguente:

Teorema Se esiste un punto xg € [a,b] tale che det W(zo) = 0, allora le soluzioni y1,ya, ..., Yn
sono linearmente dipendenti.

Dimostrazione Se det W(zg) = 0, allora esiste un vettore non nullo A = (Ag, Ag,..., A,) che
verifica il sistema lineare omogeneo W (zg) - A = 0, ossia:

S My (@) =0 j=0,1,2.....n—1
h=1

Se ora indichiamo con w la funzione:

L(u)=0
u(zo) =0
u IL’()) =0

w1V (29) = 0

Siccome la soluzione di un problema di Cauchy & unica deve quindi essere u = 0. Pertanto le
soluzioni y1, y2, . .., ¥y, sono linearmente dipendenti.

Una seconda proprieta importante della matrice wronskiana e data dal seguente fatto.
Se indichiamo con w(x) = det W (x), risulta che w verifica equazione differenziale:

w'(z) = —an_1(z)w(z) =€ la,b] (97)

Per ottenere la (97), useremo la seguente formula che esprime la derivata di un determinante.
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Derivate di un determinante Sia f(x) = det A(z) dove A & una matrice n x n i cui elementi
a; j(z) sono funzioni definite in un intervallo [a, b] ed ivi derivabili. Allora f & derivabile in [a,b] e
vale la formula .
flw) =Y det Ay x € [a,b] (98)
h=1
dove Aj, & la matrice che si ottiene sostituendo la riga h—esima della matrice A con le derivate delle
funzioni che compaiono nella riga h—esima di A, ossia:

all(x) alg(l‘) a1n($)
CL21(IE) (122(:6) . agn(l’)
Ap(z) =
M= @) du@ )
an1(z) an2(x) ... apn(x)
Applicando tale formula alla matrice wronskiana ed osservando che det Wy () =0 h=1,2,...,n—1

perche tali matrici hanno due righe uguali, si ottiene:

yi(z) y2(x) Yn ()
yi(z) ya () Yn(2)
w'(z) = det Wy, (x) = det : :
sz‘j) () yé’z‘j%x) - yﬁfz‘j’m
i@ oy (@) g (2)
Ricordiamo infine che y1,¥s, ...,y sono soluzioni dell’equazione omogenea, ossia che

n—1
y,(ln)(ac) =— Zaj(x)y,(l])(:v) h=1,2,....n
j=0

e che il determinante & una funzione lineare rispetto ad ogni singola riga, si ottiene w'(z) =
—an—1(x)w(z) ossia la (97). Ora questa equazione, se a(x) € una primitiva di a,_1(z), si puo
scrivere nel modo seguente:

0 = @) (W' () + an_1 (z) w(z)) = (ea(ac) w(;v))/

e quindi
@ w(x) = cost Y € [a,b]

Pertanto se ¢ € [a, b], possiamo scrivere:
w(z) = w(zo) @)@ g ¢ [a, b]
Possiamo pertanto concludere che vale ’alternativa:

i) ow(z) # 0 Vaz € [a,b] e questo si verifica se e solo se le soluzioni y1,¥2,...,Y, SONO
linearmente indipendenti;

ii) o w(x) =0 Vaz € [a,b] e questo si verifica se e solo se le soluzioni y1,ya,..., Y, sono
linearmente dipendenti.
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Nello studio delle equazioni differenziali di ordine n lineari ma non omogenee, sara molto utile
il seguente metodo che permette di trovare una soluzione dell’equazione considerata.

Teorema— Metodo della variazione delle costanti

Sia dunque
n—1
L(y) = y™ +Zajy(j) =f
j=0
un’equazione differenziale di ordine n lineare e siano yi, ya, . .., Y, 1 soluzioni linearmente indipen-
denti dell’equazione omogenea associata: ossia L(y,) =0 h =1,2,...,n. Supponiamo inoltre che
Ay, As, ..., A, siano n funzioni di classe C* in [a, b] che verificano il seguente sistema:
h h h
ot (2) A4 (2) + 95" (@) Ag() + - (1) A (2) = 0
(99)
(n—1) Al (n—1) Al . (n—1) Al —
yi (@) A@) +yy (2) Ay() + - Fyn (@) A() = f(2)
h=0,1,...,n—2; x € [a,b]. Allora la funzione
Z Aj(x)y;j(z) z € [a,b]
7j=1
& soluzione dell’equazione L(y) = f.
Osservazione Il sistema (99) & un sistema lineare nelle incognite A}, A5, ..., A! e la matrice
dei coefficienti € la matrice wronskiana delle soluzioni vy, ys, . .., ¥y, che sono linearmente indipen-

denti, pertanto tale matrice ha determinante sempre diverso da zero.

Dimostrazione Usando le prime n — 1 equazioni del sistema (99), si ottiene che

y P (2) =3 Aj@) (@) k=1,2,...,n -1
j=1
e quindi:
y(x) =" )y @) + Y A @) i (@)
j=1 j=1

=
S
[
M:
“?
+v
-
>
S5
+
{ngld
S
-
>
S
=
[

j=1
S 3 4 ( ™ S o yw))
; Y, Z Z
n n

=3 AV > A L) ZA Y
j=1 j=1
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Usando ora l'ultima eqazione del sistema (99), si ottiene L(y) = f.

Osserviamo infine che se y, ¥ sono due soluzioni dell’equazione L(y) = f, allora:

Lly—79)=Ly) — L) =0

e quindi esistono A, As, ..., A, numeri reali tali che
n
y-T=> Ny
j=1

ossia

y=7+> Ny

j=1
Pertanto la famiglia di funzioni
y(@) =)+ Y Nyi(z) z € [a,b] (100)
j=1
al variare di A1, Ag,..., A, € R ¢ la famiglia di tutte e sole le soluzioni dell’equazione L(y) = f e

viene chiamato l’integrale generale dell’equazione. La funzione § viene chiamata un integrale
particolare dell’equazione considerata. A parole, possiamo dunque concludere che lintegrale gen-
erale dell’equazione L(y) = f & dato dalla somma di un integrale particolare e dalla combinazione
lineare di una famiglia di n soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione omogenea asoociata.

Un caso particolarmente semplice di equazioni differenziali lineari sono le equazioni differenziali
lineari a coefficienti costanti, che ora consideremo.

3.8 Equazioni differenziali lineari a coefficienti costanti

Un’equazione differenziale lineare di ordine n viene detta a coefficienti costanti se e del tipo
n—1
Liy)=y™+> ajy? = ¢ (101)
§=0

dove i coefficienti a; sono dei numeeri reali.

In questo caso n soluzioni dell’equazione omogenea associata che servono per ottenere 'integrale
generale dell’equazione differenziale, si possono ottenere, in maniera abbastanza semplice proce-
dendo nella seguente maniera.

Consideriamo il polinimio associato all’equazione differenziale, ossia il polinomio:

n—1
PO ="+ a; NV (102)
j=0

e consideriamo I’equazione algebrica P(\) = 0.

A) Supponiamo che A = A\; € R sia una soluzione dell’equazione P()\) = 0 e che tale soluzione
abbia molteplicita r > 1, ossia supponiamo che

PA) = (A =M)"Pi(}) (103)
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dove P;(A) & un polinomio di grado n —r con P(A1) # 0. Allora le r funzioni:

Y1 (Z‘) =eM i
Yo(x) = xeM?,
(104)

yr(x) — l,rfl 6)\11’

sono soluzioni dell’equazione L(y) = 0 e sono tra di loro linearmente indipendenti.

Questa affermazione segue dal fatto che la decomposizione (103) per il polinomio associato,
implica anche una qualche decomposizione formale per I’equazione.

Definiamo infatti il prodotto tra due operatori Ly, Lo usando la composizione di funzioni,
ossia:

(L1 L2) (y) = L1 (L2(y))
e consideriamo l'operatore elementare
(D =N =y =Xy
Il prodotto fra operatori elementari € commutativo, infatti
[(D=X)-D=N]W)=D-N[y Ay =¢" =Xy = Ay —Ay) =
=y = A+ Ny + Ay =[(D=X)-(D-N)] ()

Questo fatto ha come conseguenza che la decomposizione (103) del polinomio P()) implica
la seguente decomposizione dell’equazione differenziale

L(y) = [L1- (D = X)) (y) (105)

dove L e l'operatore differenziale lineare a coefficienti costanti il cui polinomio associato &
P;. Ne segue che se (D — A\1)"(y) =0 allora L(y) = L1(0) = 0. Osserviamo infine che:

! (D —M)(y1) = (D= A)(eMT) = A e — A et =0,
Y (D= M)%(y2) = (D= M)*(@eM®) = (D= M) (M 14+ Mz — A a]) =
= (D= x)(eM?) =0,
iii) in generale
(D—=M)"(yr)=(D=M)" (2" 2N [r— 1+ Mz —\a]) =
=D -=M)""H(r=1)y—1=0.

B) Se A = A1 e A = \s sono due soluzioni reali distinte dell’equazione P(A) = 0 con molteplicita
rispettivamente 71 ed ro allora otteniamo le (r1 + 72) soluzioni seguenti che sono tutte lin-
earmente indipendenti:

yi(z) =eM” Yry 1 = €27

_ Az _ Aoz
ya(z) =2xe Yri42 = T € (106)
Yr, () = gt Yritr, = xgr2lere®
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C) Supponiamo ora che ’equazione P(A) = 0 abbia una soluzione complessa A = a+i 3. Essendo
i coefficienti di P numeri reali, allora sara soluzione dell’equazione anche il numero complesso
conuigato A = o — ¢ 8. Verifichiamo in questo caso che le due funzioni

y1(z) = e*® cos(Bx)
ya(z) = €*? sin(f z) (107)

sono due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione differenziale L(y) = 0. Osservi-
amo che 7 B ~
[(D=X)-(D=N] W) =y"—A+Ny + Ay =

=y =20y + (o’ + %)y = La(y)
Si tratta quindi di provare che Lo(y1) = La(y2) = 0. Verifichiamolo con y;. Si ha:
Y1 (z) = e*” (o cos(Bx) — B sin(Bx))
Y (z) = e*" (a® cos(Bz) — 2a B sin(Bz) — B2 cos(Bx))
Possiamo pertanto concludere che

L(y;) = e*”® [cos(ﬂx) (a2 — B2 —2a%+o? +62) +sin(fz) (—2ap+ 2045)] =0

D) Infine 'equazione P(\) = 0 puo avere una soluzione complessa a + 73 con molteplicita
r > 1. In questo caso tale soluzione genera le sguenti 2 r soluzioni dell’equazione differenziale
L(y) = 0 che sono linearmente indipendenti:

y1(x) = e** cos(f x) Yrr1 = e*% sin(S )
ya2(x) = x e cos(fx) Yrro = xe*? sin(B x)
: : (108)
yr(x) = 2"t e cos(Bx) £gT+T =12 1e*? sin(Bx)

Ovviamente questo caso con r > 1 si pu0 presentare solo se l’equazione di partenza ¢ di
ordine almeno quattro.

Concludiamo questo paragrafo enunciando, senza dimostrazione un metodo che, come vedremo
in alcuni casi, ci permettera di trovare in modo semplice una soluzione particolare di un’equazione
differenziale di ordine n a coefficienti costanti.

Metodo abbreviato per ottenere soluzioni particolari

Sia L(y) = f un’equzione differenziale lineare a coefficienti costanti del tipo (101).
a) Supponiamo che la funzione f sia del tipo
f(z) =Q(z)e™” (109)

dove @ € un polinomio in = di grado n > 0 ed @ € R & un numero fissato.
Indicando, come al solito, con P(A) il polinimio associato all’equazione differenziale, allora
vale la seguente regola:
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i) se P(a) # 0, una soluzione particolare dell’equazione differenziale non omogenea si pud
ricercare tra le funzioni del tipo:

dove R é un polinomio in z di grado n ( lo stesso grado di Q);

ii ) se P(a) =0 e « é una soluzione dell’equazione P(\) = 0 con molteplicitd r > 1, allora
una soluzione particolare dell’equazione differenziale non omogenea si pué ricercare tra
le funzioni dei tipo:

y(x) = 2" R(x) e

dove R é un polinomio in x di grado n;

b) Supponiamo che la funzione f sia del tipo:

f(@) = Q(x) e cos (Bx) (oppure Q(z)e”” sin(fx)) (110)

dove @ é un polinomio in z di gradon > 0 ed a, 8 € R sono due numeri fissati.
Vale, in questo secondo caso, la seguente regola:

i) se P(a+1i /) # 0, allora una soluzione particolare dell’equazione differenziale non omo-
genea si puo ricercare tra le funzioni dei tipo:

y(x) = Ri(x) e*”® cos (Bx) + Ra(z) e*” sin (B x)

dove R;, Ry sono due polinomi in x di grado n;

ii) se P(a+i8) =0 e a+ip & una soluzione con molteplicita r > 0 allora una soluzione
particolare dell’equazione differenziale non omogenea si pué ricercare tra le funzioni dei
tipo:

y(z) = 2" (R1(z) e*® cos (Bx) + Ra(x)e*® sin(Bx))

dove R, Ry sono ancora due polinomi in x di grado n.

3.9 Alcuni esercizi

Cerchiamo in questo paragrafo di applicare i teoremi dimostrati sulle equazioni differenziali per
risolvere qualche esercizio.

1. Risolvere il problema di Cauchy:

y”+y’—2y:xe“’
y(0) =1
y'(0) =0

Il polinomio associato all’equazione considerata & P(\) = A2+ —2 = 0 che ha come soluzioni

=EN

A2 = 9 _9

Allora due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione omogenea associata sono

yi(z) =€, ya(z) ="
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Applichiamo il metodo della variazione delle costanti per trovare una soluzione particolare.
La funzione (z) = A(x) e® + B(z)e 2 sard una soluzione dell’equazione completa se A’, B’
verificano il sistema:
Ale® + B'e 2% =0
{ Ale® —2B e 2% = xe®

Pertanto: L.
R SV P
—2T —2zT __ T !
—B'e —2B'e =zxe B:_9”63
Allora A(z) = %, mentre:
1 [* 1/te3t|" 1 [*
B(m):—f/ te3tdt:—< —f/ eStdt) =
3 Jo 3 3 1, 3Jo
__7x63x_~_i(63w_1)
9 27

Pertanto
h(z) = e ﬁ_§+i 1 e
A= \6 "9727) 927

Possiamo quindi concludere che l'integrale generale e dato da:

2
y(z) = e® (‘%g) +Ae"+Be™2® A BeR

Resta ora da determinare A, B in modo che siano verificate le condizioni iniziali. Essendo:

2
p x z z 1 —oa
el B Ae®—-2B
Y (2) 6(6 9+3 9>+ e e
deve essere:
y0)=A+B=1 : A=1-B
y(0)=-t+4a4-2B=0 "1 1-B-2B=1
Se ne ricava che 19 8
A=— B=—
27 27
Allora la soluzione del problema di Cauchy e la seguente funzione:
rz 1 1
_ xz (< = — (19¢* 8 —2x
ylx) =xe (6 9>+27( e’ +8e?7)

. Trovare una soluzione particolare dell’equazione
y'—4y +3y=a2>+2z

Il secondo membro é del tipo (109) con a = 0 e Q(x) = x? + 2z, possiamo quindi applicare
il metodo abbreviato. Siccome P(0) = 3 # 0, cerchiamo una soluzione del tipo

y(x) = Az + Ba+C
Risulta
y(x)=2Ax+B , y'(z)=2A
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e quindi
7' —47 +37=2A—-8Ax—4B+3A2>+3Bx+3C =

=3A2°+(3B-8A)z+2A—-4B+3C

Ottengo quindi che 7 é una soluzione dell’equazione completa se e solo se A, B, C' verificano

il sistema
3A=1
3B—-8A=2
2A—-4B+3C=0

e quindi si ottiene

1 1 8 14 1 /56 2 50
A:* B:* 2 — = — = - _—— = = —
3 3<+3> g + © 3<9 3) 27

Allora una soluzione é data da:

. Trovare una soluzione particolare dell’equazione
y' — 4y +3y=x¢e"

11 secondo membro é ancora del tipo (109) con o = 1 e Q(z) = =. Siccome P(1) =0e1é
una soluzione con molteplicitd uno, cerchiamo una soluzione del tipo

ylx)=x (Az+ B) e* =€ (Am2+Bx)

Risulta
7 (z)=¢" (A2 + Bz +2 Az + B)

y'(z)=¢" (Az*+ Bax+2Az+B+2Ax+ B+2A)
e quindi
Y -4y +3y=¢"[2(A—4A+3A)+2 (B+4A—4B—-8A+3B)+
+2B+2A—-4B]=¢"(—4Axz+2A—-2DB)

Ottengo quindi che ¥ é una soluzione dell’equazione completa se e solo se A, B verificano il

sistema
—4A=1
2A—-2B =0
e quindi si ottiene
1 1
A=—- B=-—-
4’ 4
Allora una soluzione é data da:
Ja) = —za(@+1)e
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4. Trovare una soluzione particolare dell’equazione
y”—?y’+y:xem

Il secondo membro é del tipo (109) con @ = 1 e Q(x) = x. Siccome P(1) = 0 e 1 é una
soluzione con molteplicita due, cerchiamo una soluzione del tipo

y(z) =2* (Az+ B) e* =" (A2’ + Ba?)

Risulta
¥(z) =e" (A2’ + Ba® +3A2° +2Bx)

7'(x)=¢" (A + Ba®>+3A2° +2Bx +3A2° +2Bx+6Ax +2B)
e quindi
7 -2y +y=¢"[2°(A—2A+A)+2® (B+6A—-6A—2B+B)+
r(4B+6A—4B)+2B] =
=e"(6Ax+2B)

Ottengo quindi che g é una soluzione dell’equazione completa se e solo se A, B verificano il

sistema
6A=1
2B=0
e quindi si ottiene
1
A=- , B=0
6
Allora una soluzione é data da: .
— _ - .3,z
y(z) = sre

Osserviamo che se per errore si fosse cercata una soluzione del tipo
y(z) =2 (Az+ B) " =¢* (A2 + Bux)
il calcolo non avrebbe dato alcun risultato. Infatti risulterebbe
7 (z) =e" (2Az+ B+ Az’ + Bx)

7'(x) =¢" (2Az+ B+ Az®> + Bx+2A+2Ax + B)

e quindi
7 -2y +y=¢"[2°(A—2A+ A)+

+2(4A+B—-4A-2B+B)+2A+B-2B]=¢"(2A— B)

Si dovrebbe avere quindi, affinché 3 fosse soluzione dell’equazione completa che 2A— B =z .
Relazione che contrasta col fatto che A, B sono costanti.
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5. Trovare una soluzione dell’equazione
1 :
Yy +y=smx

Il secondo membro é del tipo (110) con « = 0, § =1 e Q(z) = 1. Siccome Pla + i) =
P(i) = 0, cerchiamo una soluzione del tipo

y(x) = (A cosz + B sinzx)
Risulta
Yy (r) = A cosz+ B sinx +z(—Asinz + B cosx)
y'(x) = —Asinz + B cosx — Asinz + B cosz + z (—A cosz — B sinx)
e quindi
y' +y=cosz(—Az+2B+ Azx)+sinz(-Bxr —2A+ Bz)=2B cosx —2Asinz
Ottengo quindi che i é una soluzione dell’equazione completa se e solose B=0e —2A =1

. Allora una soluzione é data da:

1
y(x) = —g5 T cosw

6. Trovare una soluzione dell’equazione
y' +y =z sinz
11 secondo membro é del tipo (110) con a =08 =1 e Q(x) = x. Siccome P(i) = —1+i # 0,
cerchiamo una soluzione del tipo
y(z) = (Axz+ B) sinz + (Cz + D) cosx
Risulta
Y (z)=Asinz + (Ax + B) cosz + C cosz — (Cx + D) sinz
y'(z) =2A cosx — (Ax + B) sinz —2C sinx — (Cz + D) cosz
e quindi
¥y +y =cosx[2A-Cx—D+Ax+B+C|+sinz[-Az—B—-2C+A—-Cx— D]

Ottengo quindi che 7 é una soluzione dell’equazione completa se e solo se A, B,C', D verifi-
cano il sistema

A-C=0

2A-D+B+C=0

-A-C=1

-B-2C+A-D=0

Ora, sommando la prima e la terza equazione si ottiene —2C' = 1 e quindi C = —
A=C= —%. Infine dalla seconda e quarta equazione, ottengo:

-1-D+B-1=0 B—D:%
—B+1—%—D:0 B+D=3
Si ottiene dunque B=1e D = f% Allora una soluzione é data da:

y(z) = —lx—i—l sinx + —lx—l cos T
A 2" 2
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7. Risolvere il problema di Cauchy:

y' =2y + 2y =sinz
y(0) =0
y'(0)=1

Il polinomio associato all’equazione differenziale é P(\) = A\ — 2\ + 2 = 0 che ammette le
due soluzioni complesse 1 & ¢. Una soluzione particolare é dunque del tipo

7(z) = Asinx + B cosz

Risulta
Y () = A cosz — B sinx
y'(xr) = —Asinx — B cosw
e quindi
Y =2y +2y=sinz[-A+2B+2A] +cosz[-B—2A+2B]
Ottengo quindi che ¥ é una soluzione dell’equazione completa se e solo se A, B verificano il
sistema

2B+ A=1
B-2A=0

Ne deriva che A =1—-2B e quindi B—2+4B =0. Ossia B = % e quindi A = % Allora
una soluzione particolare é data da:

B() = = sinz + 2
r) = — six — COSXT
y 5 5

Possiamo quindi concludere che 'integrale generale dell’equazione considerata é dato dalla
fomiglia di funzioni

1 2
y(z) = = sinz + 5 cosx + Ae” sinx + Be® cosx

Osservando infine che

2
y'(z) = 5 08T — ¢ sinx +e® (Asinz+ B cosz + A cosx — B sinz)

e quindi le condizioni iniziali sono verificate se

2 1
mm:3+B: M®:5+B+A:1
Ossia B = —% eA=1+ % — % = g. Pertanto la soluzione del problema di Cauchy cercata
é data dalla funzione:
) = L ging 2 O 2
x) = - sinz+ — cosx + — € sinx — — e* coszx
V=5 5 5 5

8. Trovare una soluzione dell’equazione

y' +4y=sin’z
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Osserviamo che risulta
. 1—cos(2x)
sin“x = —

e quindi se y; € soluzione dell’equazione
1
R
Yy +4y 2
e Yy € soluzione della seconda equazione
gy = — L o
Yy +4y = ~3 cos (2x)

allora la funzione somma
y(z) =71 (x) +7a(x)

é soluzione dell’equazione differenziale iniziale.
Consideriamo dunque la prima equazione. Una soluzione particolare é del tipo 7 (z) = A,
se la costante A verifica la condozione 4 A = %, ossia se A = %.
D’altra parte una soluzione particolare della seconda equazione, essendo P(27) = 0, é del
tipo

Yo(x) =z (A cos(2x) + B sin (2x))

Risulta
Yo(z) = A cos(2z) + Bsin(2z) +x (-2 A sin(2z) +2 B cos (2z))
Yo(x) = —2Asin(2x) +2B cos (2x) — 2 A sin (2x) + 2 B cos (2z)+
+z (-4 Acos(2z) —4 B sin(2z))
e quindi

Yy + 4y, =sin (2z) [xr (—4B+4B) —4A] +cos(2z)[x (-4 A+4A)+4B|

Ottengo quindi che g, é una soluzione dell’equazione completa se e solo se A, B verificano il

sistema
{ —4A=0
1
Ne deriva quindi che
1
A=0 B=—-
’ 8
Allora una soluzione particolare dell’equazione iniziale é data da:
_ _ _ 1 1
§(z) = Th(2) + Bale) = 5 — g o sin (22)

. Trovare una soluzione dell’equazione differenziale:

1
/72 _
y 1+e*

1

Yy t+y

Il polinomio associato all’equazione é P(A) = A2 + X\ — 2 = 0 che ha le due soluzioni



Allora la funzione
7(z) = A(x) e 2% + B(z) e”

é soluzione dell’equazione se A’ e B’ sono soluzioni del sistema:
Al(z)e 2% + B'(z)e* =0

—2A'(x)e 2% + B'(r)e® = L

T+e®
Dalla prima equazione, si ricava A’ = —B’ e3? e quindi
2B e + B'e" = 1
1+e*
e quindi ,
1 e 1 e*
B =3 5e - Y0=31a

Usando ora la sostituzione e! = s ossia t = log s, ottengo

T 2¢ e® 2 1 e”®
/ e701752/ i deZ/ ° ds=
o 1+et 1 l+ss 1 L+

:/1e (1—1}r8) ds = (s —log (1 +5))|;

Ne deriva quindi che possiamo prendere

Ae) = =3 [~ log (1+ )]

t

Analogamente usando la sostituzione e™* = s ossia t = —log s, ottengo

T —t e ® 1 e ®
[ s (e

x

_:/16 <1_ 1;) ds = — (s —log (L+ )<

Ne deriva quindi che possiamo prendere

Pertanto otengo la soluzione
I 1 T x —2z 1 —x _
y(x):fg[e —log(1+e%)]e —g[e —log(1+e

10. Trovare una soluzione dell’equazione differenziale:

y' +y=tanx
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Il polinomio associato all’equazione é P(\) = A? + 1 = 0 che ha le due soluzioni A\; » = +i.
Allora la funzione
y(x) = A(x) sinx + B(x) cosx

é soluzione dell’equazione se A’ e B’ sono soluzioni del sistema:

A'(z) sinz + B'(z) cosx =0

A'(x) cosx — B'(z) sinz = tanz

Dalla prima equazione, si ricava A’ = —B’ €2£ ¢ quindi
sSinx
2
cos” .
—B —/— = — B'sinz =tanx
sinx
e quindi
.2
sin” .
B'(r) = — A'(z) = sinx
cos T
Pertanto A(z) = — cosz. Per ottenere B, osserviamo in primo luogo che
.2
sin® 1
B'(z) = — =— + cosz
cosT cos T

D’altra parte, usando la sostituzione tan (¢/2) = s ossia t = 2 arctan s, ottengo

z 9 tan (¢/2) 1 2 9 tan (¢/2) 1
L/——ﬁ:/ jﬁm——dtz—/ dt
0 cost 0 1752 ].+S2 0 5271

Usando infine la decomposizione
1 1 1
s2—1 2\s—1 s+1

tan (z/2) — 1’
tan (z/2) + 1

posso concludere che

B(z) =sinz + log

Otteniamo quindi che

tan (z/2) — 1

tan (z/2) +1| 00 T

7(x) = —sinx cosz + sinz cosz + log

tan (x/2) — 1

tan (z/2) + 1 os e

. Trovare una soluzione dell’equazione differenziale:

y//_y/_2y:x2
Il polinomio associato é P(A) = A2 — X\ — 2. Allora A = 1 +8 = 9 e quindi I'equazione
P()\) = 0 ammette le due radici distinte :

M2= 75— =19 4

1F¥3 -1
2

94



Pertanto due soluzioni linearmente indipendenti dell’equazione omogenea associata sono :

—x 2z

yi(z) =e , y2(z)=e

Volendo applicare il metodo della variazione delle costanti considero il sistema:
Al(z)e ® + B'(2)e?* =0
—Al(x)e ® +2B'(z) e?* = 22
Si ricava quindi
1 1
B'(z) == 2%e?® Al(x)=—= 22"
3 3
Integrando per parti si ottiene infine :

1/ 1 v
A(m):—f/ t2eldt = —= xQe‘T—Q/ tetdt| =
3 Jo 3 0
1

® 1
=-3 |:;E26x2xex+2/ etdt] =3 (2% e” — 2z e” +2(e” — 1)]
0

Analogamente si ottiene

1/, _ 1 x?e72%  ge2T 1 1—e2%
B(x):3/0t262tdt:3(_ 2 2 T3 2 )

Una soluzione particolare dell’equazione differenziale é data dunque dalla funzione :

1 1 1 1
7(z) = A(z) e ™ + B(x) ** =-3 (2 —2z4+2-2€e7") +6 (—xQ—x—2+262”> =

_}2_"_1 §+gfx+12x
Tt TRt T T3 12 €

Da notare che si poteva anche usare il metodo abbreviato e ottenere una soluzione particolare
con un calcolo piu semplice. Infatti se ricerchiamo una soluzione del tipo

¥(x)=A2* + Bz +C
otteniamo
y(@)=2Axz+B e y'(x)=2A4

Pertanto
7'(x) — 7 (x) —27(x) =2A—-2A2 —B—-2A2*> - 2Bx—2C

e quindi devono essere verificate le condizioni

A:—% , —2A-2B=0, 2A—-B-2C=0

e quindi

amtmelenl(anl)-

Otteniamo quindi la soluzione



3.10 Alcuni esercizi di ripasso

1. Risolvere il problema di Cauchy
2
Y = oy

y(0)=0
L’equazione considerata é a variabili separabili. Ottengo:

(2y+1) ¥ = 2® e quindi (y2—|—y)/ = 22

Ne deriva quindi che
3

y2(@) +y(e) = 5 +o

Ora, dalla condizione iniziale y(0) = 0 otteniamo che la costante deve essere zero. Risolvendo
infine rispetto a y e considerando solo la soluzione che verifica la condizione y(0) = 0, otteniamo:

1+ 323 -1

y(z) = 5
2. Trovare una soluzione dell’equazione:
y — 2y =sinx
L’equazione considerata é del primo ordine lineare. Moltiplicando entrambi i membri dell’equzione
per e 2% si ottiene:
e 2" (v (z) — 2y(x)) = (727 y(x))/ =e ?Tsing
e quindi

x
e 2 y(x) = c+/ e 2tsint dt
0

D’altra parte, integrando per parti, si ottiene:

x

x e—2t
/ e 2tsintdt = — sint
O 2

1 xT
—|—f/ e 2t costdt =
2 Jo

77/ eztsintdt>
o 2Jo

0

—2x —2t
= — siner( cost

Se ne conclude che

Otteniamo quindi che

4
mw=c81—5(2 ;

3. Risolvere il problema di Cauchy

sinz  cos x)

y" + 4y = cos(2x)
y(0) =1
y'(0) =2
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Osserviamo che una soluzione particolare dell’equazione considerata la possiamo ricercare tra le
funzioni del tipo:
y(z) =2 (A cos(2z) + B sin (2x))

Infatti risulta
Y (r) = (Acos(2z)+ Bsin(2z))+z (-2 A sin(2z) +2 B cos (2z))

y'(x) =(—4Asin(2z) +4B cos(2z)) +x (=4 A cos (2x) — 4 B sin (27))

Otteniamo infine
y'(x)+4y(x) =sin(2z) [x (—4B+4B) —4A] +cos(2z) [z (-4 A+ 4 A) + 4 B]
Pertanto ’equazione sard verificata se e solo se A, B verificano il sistema:

—4A=0
4B=1

ossia A=0e B = %. Allora l'itegrale generale é dato dalla famiglia di funzioni
y(x) = Asin(2z) + B cos (2z) + %x sin (2 x)
Essendo infine
y'(z) =2Acos(2z) —2B sin(2z) + i (sin (2x) + 2 cos (21x))

le condizioni iniziali portano alle condizioni B =1 e 2A = 2 ossia A = 1. Pertanto la soluzione
del Problema di Cauchy cercata é:

y(z) =sin (2z) + cos (2x) + i x sin (2 )
4. Trovare una soluzione dell’equazione:
y' —y=log(l+e")
Applicando il metodo della variazione delle costanti, cerchiamo una soluzione del tipo:
y(z) = A(z)e® + B(z)e ™ *

dove A, B si ricavano risolvendo il sistema:

A(x)e* 4+ B'(z)e =0

A'(z)e® — B'(x)e™® =log (1 + €%)

e quindi
B'(z) = —3¢e® log (1 +€?)

Al(z)=13e " log(1+e”)
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Usando ora la sostituzione ¢t = log s, otteniamo

T e” 1 1
/ e_tlog (1+et) dt:/ Mdsz
0 1

S

z x

log (1+35) < +/€' ds _ log(1+s) g [0
1 1 s(l+s) s 1+s

S

Possiamo quindi prendere

Analogamente, otteniamo:

/etlog(l—i—et)dt:/ log (14 s)ds =
0 1

x

T € S x
— slog (14 )¢ —/1 = slog (1) — (s~ log (1)

Possiamo quindi prendere

B(z) = f% (e” log (1 +€") — e” +log (1 + €%))

5. Trovare una soluzione dell’equazione

y//_y/_zy:erm

Il polinomio associato all’equazione differenziale ha come soluzioni A = —1 e A = 2 e quindi una
soluzione dell’equazione considerata si pud trovare tra le funzioni del tipo

y(z) =2 (Az+ B) ** = (A2 + Bz) €*”

Risulta
7(z) = (242> +2Bx+2Ax + B) **

7'(r)=(4A2> +4Bx+4Ax+2B+4Ax+2B+2A4) **
Pertanto si ottiene
7' () -y (z) —2y(z) =" [z (A4A—2A—-2A)+
+r (4B+8A—-2B—-2A—-2B)+2B+2A—- B]

Deve dunque essere 6A=1e¢e B+2A =0 e quindi A = % e B= —%. Pertanto otteniamo

6. Risolvere il problema di Cauchy:



L’equazione é a variabili separabili e quindi, con la sostituzione y(t) = s, ottengo
T (¢ y(x) d
:L_Q _ / 2y ( ) dt = / 5 S
oYy t) —1 y(0) s —1

11 1 1
2—1 2\s—-1 s+1

ottengo, usando anche la condizione iniziale y(0) = 0:

Ricordando infine che

1 _
2="1o y(z) -1
2 ylx)+1
e quindi, esplicitando rispetto a y:
( ) 1— 62 x?
T)=—>5=
Y 14 e22?

7. Risolvere il problema di Cauchy:

{ y — (sinz)y =sin (22)
y(0) = —1

COoS T

Moltiplicando per e , ottengo:
e“? (y'(z) — (sinz) y(x)) = €°°? sin (2x) = 2e°*” sinx cosx

Usando infine la sostituzione cost = s, ottengo:
xr cos T
ecosxy(a:)+e:2/ et sint costdt:f2/ e’sds =
0 1

=2 (s —¢€°)|]"" = =2 [e°®7 cosx — e°®7]
Possiamo infine concludere che
ylx) = —ee” “®% —2 cosxz + 2
8. Trovare una soluzione dell’equazione differenziale
' +3y +2y=vV1+e”

Il polinomio associato all’equazione ha come soluzioni A = —2 e A = —1 e quindi, usando il metodo
della variazione delle costanti, posso cercare una soluzione particolare del tipo

7(z) = A(x)e " + B(z) e "
Devo quindi risolvere il sistema

{ Al(x)e 2% + B'(x)e * =0
—2A'(z)e 2% — B'(x)e ™ =1+ e*

Ottengo allora A’ = —B’e® e quindi B’ = e*/1+e¥ e A/ = —e2% /1 +¢®. Infine, usando la
sostituzione e! = s ottengo

T e” 1+e”
/ ezt\/1+etdt:/ 5\/1+5d5:/ (v—1)Vvdv =
0 1 2

99



14+e”
:/ (03/2 —v1/2) dv
2

Possiamo quindi prendere

2 2
Alw) = =2 (L4 )P4 (14 )’

Analogamente

x e’ 14e®
/ et\/1+etdt:/ V1+sds = Vudv
0 1

2

Possiamo quindi prendere
2
B(x) = 3 1+ e“g)s/2
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4 MISURA ED INTEGRALE DI LEBESGUE

Questo capitolo é dedicato allo studio delle prime proprietd della misura e dell’integrale di
Lebesgue in R™.

Inizieremo tuttavia col dare alcune definizioni e concetti di base riguardanti la teoria della
misura in generale

4.1 Misure ed insiemi misurabili

Indichiamo con X un insieme e con P(X) linsieme delle parti di X ossia la famiglia di tutti i
sottoinsiemi di X. Indichiamo inoltre con [0, +o00] = [0, 00) U {400} la semiretta reale completata.

Diremo che una funzione a : P(X) — [0,00] é una misura non negativa (o una misura
esterna non negativa) se a(f) =0 e

oo o0
a(A) <Y a(By) VA, By e P(X)con AC | By (111)
h=1 h=1
La proprieté (111) che definisce una misura viene chiamata proprietd c—subadditiva. Da notare
il fatto che la (111) implica la monotonia della misura, ossia il fatto che se A C B allora a(A4) <
a(B).
Alcuni esempi interessanti di misure sono i seguenti:

a) Counting measure E la misura definita da

a(A) = cardinalitd di A = numero degli elementi di A

b) Misura di Dirach Fissato 2y € X, si chiama misura di Dirach concentrata in zg, la misura
definita da:

a(A)_{ 1 sexg€e A

0 sexp¢ A

¢) Misure é—approssimanti di Haudorff Supponimo che X = R" e §, k siano due numeri
positivi, definiamo

o0

HE(A) = inf {Z (diam(By))*, A C [j By, diam(By) < 5}

h=1 h=1

dove diam(B) = sup{|z — y|, =,y € B}.
Se 0 <& < ¢, risulta HY (A) < HF(A), VA C R". La misura

H*(A) = lim H}(A) =sup HF(A) ACR" (112)
6—0t §>0

viene chiamata la misura di Hausdorff k-dimensionale di A.
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d) Misura esterna di Lebesgue Indichiamo con @) C R™ un rettangolo n—dimensionale limi-
tato e chiuso, ossia un insieme del tipo:

Q = [al,bl] X [a27b2] X ... X [an,bn]

dove a;, b; € R, a; <b;, 1 =1,2,...,n.
Chiameremo misura di @ e la indicheremo con |Q| il numero non negativo:

n

QI =1] i —a)

=1

Allora la funzione:
£(4) = in {Z Qul, Ac Qh} (113)
h=1 h=1

viene chiamata la misura di Lebesgue o la misura esterna di Lebesgue di A.

La verifica che le funzioni di insieme sopra definite siano in effetti delle misure non negative viene
lasciata per esercizio. Per dare un’idea perd del tipo di ragionamento da seguire riportiamo la
verifica nel caso della misura di Lebesgue. Sia dunque

AcC GBh

h=1

Possiamo supporre che £(Bp,) < 400 V h € N perché altrimenti la o-subadditivitd ¢ immediata.
Usando la seconda proprietd caratteristica dell’estremo inferiore, possiamo allora V h € A/, € > 0

trovare una successione di rettamgoli { ,(Ch)}k N tale che
€

Bic Jo e Y |ol| <) +e2"
k=1 k=1

Siccome - — e
AcUscJyaey
h=1 h=1k=1
risulta della definizione (113):

LAy <y
h=

1

So|el| <X cmu +e
k=1 h=1

Pertanto la o—subadditivita della misura di Lebesgue si ottiene per € — 0.

Una proprietd elementare che uno si aspetta da una misura ”“ragionevole” é che sia additiva
su insiemi disgiunti, ossia che, se AN B =0, allora «(AU B) = a(4) + a(B).

Come vedremo anche nel seguito piu in particolare per la misura di Lebesgue, questa proprieta
non vale in generale per una coppia generica di insiemi disgiunti, ma solo se A, B stanno in una
opportuna sottofamiglia di P(X): la sottofamiglia degli insiemi misurabili.
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Seguendo la teoria della misura sviluppata dal matematico Caratheodory, noi daremo la seguente

definizione.

Definizione di misurabilita secondo Caratheodory Se « é una misura non negativa su di
un insieme X, diremo che M C X é un insieme a—misurabile se

a(A)=a(ANM)+a(A-M) YVACX (114)

Va notato che, essendo ogni misura c—subadditiva, per verificare che un insieme é a—misurabile,

basta verificare che

alAd) > a(ANM)+a(A—-M) VACX con ald) <400 (115)

Dalla (115) si ricava subito che ogni insieme M con a(M) = 0 é misurabile.
Va notato inoltre che la definizione di misurabilitd (114) equivale alla seguente richiesta:

a(BUC)=«a(B)+a(C)VBCM,VCCX-M

Noi indicheremo con M, C P(X) la famiglia degli insiemi a—misurabili.
Fondamentale nella teoria della misura é il seguente:

TEOREMA Sia « una misura non negativa su di un insieme X. Allora M, é una o—algebra
di insiemi e la misura « ristretta ad M, é o—additiva, ossia:

i) Se M € M, allora X — M € My;
ii) se {Mp},cp € una successione con My, € M, Vh € N, allora:

GMheMa; ﬁMheMQ

h=1 h=1

iii) se {Mp}),c € una successione con My € M, Yh e NeMyNM,=0 Vh#k, allora:

« (U Mh> = Z O[(Mh)
h=1 h=1
Dimostrazione

i) Questa proprietd é immediata, perché la definizione di misurabilitd é simmetrica rispetto alla

differenza, in quanto
ANX-M)=A-M

A—(X-M)=ANM

ii) a) Verifichiamo in primo luogo che se M, My € M, allora M1U My € M,. Se A € P(X),
per la misurabilita di M, si ottiene:

a(A) =a(ANM) + a(A— M)

103



e per la misurabilita di M, applicata ad A — My:
a(A) =a(ANM;)+ a((A— M) N M)+ a(A— M, — M)
ed usando ancora la misurabilitd di M; sui primi due addendi:
a(A)=a((ANM)U((A—M)NMs))+a(A— M — M) =
=a(AN(M;UM;))+ a(A— (M UM,))

Pertanto M7 U My € M,,.

b) Ora con un breve ragionamento per induzione ( farlo per esercizio), si pué verificare
subito che il risultato si pué estendere ad un numero funito di insiemi, ossia

k
se M € Mo, h=1,2,....k = |J My e M,
h=1
c¢) D’altra parte, dalle relazioni:
X —(MiNMy)= (X —M)U(X — M)

Ml—MQZMlﬁ(X—MQ)

si vede subito che l'intersezione e la differenza di insiemi misurabili é pure misurabile,
come pure l'intersezione di un numero finito qualunque di misurabili.

iii) Siaora M € M, una successione di insiemi. Supponiamo che sia in primo luogo M, NM}, = ()
se h # k. Applicando la (114) con M = My ed A = AN (M; U Ms), si ottiene:

(Aﬂ(MluMg)) (AﬂMl)—FOé(AﬂMQ)
e quindi Yk € NV:
k
(AﬂUMh> ZOLAQM}L
h=1
Usando infine la monotonia della misura, risulta:

') k
Oz(AﬂUMh> ZO&AﬂM},
h=1

h=1

e quindi, facendo tendere k — oo:

a(Aﬂ GMh> }iaAﬂMh >a<Aﬂ UMh>

h=1 h=1

Ne deriva quindi che:

h=1

a (A N fj Mh> - ia(A N M) (116)
h=1
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Usando la misurabilitd della riunione finita di misurabili si ottiene infine:

k k
al(d) =« <Aﬂ UMh> +oz<A UMh> ZZQ(AOM;,,)Jra
h=1

h=1

e per k — oo, dalla (116):

h=1

Da cui segue la misurabilitd della riunione infinita.
Se gli insiemi M}, non fossero a due a due disgiunti, basta considerare la nuova successione: M,

Mieseh>1:
h
Milz+1 = Mpi1 — U M;
j=1

per ottenere una nuova successione di insiemi ancora misurabili con M} N M, =0 se h # k

e con
oo o0
U M = U M
h=1 h=1

Corollario Una conseguenza importante del teorema precedente é la seguente proprietd che

consente di passare al limite su successioni monotone. In particolare:
i) Supponiamo che M; € M, sia una successione crescente ossia supponiamo che M), C

(117)

My 1 Vh € N, allora:
o0
a(|J My) = lim a(My)

h— o0
h=1

ii) Supponiamo che M}, € M,, sia una successione decrescente, ossia supponiamo che M1 C

M), Vh € N e supponiamo inoltre che a(M;) < +o0, allora:
(118)

a(() Ma) = Jim_a(M),)
h=1

Infatti, ponendo per semplicitd My = @, definiamo la nuova famiglia di insiemi:

M}/l:Mh_Mh—l heN

o0

U M = U M
h=1

Otteniamo che M; e Mo Vhe N, M NM; =0 seh#ke:

h=1
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Possiamo quindi concludere che:

oo ) 00 k
o0 ) = (U ) = 30 = tim > () =
h=1 h=1 h=1 h=1
k
= kl;r&;[a(Mh) —a(Mp_1)] = hrrolo a(My)

Per ottenere il secondo teorema di passaggio al limite, basta porre M, = M; — M}, ed applicare il
primo teorema di passaggio al limite alla successione M;.

4.2 Misure metriche

Supponiamo in questo paragrafo che X sia uno spazio metrico, ossia che sia definita in X una
distanza d.

Ricordiamo, per comoditd dello studente, che una distanza é una funzione d : X x X — R con
le seguenti proprieta:

i) d(z,y) > 0ed(z,y) =0+ x=y;
ii) d(z,y) =d(y,z) ¥V z,y € X;
i) d(z,y) <d(z,z)+d(z,y9V z,y,z € X.
Se X é uno spazio metrico ed a é una misura su X, diremo che o é una misura metrica se
a(AUB)=a(A)+a(B) YA,BC X, con dist(A,B) >0 (119)
dove dist(A, B) = inf{d(z,y), € A, y € B}.
Per le misure metriche vale il seguente importante:

Teorema Se « é una misura metrica su X, allora ogni insieme chiuso é a—misurabile.

Dimostrazione Sia C' C X un insieme chiuso e sia A C X un insieme con a(A4) < 4oo.
Indichiamo con

1
Cp= {xEX, dist(z,C) > h} heN

C}, é una successione crescente di insiemi ed, essendo X — C un insieme aperto, risulta:

X—C:DCh

h=1

Poniamo infine D; =Cy ese h>1, Dpy1 = Chyq — Ch.
Osserviamo che risulta:

diSt(Dg h+2, Do h) >0

. YheN 120
dlSt(D2h+1,D2}L_1) >0 ( )
Infatti se © € Dajpyo € y € Doy, risulta :
dist(z,C) < —— dist(y,C) > ——
B Y R 2h
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Fissato allora ¢ > 0 esiste z € C con

1
dist(z,z) < dist(xz,C) + ¢ < hil +e
Ne segue che
1 1 1
d@y) 2dly,2) =d=0) > 53 = 551 "= ThahsD  ©
e quindi:
. 1
dZSt(D2 h+2,D2 h) > m

Analogamente si prova la seconda delle (120).
Dalla (120) ed un semplice ragionamento per induzione, si ricava, Vk € N:

k
ZO& AﬂDQh ()L(Aﬂ UD2h> <OZ(A)<+OO
h=1

h=1
k k
ZO[AQDQ}L 1)OL<AQUD2}L 1)<O¢(A)<+OO
h=1 h=1

e quindi

Za ANDy) <2a(A) < +0
h=1

Ricordando infine che: i

U @nDy)=4Anc
h=1

dist(ANC,ANCy) >0

possiamo concludere che:

a(ANC)+a(A-C)=a(ANC) +a< [j )

k
(AmC)+a<Am UDh> + Z (AN Dp) =

h=1 h=k+1
=a(AN(CUCY)+ Y a(ANDy) <a(Ad)+ Y a(ANDy)
h=k+1 h=k+1

Si ottiene infine la misurabilitd di C', ricordando che

kli}ngc Z a(ANDy)=0
h=k+1

Osservazione 1 In uno spazio metrico (X,d), indicheremo con B la minima o—algebra che
contiene gli insiemi chiusi. Tale minima o—algebra viene chiamata la oc—algebra degli insiemi
di Borel e gli elementi di B vengono chiamati insiemi boreliani ( o di Borel).
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Ne deriva quindi che, se @ é una misura metrica in (X, d), allora B C M,,.

Osservazione 2 La misura di Lebesgue definita dalla (113), é una misura metrica in R™. Siano
infatti A, B C R™ due insiemi con dist(A4, B) = ¢ > 0 e sia @)}, una successione di rettangoli con

AUBC UQh

h=1

Noi possiamo supporre, a meno di suddividere ognuno dei rettangoli (), in un numero finito di
rettangoli pit piccoli che sia diam(Qp) < § in modo che, se un rettangolo interseca A non pud
intersecare anche B.
Se indichiamo quindi con
Ia={heN, QnnA#0}
Ig={heN, QyNB#0}
risulta IaNIg=0e
AclU @ Bc U @

hE€lA help
Si ottiene quindi
D1Qul = D7 1Qul+ D |Qul > L(A) + L(B)
h=1 h€la help
Ne segue che
L(AUB) > L(A) + L(B)

Ragionando nello stesso modo si pué verificare che anche la misura di Hausdorff k-dimensionale
definita dalla (112) é una misura metrica.

4.3 Misura di Lebesgue

Come abbiamo appena notato la misura di Lebesgue é una misura metrica su R"™ e quindi ogni
insieme boreliano é Lebesgue—misurabile.

Per brevita in seguito la famiglia degli insiemi misurabili secondo Lebesgue verra indicata con
M.

Oltre alle proprietd generali che derivano dalla teoria astratta della misura, la misura di
Lebesgue ha le seguenti proprieta:

1. Vo € R™, L({x}) = 0. Ne segue, per la proprietd o—subadditiva della misura, che ogni
insieme A C R"™ numerabile ha misura nulla.

2. Invarianza per traslazioni La misura di Lebesgue é invariante per traslazioni, ossia se
xo € R™, allora L(zg+ A) = L(A) YACR"™.

3. Se f : [a,b] =& R é una funzione non negativa ed integrabile secondo Riemann, allora il
sottografico di f:
My = {(z,y) € R*, z € [a,b], 0 <y < f(x)}

¢ un insieme misurabilie secondo Lebesgue e si ha
b
£ = [ fa)ds

108



Da notare che se ¢[0,1] — R é la funzione che usualmente viene presa come esempio di
funzione non integrabile secondo Riemann, ossia la funzione:

)= 1 sexel0,1]NQ
9@ =90 sexeclo1]-0

risulta L(M,) = 0.
4. La misura di Lebesgue é una misura di Radon, ossia ha le seguenti proprieté:

i) Se K C R™ é un insieme compatto, allora £(K) < +o0;

ii) Se € R™ é un insieme aperto, allora
L(2) =sup{L(K), K compatto K C Q}
iii) VA C R™
L(A) =1inf{L(Q), Q aperto A C 2}

5. La misura di Lebesgue é una misura regolare, ossia: VA C R", esiste M € M con A C M e

L(A) = L(M).
6. VM € M, risulta:
L(M) =sup{L(K), K compatto K C M}
7. Esistono degli insiemi che non sono Lebesgue-misurabili.

Lascieremo la dimostrazione di queste proprieta per esercizio. Ne riporteremo solo alcune per
mettere in evidenza il modo di ragionare.

4. iii) Basta osservare che nella definizione di misura di Lebesgue i rettangoli @y, si possono
scegliere aperti. Infatti, fissato € > 0, se il rettangolo @} non fosse aperto, lo posso sostituire
con un rettangolo aperto @), con Qy C @}, e |Q}| < |Qn| + 27", cosf che risulta:

o0 o0 o0
AcC U Q), = Q(insieme aperto) e L(Q2) < Z Q] < Z |Qn| + ¢
h=1 h=1 h=1
5) Basta considerare il caso £(A) < +oco. Siccome
L(A) =inf{L(Q), Q aperto A C Q}

YV h € N, posso scegliere un aperto €, tale che:

1
ACQn, L) <L(A)+ X
Possiamo inoltre supporre che la successione €}, sia decrescente ( se cosi non fosse basta
sostituire €, con ), = Q1 NN ... N Q).

Posto allora

o0
M = ﬂ O,
h=1
si ottiene un insieme Lebesgue-misurabile, essendo intersezione di aperti, con A C M e (vedi

(118)):
L(M) = lim £(Q) < L(A)

h—o0
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6) Supponiamo in primo luogo che M sia limitato e che sia M C Bp. Siccome BR—M € M,
Ve > 0 esiste un aperto Q = Q. con B — M C Qe

LQ— (Br—M))=£(Q) — L(Br—- M) <e

Poniamo K = B — Q. K essendo limitato e chiuso, é un insieme compatto. Verifichiamo
ora che:

i) K C M,

ii) M- K CQ— (Bg—M).
Infatti se # € K, allora x € Br, * ¢ Q e quindi x ¢ B — M e pertanto z € M. D’altra
partese xt € M — K, allorax € M, © ¢ K. Alloraz € Qex € Q— (Br — M). Per la ii),

segue allora che
LIM—-K)=L(M)—-L(K)<e

Se M non é limitato, ricordiamo che per la (117):

L(M) = lim L(M N Bg)

Pertanto se A < L(M), esiste R > 0 tale che £L(M N Bgr) > A e, per la prima parte della
dimostrazione, esiste un compatto K C M N Br con L(K) > A.

7) Riportiamo un esempio di insieme non misurabile secondo Lebesgue nel caso n = 1.

Consideriamo la relazione di equivalenza in R definita da:
T~y <= y—z=recQ

( dove ricordiamo che Q ¢ l'insieme dei numeri razionali ). Indichiamo con [z] la classe di
equivalenza di x, ossia:

[z]={ye R, y~a}

e osserviamo che Vo € R, [z] N (0,1) # 0. Infatti scelto r € Q con x — 1 < r < x e posto
y=ax —r,risulta y ~ x e y € (0,1). Possiamo allora costruire un insieme A prendendo da
ogni classe di equivalenza un singolo elemento che sta nell’intervallo (0,1). In altre parole
I'insieme A ha le seguenti proprieta:

—AC(O,l),
—VYyeRIz €A conx~y,

— sexy,r0 €A ,x1 # xo , allora x7 e x5 non sono equivalenti tra loro.
Verifichiamo ora che :

—ser,s € Q, r#s, allora:
r+A)N+A4)=0,

—Vz e (0,1)Ire @n[—1,1] tale che z € 7 + A,
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— se indichiamo con r;, h = 1,2,... la successione di tutti i numeri razionali contenuti
nell’intervallo [—1, 1], ossia:

{rn; h=1,2,... } =QnN[-1,1]
e poniamo:

F = (Th+A)

(@

h=1

si ha la doppia inclusione:
(0,1) c F C [-1,2]

Infatti se fosse (r + A) N (s + A) # 0, esisterebbero 2,y € A con r +2x = s+ y e quindi
y—x = s—r. Risulterebbe pertanto y ~ x in contrasto con la definizione di A. Se x € (0,1),
esistey€e Acony~zequindiz—y=r€ Q;osslaz=r+ycr+Aedr=x—ye(-1,1)
Infine se r € [-1,1] e z € A, risulta —1 <r + 2 < 2.

Supponiamo infine, ragionando per assurdo, che A sia misurabile. Risulterebbe:

L(F) = iﬁ(rh +A) = iﬁ(A) <3
h=1

h=1

e quindi deve essere £(A) =0 e quindi £(F) = 0. Questo contrasta col fatto che (0,1) C F.

4.4 Integrale di Lebesgue

Una volta definita la misura di Lebesgue, possiamo definire l'integrale di Lebesgue. 11 modo che
seguiremo é molto simile a quello usato per definire 'integrale di Riemann.

Sia M C R™ un insieme misurabile e limitato. Diremo che una funzione s : M — R é una
funzione semplice misurabile se esiste una partizione misurabile di M:

P={M;,Ms,...,M}

ossia una famiglia finita di insiemi misurabili My, h =1,2,...,k, con
k

MyN My =0se h#h e | JM,=M
h=1

tale che valga la rappresentazione:

k
s(x) = Z chom, () e M (121)
h=1
dove cp, h =1,2,...,k sono numeri reali e ¢y, € la funzione caratteristica dell’insieme M}, ossia:

1 sexe€ My,
©ny, (1‘) = 0 sex ¢ M,

Indichiamo con S la famiglia delle funzioni semplici misurabili.
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Risulta immediato verificare che S é uno spazio vettoriale di funzioni e che se s,t € S, allora
anche sVt e s At stanno in S, dove

(s Vt)(z) = max{s(x),t(z)}
(s At)(x) = min{s(x),t(x)}

E pure facile verificare che se s € S e

k K
s(@) = enpan, (2) = Y djous (x)
h=1 j=1

dove M}, e M]’ sono due pertizioni distinte di M, allora:

k K
D enl(My) = d;L(M;)
h=1 j=1
Possiamo quindi definire se s € S e

k
s(x) =Y enon, (2)
h=1

k
/M s(x)de = Z enL(Mp) (122)

h=1
Sia ora f : M — R una funzione limitata. Definiamo rispettivamente 'integrale inferiore di f e
I'integrale superiore di f le due quantita:

L(f) Z/Mf(x)deSup{/MS(w) dr;ses . s< f} (123)

L(f) = Mf(a:)dx:inf{/Mt(x)dx; tes, fgt} (124)

Diremo che f é integrabile secondo Lebesgue su M se I;(f) = I;(f) e in tal caso il valore
comune verrd indicato col simbolo [, f(x) dz.

Pertanto una funzione f : M — R limitata é integrabile se e solo se :
Ve>0ds,teScons< f<te /(t(z)fs(x))dx<5 (125)
M
In tal caso risulta dunque

/Mf(x)da:zsup{/Ms(x)dx; seS, sgf} (126)

oppure

/M £(2) dx_inf{/Mt(x) dv; teS, f gt} (127)

Se la funzione f non é limitata o se I'insieme M non é limitato, allora I'integrale si definisce in
genere come un limite. In particolare:
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i) Supponiamo che f : M — R, con M insieme misurabile e limitato, sia una funzione non
limitata e non negativa, diremo che f é integrabile in M se:

a) per ogni numero naturale h la funzione troncata:

fu(z) = min{f(x), h}

¢é integrabile in M,

b) risulta finito il limite:

lim /M In(z)dx

h—o00

Tale limite verrd indicato col simbolo [, f(z) dz.

ii) Supponiamo che f : M — R, con M insieme misurabile e limitato, sia una funzione non
limitata che pué assumere anche valori negativi, diremo che f é integrabile in M se e solo se
lo sono le due funzione: f*(z) = max{f(z),0} e f~ () = —min{f(z),0} e porremo in tal
caso:

| t@ie= [ praie- [ @

iii) Supponiamo infine che f : M — R sia una funzione definita in un insieme M misurabile e
non limitato. In tal caso porremo:

/f(gc)dac: lim fH(z)dx — lim f () dx
M

R—=+oc0 JpinBg R—=o0 JvinBR
supponendo che i due limiti a secondo membro siano finiti.

Indichiamo infine con £*(M) lo spazio delle funzione che sono integrabili su M.

E facile da verificare che £(M) é uno spazio vettoriale e che I'integrale é un funzionale lineare su

£Y(M).

Osservazione 1 Se f : [a,b] — R é una funzione limitata ed indichiamo con IR;(f) ed IR;(f)
rispettivamente gli integrali inferiore e superiore di f secondo Riemann, risulta:

IR;(f) < Ii(f) < I(f) < IRs(f)

Pertanto se una funzione limitata é integrabile secondo Riemann lo é anche secondo Lebesgue.

Osservazione 2 Se invece f : [a,+00) — R é una funzione continua, f pud essere integra-
bile in senso generalizzato secondo Riemann senza essere integrabile secondo Lebesgue. Un esmpio
é dato dalla funzione )
sin x
fz) = v € 27, +00)
x

b b cos x
+ 5 dx
27 2 xr

Infatti se b > 2, integrando per parti, si ottiene:

b .
sin x cos T
de = —
on T x

™
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Siccome

b b
1 1
/ COSQl‘dx S/ —degf
b X b X b

si ottiene che il secondo integrale nella diseguaglianza precedente ha limite finito per b — 400 e
quindi la funzione f é integrabile in senso generalizzato in [2 7, +00). D’altra parte:

(2k+1)7 k 27+
/ f+(x)dx:2/ BT g >
27 =1 /2w x
k 2j+1)m k
1 (25 2 1
> 7/ sin zdr = — Z -
j:1(2]+1)7r 2jr 7Tj:12]—|—1

e quindi f ¢ L([27,+00)).

4.5 Funzioni misurabili
Una funzione f : M — R (M € M) si dice misurabile se V ¢t € R, l'insieme :
Fit)y={xe M ; f(z)>t}

é misurabile.
Vale il seguente semplice teorema:

Teorema Sono equivalenti le seguenti affermazioni:
a) f : M — R é una funzione misurabile;

b) Vt € R linsieme Fi(t) = {x € M ; f(z) <t} € M;

c) Vt € R linsieme Fy(t) ={x € M ; f(z) <t} e M;

d) Vt € R linsieme F3(t) ={zx e M ; f(x) >t} € M.

Dimostrazione a) = b) Risulta Fy(t) = M — F(t)) e quindi Fi(t) e M VteETR;

b) = c¢) Risulta N
Rt =J R (t - ;)

h=1

e quindi Fr(t) e M VteR;
¢) = d) Risulta F5(t) = M — F»(t)) e quindi F3(t) e M Vit eETR;

d) = a) Risulta
> 1
F(t) = hszl Fs (t - h)

e quindi F(t)e M VteR.

Altre importanti proprietd delle funzioni misurabili sono date dal seguente:

Teorema Siano f,g : M — R due funzioni misurabili, allora:
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1) L’insieme
N={zecM, f(x)>g(x)}

é misurabile;

2) le funzione f + ¢ e ¢ f sono misurabili V¢ € R;

3) le funzioni f + g, f2 e f g sono misurabili;

4) se fr, : M — R (h € N') é una successione di funzioni misurabili, allora, posto
®(z) = sup{fn(x) , he N'}
U(x) =inf{fy(z) , h € N}

si ha che ® e ¥ sono funzioni misurabili;

5)se fr, : M — R (h € N) é una successione di funzioni misurabili, allora sono pure
misurabili le due funzioni

f(w) = timsup fu(x) e g(x) = liminf fi (z)

h—o0

Dimostrazione 1) Se z € N, allora f(z) > g(x) e quindi esiste r € Q con f(z) > r > g(z) e
quindi z € F(r) N Ga(r) (Usiamo le notazioni del teorema precedente) Ne deriva che

N =[] F(r)nGa(r)
reQ

Pertanto N € M.
2) Esercizio.
3) Risulta Vt € R:

{reM, f(x)+g(x) >t ={zeM, fx)>t-g(z)}
e il risultato segue da 2) e da 3). Ora se t < 0, allora
{zeM, flx)?) >t} =M
mentre se t > 0
{zeM, f@?>tt={zeM, fz) >Vi}U{z e M, f(z)<—Vt}

In ogni caso dunque, 'insieme {z € M , f(x)? > t} é misurabile. Infine per provare la misurabilit4
del prodotto, basta notare che:

fa)gla) = LD +9E@N = (o) = o(e)

ed usare la misurabilitd della somma, della differenza e del quadrato.
4) Risulta Vt € R:

{reM, ox)>t}= LJ{JEEM7 fn(z) >t}
h=1

115



{reM, ¥(z) <t} = G{xeM, fn(z) <t}
h=1

5) Prima di dimostrare questa proprietd ricordiamo la definizione di minimo e massimo limite per
una generica successione ay,.
se indichiamo con:
b, = inf{ah, h > k} (128)

¢, = sup{ap, h >k} (129)

otteniamo due successioni {b; tren € {ck}ren rispettivamente non decrescente e non crescente.
Esistono quindi i limiti:

b= lim b = sup{by, k€ N} (130)
—00

c= lim ¢ = inf{ck, k € N'} (131)
k—o0

Tali limiti vengono chiamati rispettivamente

liminfa, e limsupay

h— o0 —00
In simboli:
liminf ap, =sup inf ay (132)
h—o0 h o k>h
limsup aj, = inf sup ay, (133)
h—o0 h k>h

Del minimo e massimo limite vogliamo mettere in evidenza solo le seguenti proprieta:

i) risulta sempre
liminf a,, < limsupa,, ,
n—00 n— 00

ii) risulta

lim inf a,, = lim sup a,,
n—0oo n—oo

se e solo se la successione a,, ha limite e risulta

lim a, = liminf a, = limsupa,, ,

n—oo n— o0 n—oo
i)
limsup (—a,) = —liminf a,
n— 00 n—00
liminf (—a,) = — limsup a,
n—00 n—00

iv) se {a,} e {b,} sono due successioni, allora:

lim sup (a,, + b,) < limsup a,, + limsup b,

n—oo n— oo n— oo

liminf (a,, + b,) > liminf @, + liminf b, .

n— oo n—oo n—oo

Da notare inoltre ¢ il fatto che, se una delle due successioni {a,} o {b,} ha limite, allora
nelle diseguaglianze precedenti vale il segno di uguale.
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Dimostrazione Dimostriamo solo la prima parte della ii) nel caso in cui

a = liminfa, =limsupa, € R
n—oo n—00

Dalle definizioni risulta che, se € > 0, allora:
i) v, taleche a, < ¢, <a+e Vn >
i) 3v. tale che ap, > b, >a—¢ Vn > vl
Se ne conclude quindi che se n > max{ve ,v.}
a—e<a, <a+e¢

e quindi che

lim a, =«
n—o0

Ritornando ora alla proprietd 5) delle funzioni misurabili, basta applicare la 4) e ricordare che
f(z) = inf{on(z) , h e N}
9(x) = sup{yn(z) , h € N}

dove

on(r) =sup{fp(z) , k€N, k> h}
Yp(z) =inf{fr(z), ke N, k>h}

Notiamo in particolare che dalla proprietd 4) si ottiene che se f é una funzione misurabile, allora
sono misurabili anche le funzioni:

fH(z) = max{f(),0}

f~ () = —min{f(x),0}
|f(@)| = [ (x) + [~ (x)

Concludiamo infine il paragrafo sulle funzioni misurabili, dimostrando il seguente:

Teorema Se f : M — R é una funzione misurabile e limitata e se M é un insieme misura-
bile limitato, allora f € L£'(M).

Dimostrazione Possiamo supporre che sia f > 0 ed indichiamo con k£ una costante positiva
tale che 0 < f(x) <k Va € M. Sia h € N, poniamo

_Jk

=55 j=0,1,2...,2"

tj

Mj={zeM ,t; 1< flx)<t;} j=12,...,2"

Gli insiemi M; sono tutti misurabili, sono a due a due disgiunti e
2h
UM =m
j=1
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Consideriamo infine le due funzioni semplici:

2h

s, (z) = th_l o, ()

2h
st(x) = tioum, ()
j=1
Risulta ovviamente
sT(x) < f(x)<st(z) VzeM
inoltre

2k 2h

[ s [ si@an =300 - 1) £0n) = 3 g e ) = B

j=1 =1

Ne deriva quindi che Ve > 0, se scelgo h € N tale che

kL(M)
T <e

ottengo che
/ (sif(z) —sj, (x)) de < e
M
e quindi f € LY(M).

Da notare che le due successioni costruite nella dimostrazione precedente convergono uniformem-
nte ad f su M.

Da notare inoltre che, se f : M — R é continua in M, allora f é misurabile, infatti in tal
caso l'insieme {z € M , f(x) >t} é un insieme aperto ( relativamente ad M).

4.6 Teoremi di passaggio al limite sotto il segno di integrale

Dimostreremo in questo paragrafo i tre principali teoremi di passaggio al limite sotto il segno di
integrale presenti nella teoria di integrazione di Lebesgue. Il primo ¢ il seguente:

1. Teorema di passaggio al limite per successioni crescenti: Teorema di Beppo Levi

Sia f; : M — R una successione di funzioni misurabili e non negative tali che f;(z) < fj11(x) Vz €
M , ¥V j € N. Indichiamo con:

flz)= lim f;j(z) , zeM

Jj—o0

e supponiamo che f € L*(M). Allora:

/ f(z)dz = lim fi(z)dz (134)
M M

Jj—o0
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Dimostrazione Essendo f; < f, risulta:

Jm [ e [ @

e quindi basta provare che vale anche la disuguaglianza contraria.
Consideriamo, in primo luogo, il caso in cui l'insieme M sia limitato. Osserviamo che, dalla
definizione di integrale, risulta:

/Mf(x)dx:sup{/Ms(a:)dx; ses, sgf}

Sia dunque s € S una funzione semplice misurabile con s < f. Supponiamo che sia:

k

s(x) = Zchgth(x) , x €M
h=1

dove {M},} é una partizione di M. Scelto un numero « € (0, 1) indichiamo con:
Fi={zeM; fi(z)>as(z)}

Dalla monotonia della successione {f;} risulta che F; C F;11 V j =1,2,... ed inoltre:

o0
UQ:M
j=1

Infatti se z € M e se s(z) > 0, si ha:

lim f,(x) = f(z) > s(x) > a s(a)

Jj—o0

e quindi, per il teorema della permanenza del segno, 3 jo € N tale che f;(z) > as(z) Y j > jo
e quindi x € F; ¥V j > jo. D’altra parte, se x € M e s(z) =0, allora f;(z) > 0 = as(x) e quindi
x € F; Vje N. Ricordando infine che, se z € Fj f;(z) > a s(x), integrando su Fj, ottengo:

/ij(x)d:c > /Fj fi(z)dz > a/ s(x)dx:aichE(MhﬂFj)

F; h=1
Passando infine al limite per j7 — oo, ottengo :
k N [e'S)
1m{/jﬂ@dxzaE:%JmlawumEn:aE:%cm@m(Ufm)z
M h=1 77 j=1

j — 00
J h=1

k
= aZchE(Mh) = a/ s(z) dx

h=1 M

Facendo tendere o a uno, ottengo:

lim /M f£i(z)dz > /Ms(x) dz
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Prendendo infine ’estremo superiore al variare di s € S, s < f ottengo :

J—00

lim fi(z) dz 2/ f(z)dx
M M

Se M non fosse limitato, tenendo conto che f; > 0, risulta V. R > 0:

4lim/ fj(x)dz > lim fi(x) da:z/M ; f(z)dx

Jj—o0 Jj—o0o MNBr

e quindi si ottiene il risultato facendo tendere R all’infinito.

NOTA BENE Se non fosse f € L1(M), essendo in ogni caso f misurabile, 'integrale di f su
M sarebbe +o00 e risulterebbe in questo caso:

lim / fi(z)de = 400

Jj—o0 Jar

2. Lemma di Fatou Sia f; : M — R una successione di funzioni misurabili non negative,
allora:

/M(hrnmf (@) d < lim / £

J]—00

Dimostrazione Indichiamo con :
f(xz) =lminf f;(z) € M
j—o0

gn(z) = inf{f;(z); j > h}

La successione {gp, } verifica le ipotesi del teorema di Beppo Levi essendo una successione crescente
di funzioni non negative. Applicando tale teorema e ricordando che limy,_,~ gn(z) = f(x), ottengo:

f@yde = lim [ gy(a)da
M M

D’altra parte se j > h gn(z) < fj(z) V2 € M e quindi:

/Mgh(x)de/ij(:c)dx Vi>h

Ne deriva quindi che:
lim gn(z) dz < lim mf/ fi(z

h—o0 M Jj—o0

Da notare che nel Lemma di Fatou pué valere il minore stretto, come dimostra il seguente esempio:

fi(@) =j e xe(0,1)
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3. Teorema di Lebesgue della convergenza dominata Sia f; : M — R una successione di
funzioni misurabili. Supponiamo che esista una funzione non negativa ¢ integrabile con:

fi(z)| <glx) VzeMejeN (135)
Supponiamo inoltre che V x € M esista il limite :

f(z) = lim f;(z)

_]—)OO

[ r@yde=tim [ @ de

Dimostrazione Dalla doppia diseguaglianza:

—g(z) < fi(z) < g(z)

Allora:

ottengo che le due successioni:

uj(z) = g(x) — fi ()
vj(x) = fj(x) + g(x)

sono entrambe non negative. Applicando il Lemma di Fatou, si ottiene:
[ stz [ j@de= [ (g) - @) do <limint / (9() — f() dr =
M M M I M
:/ g(z) dx—hmsup/ fi(z
M ]*}OO

lim Sup/ fi(z)dz < f(x)dx
M M

j—o0

e quindi semplificando:

D’altra parte, sempre per il Lemma di Fatou, applicato alla seconda successione ottengo:

J—00

/M f(z)dz + /M g(x) do = /M(f(x) + g(x)) dz < liminf /M(fj(x) +g(z)) dz =

= liminf/ [i(x) dx—|—/ g(x)dx
J—00 M M
e quindi :
f(z)dr <lim inf/ fi(z)dz
M I JM

Questa diseguaglianza, insieme a quella gia ottenuta, ci permette di concludere la dimostrazione.

Consideriamo ad esempio la seguente successione di funzioni
falx)=nPz"(1—2) z€]0,1]

dove p € R é un parametro fissato.
Risulta
f(z) = ILm falx) =0 Yz €l0,1]
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D’altra parte:
fi@)=n? [na" "1 —2z)—2"] =nP2" ' [n—(n+1)a]

e quindi il punto z = 5 ¢ il punto di massimo assoluto per f, in [0, 1] e il suo valore massimo é:

n n " n nP n "
Oln:fn :Tlp 1— —
n—+1 n-+1 n—+1 n+1\n+1

Risulta quindi che

lim a, =0&p<1

n—0o0

Pertanto la convergenza di f, a zero é uniforme se e solo se p < 1. D’altra parte, da un calcolo
diretto si ha:

1 1p R » 1 1 n¥
/Ofn(z)dx:/o n (‘T -7 )dl‘zﬂ (n+1_n+2>:(n+1)(n+2)

1
lim fal@)de =0 & p<2

n—roo 0

e quindi

Pertanto vale il teorema di passaggio al limite sotto il segno di integrale se e solo se p < 2.
Osserviamo infine che

O fn
];7@ =pnPla"(1 —x) +nP " logz(l —2) =nP L 2" [p —n logz](1 — )
n
Pertanto il volore massimo di f,(x) al variare di n ( pensando ad x fissato) si ottiene per n = —2

log x
e il valore massimo é dato da

1—=x
(—log )

_N\P
o) = (s ) av/os (o) = e v e o)

Risulta quindi
fo(z) <g(z) Y2el0,1)

Siccome
. —logx
lim =
z—1- 1 —=x

la funzione g risulta integrabile in [0,1) se e solo se p — 1 < 1 ossia p < 2.
Ossia f, ha una funzione dominante integrabile se e solo se p < 2.

4.7  Alcune conseguenze dei teoremi di passaggio al limite

Alcune conseguenze dei teoremi di passaggio al limite sotto il segno di integrale sono le seguenti.

i) Se f; : M — R é una successione di funzioni misurabili non negative allora:

/M ifj(w) dm:z/ij(x)dx
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ii)

iii)

iv)

vi)

Se f : M — R é una funzione misurabile non negativa ed {M}} é una partizione misurabile

di M, allora:
fl@)de =
/ Z Mh

Se f : M — R é una funzione misurabile non negativa ed {M},} é una successione crescente
di insiemi misurabili con

M= M,
h=1
allora:
f )dz = lim / f(z
h—o0

Se f : M — R é una funzione misurabile non negativa ed { M}, } é una successione decrescente
di sottoinsiemi misurabili di M. Se indichiamo con

o0
F = ﬂ M,
h=1

e supponiamo che f sia integrabile su M, allora:

/F f(z)de = lim /Mh’ f(x)dw

Se f; : M — R ¢ una successione di funzioni misurabili non negative con fj11 < f; V j e se
f1 é integrabile su M, allora:

/M (jlggo fite ) = 31520/ fil=

Assoluta continuita dell’integrale Se f € £'(M), allora:
Ve>030. >0 tale che se F C M e L(F) < d. allora / |f(x)|dzx < e
F

Dimostrazione Possiamo supporre che sia f > 0. Se f é limitata ( ossia se 0 < f(z) < k),
allora si ha:

/ fz)dx <k L(F)

e quindi basta scegliere §, = £. D’altra parte se f non é limitata, posto f5(z) = min{f(x), h}

si ha
/ f(z)dz = lim / fr(x) dx
M h—oo Jar
e quindi, fissato € > 0 3 h = h(e) tale che:

[ (@ = st ae < 5
M
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vii)

Allora
[ t@rdn = [ @)~ e do+ [ futayan <
< /M(f(a:) — fn(x))dr + /F fr(z)de < g + h L(F)
e quindi basta scegliere in questo caso . = 57 .

Funzione non negativa con integrale nullo Sia f : M — R una funzione misurabile non
negativa e tale che [, f(z)dx = 0 Allora posto:

P={zeM; f(z)>0}

risulta che L(P) = 0.
Infatti indicato con:

1
Ph{xEM; f(:z:)>h}
ottengo una successione crescente di insiemi con
P=|JP
h=1

Inoltre: )

—L(P) < f(m)dxg/ fl@)dz =0

h Py M
Allora L(P,) =0V h e quindi anche L(P) = 0.

Enunceremo brevemente il fatto che £({z € M ; f(x) >0}) = 0 dicendo che f(z) = 0
per quasi ogni x € M ( o quasi ovunque in M).

Pit in generale se P(z) é una affermazione relativa ad una variabile z € M, diremo che P(x)
vale quasi ovunque o per quasi ogni x € M, se I'insieme

X={xeM , P(x) é falsa}

ha misura nulla (£(X) = 0).

Concludiamo il paragrafo col seguente esercizio:

Esercizio Se f € £L}(M) allora f é misurabile.

Dimostrazione Supponiamo f limitata ed M di misura finita. Dalla definizione di funzione inte-
grabile, posso trovare due successioni di funzioni semplici sy, t; con s, crescente e t, decrescente
tali che sp(x) < f(z) <tp(x) Vaxe Me

/M (th(z) — sp(x)) de < %

Indichiamo ora con

s(z) = hli—>H:>lo sp(x)
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t(z) = lim tp(x)

Risulta allora s(z) < f(z) < t(z) e

/ (t(z) — s(x)) dx = lim (th(z) — sp(x)) de =0
M

oM
Pertanto possiamo trovare un insieme misurabile X con £(X) = 0 tale che
s(x)=f(x)=t(z) Ve eM-X
Allora
{reM, fle)>t}={zeM, s(z)y>t}N(M-X)UXnNn{zeM, f(x)>t}) =M UM

ed M; é misurabile perché s é misurabile ed M5 é pure misurabile come sottoinsieme di un insieme
di misura zero.

4.8 Formula di riduzione per un integrale multiplo

Indicheremo in questo paragrafo la variabilex € R™ conx = (y,z) cony € R™ (m € N, 0 <m < n)
ez€E€R"™™. Se ACR"™ ey € R™, indicheremo con

AV ={2eR"™™, (y,2) € A}

Siccome useremo la misura di Lebesgue in spazi di dimensione diversa, per maggior chiarezza in-
dicheremo con L, la misura di Lebesgue nello spazio R®. Cominciamo col provare il seguente:

Teorema Sia M C R™ un insieme misurabile e limitato. Allora la funzione:

fy)=Ln-m (MY) yeR™

é una funzione integrabile su R™ e risulta:

fly)dy = Ln(M) (136)
Rm

Dimostrazione Faremo la dimostrazione per passi successivi.

a) Passo 1 Se = Q = [a1,b1] X [ag,b2] X ... X [an, by] é un rettangolo, allora il teorema é vero.
Infatti in questo caso

MY = QY = [@m41, bmga] X oo X [an, bn]  se y € [a1,01] X ... X [am, by
0 sey & [a,b1] X ... X [am, bm]

La formula (136) si mantiene pure vera se
k
M=J@;=P
j=1

é un purirettangolo, ossia la riunione di un numero finito di rettangoli chiusi con int Q; N
intQ; =0, i # j ( dove con int @ indichiamo I'insieme dei punti interni a Q).
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b) Passo 2 La formula (136) é vera se M = Q é un aperto limitato. Infatti in questo caso si
pud trovare una successione crescente di plurirettangoli Pj, con

o0
0= U P,
h=1
Siccome
oo
O =|JP Vyer"
h=1
si ottiene:

Lo (V) dy = Lom (U Pg) dy =
Rm

R™ h=1

= lim Ly—m (PY) dy= lim L, (P,) = L(Q)
h—oo Jpm h— o0

In maniera del tutto simile, si prova che la formula (136), vale se I'insieme M = K é un insieme
compatto. Basta osservare che in questo caso si pué trovare una successione decrescente di
aperti limitati € con

o
h=1

¢) Passo 3 Supponiamo che M sia un insieme misurabile limitato qualunque. Possiamo trovare
allora una successione crescente di compatti Kj; ed una successione decrescente di aperti
limitati €2, con
K,CcMcCQy, Yhe N

lim L,(Kp) = lim L£,(Q) = L(M)

h—o0 h—o0

Se indichiamo, per semplicita, con:
In(y) = En—m(K}?i)
gn(y) = En—m(QZ}lL)

risulta:
) < fly) <gnly) VyeR™

/ . (gh(y) - fh(y)) dy = En(Qh) — ﬁ(Kh) —0 se h— o0

Ne consegue quindi che f € L}(R™) e

fly)dy = lim fuly) dy = L, (M)

Rm X JRm

Possiamo ora enunciare il teorema che sara lo strumento principale che ci permettera di calco-
lare integrali multipli.

Teorema di Fubini o Formula di riduzione Sia f : M — R una funzione integrabile su
M insieme misurabile. Allora:
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i) per quasi ogni y € R™, la funzione f(y,-) € L*(MY),
ii) la funzione

9(y) = f(y,z)d=
My

é integrabile in R™ e risulta:

| sy [ faas (137)

Dimostrazione Basta considerare il caso che f sia limitata ed M sia pure limitato.
Osserviamo in primo luogo che se f = s é una funzione semplice misurabile, allora la (137) é
vera. Infatti se supponiamo

k
f(x) = s(x) = ZCJ#’MJ- (z)

si ottiene ricordando la (136):
k

k
A{s(x)dm:;cjcn(Mj):;cj/ Lo (M) dy =

RmM

k
[ S etnon) a= [ ( / s(y,z>dz) dy
m \ i3 m My

D’altra parte, se f € L1(M), esiste una successione crescente di funzioni semplici misurabili sy,
ed una successione descrescente di funzione semplici misurabili ¢, tali che

sh(yaz) < f(y,z) < th(y72)

hlim (th(z) — sp(x))dz =0
—o0 s

Indichiamo per semplicitd con

en(y) = /My sn(y,z) dz

o) = [ )iz

€ con
py) = lim on(y)
— 00

d(y) = lim ¢n(y)

Le funzione ¢ e v sono funzioni misurabili su R™ con ¢ < 9 e

| 0w o= tm [ @) - enw)dy = lim [ (tnfz) (@) do =0

h—o00 Rm h—o00 M
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Esiste dunque un insieme misurabile X C R™ con £,,(X) = 0 tale che ¥(y) = ¢(y) Yy € R™—X.
Pertanto se y € R™ — X la funzione f(y,-) sta tra le due funzioni semplici s (y,-) e tx(y, ) con

/M (th(y,2) — snly,z)) dz = ¥n(y) — en(y) = 0se h — oo
Pertanto f(y,-) € LY(MY) e

f(y,z)dz = lim sn(y,z)dz = lim trh(y, z) dz
My

h—oo Jpry h—oo [y
Ne consegue che la funzione

9(y) = [y, 2)dz
My

¢ misurabile su R™ e

/ g(y)dy = lim (/ sn(y, 2) dz) dy = lim sh(x) da::/ f(z)dx
m h—oo Jpm My h—oo Jpr M

Scriviamo infine la formula di riduzione generale (137) in alcuni casi particolari che useremo
nelle applicazioni.

Teorema ( Formula di riduzione per un integrale doppio su un dominio normale
rispetto all’asse y) Se

M = {(z,y) € R?, = € [a,b], a(z) <y < B(z)}

dove «, B : [a,b] — R sono due funzioni continue con a(x) < B(x) ¥V = € [a,b] esia f : M - R
una funzione continua, allora dalla (137) si ottiene la seguente formula:

faydedy= [ ([ fedy) do (138)
/], [

(Diremo in questo caso che I'insieme M & normale rispetto all’asse y).
Analoga alla formula (138) ¢ la seguente formula che si ottiene scambiando z con y:

Teorema ( Formula di riduzione per un integrale doppio su un dominio normale
rispetto all’asse z) Sia

M={(z,y) e R*, ye[a,b], aly) <z <py)}

dove @, B : [a,b] — R sono due funzioni continue con a(y) < B(y) e se f : M — R sia una
funzione continua, allora:

[ teieay= [ ([ rpar) ay (139)
/1, L,

In modo simile, si puo domostrare la seguente formula di riduzione piu generale:

Teorema ( Formula di riduzione per un integrale multiplo) Sia

M={(z,y) e R", z€ A, a(z) <y <B(x)}
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dove A C R"! ¢ un insieme misurabile limitato e chiuso ed a, 3 : A — R sono due funzioni
continue con a(z) < B(x) Vx € Aesia f : M — R una funzione continua, allora vale la seguente

formula: s
/ [ ) dedy - /A < / X dy) da (140)

Concludiamo questo paragrafo, con alcuni esempi.

1. Calcolare l'integrale

f %

dove D ¢ il triangolo di vertici (0,0), (1, (1 1)

A

Il domnio D é normale rispetto all’asse y e risulta
D={(z,y) €R*, 2€0,1], 0<y<x}

Ne deriva quindi, dalla formula di riduzione

it ([ e £ (et o)
:/le(ac—log(l—i—x))dm:

D’altra parte, integrando per parti, si ottiene

W =

1
—/ x log (1 + z) dx
0

1 1 2
1
—*/ a dx =

o 2Jo 1+=x

1 e 1 1 1/1
=—log2— - —1+——|)der==-log2—=-|-—1+1log2| =-

2og 2/()(9: +1+>x 2og 2<2 +0g>

1

Pertanto L1
ry
dedy=-—- =
//D1+y$y 3 4 12

1 2
/ xlog (1+z)dx = % log (1 + x)
0
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2. Calcolare I'integrale

/ / xdx dy
D
dove

D={(z,y) € B> 2> +y* <4, x>0}
Il dominio é normale rispetto all’asse y e risulta:

D={(z,y) € R* ,2€0,2], —V4—22<y<\V4—2?}
Possiamo dunque scrivere:

J[ waoiy= [z ( [

2 1 s
dy da:=2/ V4 —r2de=—-2- (4—2%)2
Via® 0 3

3. Calcolare il volume di una sfera.

Siccome la semisfera superiore ( di raggio R e centro l'origine ) é il grafico della funzione

flz,y) =

R2 — 22 — 42

dalla definizione di integrale, risulta che il volume V' della sfera é dato dall’integrale
V=2 // VR — 22 —y2dxdy
D
dove

D={(z,y) € R* ,a* +y* < R*}
Risulta dunque dalla formula di riduzione:

R [ E=2?
V:2/ / VR —x2—y2dy | dx
r \J-vEr=®

Fissato ora x € [—R, R] , nell’integrale pit interno, consideriamo la sostituzione

y=+vR2—2z2sint

Risulta allora, dalla formula di integrazione per sostituzione per integrali di funzioni di una
sola variabile:

/\/W

\/RQfonydy:(szxz)/2
Ny -

jus

V1 —sin?t costdt =

us
2

[ME]

2

1+cos2t
Ne possiamo concludere che

—dt =
2

:(RQ_ﬁ)/ﬂcosztdt:(R2—$2)/

B

e
5(R2 _1,2)

R 3
V:w/ (R? —2®)dr =7 <R22R—2R
-R
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4. Calcolare l'integrale

// zy? d dy

dove D ¢é il cerchio di centro il punto (1,0) e raggio 1. Osserviamo che il dominio D pud
essere scritto come:

D={(zy) eR?, (x-1)°+¢> <1}
ed é normale sia rispetto all’asse = che rispetto all’asse y. Scrivendo D nella forma
D={(z,y) €R*, 2€10,2], —\/1—(z—-1)2<y<+1—(zx—1)2}

possiamo ridurre 'integrale nel seguente modo:

//nyzdxdy:/: </jﬁxzﬁdy> dac:;/;x( 1—(x—1)2>3dg:

(z—1)2
Usando infine la sostituzione x — 1 = sin ¢ si ottiene

2 3 2 _ 5t 5
// xyzdxdy:*/ (1+sint) costtdt = = | —<

5

El
+ / cos‘%dt]
-3
Ricordando infine che

2
1 2t 1 1 4t
cos t = (cos? t)? = (4—“;8()) =1 <1 +2 cos (2t) + +COS()> =

us
2

2
1

i (g +2 cos (2t) + COS(“))

2

si ottiene che:

si ottiene che

5. Calcolare 'integrale

// T2 vy

dove D é il triangolo di vertici (0,0), (1,1),(2,0) Considerando D normale rispetto all’asse
x, ossia scrivendo

D={(z,y)eR*, yel0,1], y<z<2-y}
abbiamo la seguente formula di riduzione:

[ vgiear= [ ([ zpa)a=t [ (C32 )

1+y?

2—-2y
= dy = 2 arctan log (1 + 7,,10 2
/O e W= y —log (1+ 32|, g
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4.9 Formula di cambiamento di variabile nell’integrale multiplo

Anche nel caso dell’integrale multiplo vale una formula di integrazione per sostituzione che estende
quella che conosciamo per l'integrale di funzioni di una sola variabile, ma nel caso di piu variabili
la dimostrazione risulta molto piu complicata.

Cominceremo col considerare il caso in cui il cambiamento di variabile sia dato da un’applicazione
lineare. In questo caso, vale il seguente:

Teorema (Caso lineare) Sia L : R™ — R™ un’applicazione lineare non singolare (cioé
iniettiva e suriettiva) ed E C R™ un insieme limitato. Allora E' € M se e solo se L(E) € M e vale

la seguente formula:
L(L(E)) = |detJ| L(E) (141)

dove Ji, & la matrice jacobiana di L (vedi (65)).

Dimostrazione Ricordiamo che, dalla definizione di matrice jacobiana, nel caso di funzioni lin-
eari, risulta: L(z) = Jr - « dove il prodotto si intende prodotto riga per colonna della matrice
n x n Jg, e della matrice n x 1 ( vettore colonna ) x.

Verifichiamo, in primo luogo, che la formula (141) vale nel caso che la funzione lineare L sia
particolare.

Primo caso ( Caso diagonale) Supponiamo che la matrice Jy, sia diagonale, ossia:

dy 0 0 1o
T2

L(z) = (dyz1,da 22, ..., dy ) = 0 dy 0
0 0 d,, .

Allora se I = [ay,b1) X [ag,b2) X -+ X [an, by), risulta :
L) =114 —ap)l = { [T1dsl | | [T —as) | = ldet Jo| £(T)
j=1 j=1 j=1
Tale formula si estende poi ai plurintervalli e agli insiemi misurabili e limitati.

Secondo caso (Matrici semplice) Chiameremo semplici matrici di due tipi diversi:

Tipo 1 Siano h, k € {1,2,...,n} con h # k, indichiamo con J}(le) la matrice n X n che si
ottiene dalla matrice identita scambiando le due colonne di posto i e k. Ad esempio:

0 1 -0
1 1 0 --- 0
J1( 2) = ..
0 0 --- 1
Risulta ovviamente det J}(le? = —1 e, se poniamo L = Lg},ﬂ(x) = J}(le) -x, risulta yp, = g, yp =

ZTh,ey; =x; Vi #h, k. Pertantose L = L;Ll,i la (141) vale. Osserviamo infine che se J ¢ una
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generica matrice n X n di elementi a; ;, allora J - J, ,(Zlk) ¢ la matrice che si ottiene dalla matrice
J scambiando le due colonne di ordine h e k. Vediamolo per esempio nel caso h =1, k = 2:

a11 Q12 -+ Qin 0 1 -+ 0
as 1 a2 a9 1 0 0
JJia= "o =
An1 QApo - Qupnp 0 0 1
ai2 @11 aiz -+ QAin
_ 22 G21 Q23 - A2q
ap2 Aap1 an 3 Ann

Tipo 2 Siano h, k € {1,2,...,n} con h # k e sia ¢ € R, indichiamo con J,(fk) = J,(fk) (¢) la
matrice n X n i cui elementi sono dati da

ankr =c¢, a;;=20;; se (i,7)# (h,k)

Ad esempio
1 ¢ -+ 0
2 o 1 -~ 0
J1(2):
0o 0 --- 1

Risulta detJ,(fk) =1 e, ragionando per semplicita nel caso che abbiamo considerato, se poni-
amo y = L) (z) = J1(22) -z, risulta:

Y1 =21+ Ccx2
Y2 = T2

Yn = Tn

Pertanto se I = [ay,by) X [ag,ba) X - -+ X [an, by), visulta L) (I) = A x [ag,bs) X - -+ X [an, by)
dove A & il sottoinsieme di R? indicato in figura:

A

Y2

by

ag

a1 + cas b1 +cas Y1
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Ne deriva quindi che

n

LLAD) = La(A) - | [T —ay) | = L)

Jj=3

Osserviamo infine che se J ¢ una generica matricie n x n di elementi a; ;, allora risulta:

all a12 “ e a’ln 1 C .« .. O
@ | a1 a2 -+ azn o 1 - 0] _
Jodiy =T o =
an 1 ap 2 npn 0 0 ]_
a11 aiic+aiz aisz -+ Qip
_ az1 azi1c+agz agsz -+ A2n
an 1 anlc+an2 an3 Ann
1 C .« .. O all a12 P a]n
(2) B O 1 e O a1 as 9 e aon _
J12 .J_ .« e : -
0 0 -~ 1 an1 An2 - Qnn
a11+caiz aiz2+caze -+ a1p+Cazn
_ az1 a21 azn
Gpn 1 Qp 2 Gpn

Risulta pertanto che det(J - J:g)) = det(]l(? - J) = det J. Osserviamo inoltre che la matrice

J, ,(LQ,C) (—c) & l'inversa della matrice Jﬁg (c).

Caso generale Se L ¢ una generica funzione lineare, allora esistono un numero finito di matrici
semplici del tipo uno o due: Jy, Jo, ..., Jp € Ji, J5, ..., J}, tali che vale la decomposizione:

JoJhe o de e Jiedy. . o Jy=D (142)

dove D e una matrice diagonale.
Per semplicita, verifichiamo questo fatto nel caso n = 3. Risulta:

ari1 airz2 a13
Jrp-Jiea=| a21 a2 a3
azi1 asz2 ass

OO =
SO = O
_ O O
Il

@11 Gi1C+aiz ars
= G21 G21C+ a2 G23
a1 agic+age ass

Scegliendo quindi
@

ai1
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risulta:
ai1 0 a3

/
Jp-Ji2=| a1 aj5 ass
/
aszi1 GQzo G33
Stiamo supponendo ovviamente che sia a;1 # 0. Se questo non fosse, dovremmo prima fare uno
scambio di colonne, in modo che cio avvenga.
Proseguendo, si ottiene:

a1 0 ais 1 0 ¢
!
(Jp-Ji2)-Jiz=| as1 a4y ass 01 0 |=
!
azip Qazo G333 0 0 1
a1 0 a116+a13
!
= | a21 as5 azi1Cc+ass
!
31 G359 G31C+ass
Scegliendo ora
__as
aii
risulta:
ai1 O O
/ /
(Jp-Ji2)-Jis=| az1 a5, ajs
/ !
a1 Qzp 0Gss
Infine :
a1 0 0 1 0 0
/ !
(Jr - Ji2) - Jis) - Jaz = a1 Qg9 Qg3 01 ¢ =
/ !
az1 a3 a33 0 01
ai1 0 0
! / A
= | a21 a39 aGzyC+ass
! ! !
a31 G3zg G39C+azg
Scegliendo ora
a/
o= 23
as o
risulta:
a1 0 0

li
(Jp-J12)-Ji3]-Jaz=A=| a21 az, O
/ "
azi1 Gzg 0azg
Quest’ultima scelta si puo fare se ah 5 # 0. Se questo non fosse, dovremmo prima fare uno scambio
di colonne, in modo che cio avvenga.
D’altra parte

1 00 a1 O 0 a1 0 0
Jo1 A= ¢ 1 0 a1 ah, 0 =| aj1ct+azr aby O
0 0 1 asi aéQ CLg3 as1 agg ag3
e quindi sec:%:
a1 0 0
J21-A: 0 a,'22 0

! 12
aszi Qzg Az
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Possiamo quindi concludere, con opportune scelte di ¢ che

a1 0 0
Jgg'[J31'(J21'A)}= 0 a'22 0 =D
0 0 af,
Dalla decomposozione (142), si ricava che
Jp=J7 gyt et gy gt (143)

Ricondando i passi uno e due e le osservazioni fatte sulle matrici semplici, possiamo concludere
che vale la formula (141).

Per estendere la formula (141) al caso di cambiamenti di variabile pitt generali dobbiamo dare
una definizione precisa di cio che intenderemo con cambiamento di variabile.

Siano A, B C R" due insiemi aperti ¢ ® : A — B una data funzione. Diremo che ® ¢ un
diffeomorfismo tra A e B se:

i) ® & una corrispondenza biunivoca tra A e B, ossia ® ¢ iniettiva e suriettiva;
ii) @ € C1(A) e @1 € CL(B).
Molto importante per la dimostrazione della formula del cambiamento di variabili & il seguente:

LEMMA Siano A, B C R" due insiemi aperti, ® : A — B un diffeomorfismo ed U C A un
aperto limitato con U C A. Allora Vo > 0 3rg > 0 tale che se g € U e 0 < r < rg, risulta:

®(Qr(w0)) C F (Qr(140)(w0)) (144)
dove abbiamo indicato con Q,(zp) il quadrato n—dimensionale chiuso di centro z¢ e lato 2r, ossia
Qr(z0) = [xo1 — 1,01 + 7] X [Xo2 — 7, To2 + 7] X ... X [Xon — 7, Topn + 7]

ed F' : R™ — R"™ ¢ la trasformazione affine:
F(z) = ®(z0) + Ja(z0) - (¢ — z0)

Dimostrazione Sia d = dist(U,dA). Siccome U C A, risulta d > 0. Pertanto se poniamo
— d
K = {x € A, dist(z,U) < 2}

otteniamo un insieme compatto K con U C K C A. Essendo ® una funzione continua risulta pure
che ®(K) C B & un insieme compatto. Possiamo trovare quindi una costante M > 0 tale che
[Jo-1(y)| < M Vy € O(K) (145)

Ricordiamo che se J = {a;;} & una matrice n x n, allora

Essendo ® € C(A), le funzioni gf’ sono continue in A e quindi uniformemente continue in K.

J

Fissato quindi o > 0, possiamo trovare una costante ro = ro(co) > 0 tale che
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d
ro € (07 m) (146)
|Ja (") — Ja(2")| < ML\/ﬁ V', 2" € K, con |2/ — 2| < ro (147)

Sia ora zg € U. Siccome ¢ ¢ un diffeomorfismo, det Jp(zo) # 0 e quindi 'applicazione lineare
L(z) = Jg(z0) - « & invertibile e L™ (y) = Jp-1(yo) - y dove yo = ®(xp). Ne deriva quindi dalla
(145) e ricordando anche la stima (67) che, se z/, =/ € R™:

" — 2" = |[L7 (L(z" — 2"))| = [Jp-1(yo) - (L(z’ —&"))| < M|L(a" — ") (148)
Supponiamo ora che y € <I>(Q7 (w0)) con 7 € (0,70) e cerchiamo di provare che y € F(Qy(140)(20)).
Usando le notazioni z = ®~1(y) e T = F~1(y), si ha F(Z) = y = ®(x) e quindi per la (148):

[z =7 < M|L(z —7)| = M|F(2) - F(T)| =

= M|F(z) — ®(x)| = M|®(z0) — ®(z) + Ja(z0) - (x — x0)|

Osserviamo infine che 2 € Q,(z0) C B, /z(zo) C K in quanto 29 € U e r/n < d/2. Pertanto il
segmento congiungente x con xg € tutto contenuto in K. Possimo ora scrivere, per ogni componente
(I)il

@i(x)_q)i(xo):/o %(‘I’i(xo+t(x—xo))) dt:Z/O gi’(

(x — o)) (xj — w0 ) dt

Pertanto risulta )
O(x) — D(zg) = /0 (Jo(zo +t(z —x0)) - (x —x0)) dt

Possiamo quindi concludere che

|z — 7| < M'/O (Jo(xo +t(x —x0)) — Jo(x0)) - (x — x0) dt| < M |z —zo| < o7

o
M/n
Possiamo pertanto concludere Vi = 1,2,...,n che

[Zi — x4 <|Ti — x| + |xs —xoi| <or+r=r(l+o0)
Ossia che y = F(7) € F(Qy(140)(z0))-

Siamo ora in grado di dimostrare la seguente:

Proposizione Siano A, B C R"™ due insiemi aperti, & : A — B un diffeomorfismo ed C' C A un
insieme limitato e chiuso. Allora vale la diseguaglianza:

) < [ Vala) da (149
c
Dimostrazione Ricordiamo che, dalla definizione di misura di Lebesgue (vedi (113), risulta che:

L(C) = inf{L(P), P plurintervallo chiuso con C C P C A}
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Osserviamo ora che risulta pure:
L(C) =inf{L(P"), PPeP', CcP} (150)

dove P’ & la famiglia dei plurintervalli che sono riunione di un numero finito di intervalli n—
dimensionali chiusi, ognuno dei quali ¢ prodotto di n intervalli unidimensionali i cui estremi sono
numeri diadici. Ossia, indicato con

h
D:{Qk, he 2z, ke/\/}

si ha che
N
PeP« P=JI
dove I} = I' & un intervallo del tipo:

I’:[al,bl]x[ag,bQ]x---x[an,bn] con a;, b e D Vi=12,...,n

La dimostrazione di (150) viene lasciata per esercizio.

Cominciamo dunque a dimostrare la (149) nel caso che C' = P’ € P’ sia un plurintervallo
contenuto in A. Siccome P’ & un compatto e P/ C A, possiamo trovare un aperto U con P’ C U C
U C A e applicare il Lemma. Fissato dunque o > 0 sia ry = ro(c’) > 0 la costante con le proprieta
indicate dal Lemma. Possiamo infine scegliere r € (0,7¢) tale che:

i)y Va', 2" € P con |2/ —2"| <7

|det Jo(z') — det Jo(2")] < o (151)
il) 3x1,x9,...,2n € P’ tali che
N o
P = UQ (zj) con Q, ()N Q, (x;) =0 sei#j
j=1

dalle (144) e (141) si ottiene:

E( S Z QT m] S Z Qr 1+0) (xj))) =

= Z |det Jo(z;)| 2" " (1+0)" =(1+0)" Z/ |det Jo(x;)| dx <

j=1 ()

(14o0)" Z/

\det T (2;) — det Jo(2)] do + (1+ 0)" Z/ \det Jo ()| dz <

r(xj)

7(551)
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o(l+0)"m(P)+ (1+0o)" . |det Jo(z)| dz

Infine se o — 0, si ottiene

L®P)) < | |det Jo(2)| da (152)
-

Per ottenere la (149) nel caso generale, basta osservare che é possibile trovare un successione
decrescente P € P/ con C' C Py e

—_ / = —_ 1 /:
L‘(C Q1Ph> L£(C) = lim L(P;) =0

e quindi

L@(C) < lim £(@(F) = lm [ |det Ja(x) dx:/c|deth>(x)| do

h—o00 P/

Proposizione Siano A, B C R"™ due insiemi aperti, ® : A — B un diffeomorfismo ed £ C A
un insieme limitato e chiuso. Indichiamo con D = ®(F) C B. Allorase f : D — R ¢ una funzione
continua non negativa, risulta:

/f dy</ F(®(2)) |det Jo(x)| da (153)

Dimostrazione Siccome f & uniformemente continua in D, Ve > 0 possiamo decomporre D come

N
D =D,
j=1

dove gli insiemi D; sono misurabili tali che M; — m; < € dove M; ed m; sono rispettivamente i
massimi ed i minimi valori che la funzione f assume su D;. Allora, posto E; = ®~1(Dy), si ottiene:

/D JW)dy <0 MED) <

N N
§5£(D)+Zmi£(<b(Ej))SeL(D)—i—ZmJ/ \det Jo(z)] dz <
E;

J=1 Jj=1

<eL(D +Z/ F(®(x))|det Jo(x)|dz < e L(D /f )|det Jg(z)| da

La (153) si ottiene infine facendo tendere € a zero.
Siamo ora finalmente in grado di provare il:

Teorema del cambiamento di variabile nell’integrale multiplo

Siano A, B C R"™ due insiemi aperti, ® : A — B un diffeomorfismo ed £ C A un insieme
misurabile. Indichiamo con D = ®(F) C B. Allorase f : D — R ¢ una funzione continua, risulta:

/f dy*/ f(@(x)) |det Jg ()| dz (154)
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Dimostrazione Dimosatriamo in primo luogo il teorema nel caso che E sia limitato e chiuso e
che f sia non negativa. In vista della (153), basta provare che vale anche la diseguaglianza:

/f dy>/f ) |det Jo ()| dz

Questa diseguaglianza si pud ottenere applicando la (153) alla funzione f(®(x))|det Jg(z)| usando
come diffeomorfismo ®~1. Infatti si ottiene, in tal caso:

/f ldet Ja(x |dw</f “1(y)))det Jo (@ (y))]|det Jo1 (4)| dy =
=/ f() dy
D

Jo-1(y) = (Jo) " (@71 ())

Se poi E C A é solo misurabile, ricordiamo che per la (??), é possibile trovare una succssione
crescente di compatti K C E con

dove abbiamo usato il fatto che

L(E) = lim L(Kp)

h—o00

La formula (154) vale dunque per i compatti K} e quindi basta passare al limite per H — oo.
Due cambiamenti di variabile che useremo spesso sono i seguenti:
a) Coordinate polari in R? Sia ® : R? — R? la funzione definita da
D(p,0) = (p cos 0, p sin )

Se consideriamo ® : A — B dove A = (0,+00) x (0,27) e B = R? — {(x,0) € R?, x > 0}
otteniamo un diffeomorfismo. Siccome

Jo(p,0) = ( cos —psind )

sin @ pcosf

si ottiene che detJs(p,0) = p. Pertanto se D C B e E = ® (D) vale la formula :
// f(z,y) dedy = / f(p cos 8, p sin 0) pdpdb (155)
D E

a) Coordinate polari in R? Sia ® : R? — R? la funzione definita da
D(p,0,¢) = (psin 0 cos ¢, p sin 0 sin ¢, p cos 0)

Se consideriamo ® : A — B dove A = (0,+00) x (0,7) x (0,27) e B = R® — {(2,0,2) €
R3, >0, z € R} otteniamo un diffeomorfismo. Siccome

sin 6 cos ¢ p cos 6 cos p —p sin @ sin

Jo(p,0,0)=| sinfsiny pcosfsing psinbcos e
cos 0 —p sin 0 0
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si ottiene che
detJs(p,0,9) = p* (sin3 6 sin® ¢ + sin @ cos? A cos? o + sin § cos? 6 sin® p+

+sin® 6 cos? <p) =p? sin 0 (sin2 6 + cos? 9) =p? sin 0
Pertanto se D C B e E = ®71(D) vale la formula :

///D f(z,y,2) dvdydz =

= /// f(psin @ cos o, p sin 6 sin @, p cos 0) p* sin O dpdfdyp (156)
E

4.10 Volume di un solido di rotazione

Una applicazione interessante della formula (154) ¢ il calcolo del volume di una solido di ratazione.

Se E C R? diremo che E & un solido di ratazione attorno all’asse z se ¥z € R l'intersezione di
E col piano orizzontale di R? passante per il punto (0,0, z) & un cerchio di centro l'origine e raggio
r(z), ossia se Vz € R si ha:

E, = {(:c,y) € sz (x,y,z) € E} = B.,.(Z)(O,O)
In altre parole, supponendo che la proiezione di E sull’asse z sia un intervallo [a, b], allora
(z,y,2) € B <= z € [a,b], 2° + 13 <r%(2)

dove, per semplicita supporremo che la funzione r : [a,b] — R sia una funzione continua non
negativa. ( vedi figura)

/

Se consideriamo le coordinate polari in R?, allora la funzione ® : R3 — R? data dalla legge.

®(p,0,z) = (pcos b,psin b, z)
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¢ un diffeomorfismo tra gli insiemi {(p,0,2) € R?, 2 € [a,b], 0 € (0,27), p € (0,r(2))} ed
E* =FE —{(z,0,2) € R3, x> 0}. Risulta inoltre:

cos —psinfh 0
Jo(p,0,z) = | sin@® pcos® O
0 0 1

e quindi det Jg(p, 0, 2) = p. Applicando dunque la formula di integrazione per sostituzione in R3,
otteniamo la seguente formula:

Volume di una solido di rotazione:

£5(E) = / / /E dadyds —
_/ab dz [/0” do (/(JT(Z)pdp>] _w/ab r2(z) dz (157)

Usiamo la (157) per calcolare alcuni volumi.

1. Volume di un cono Consideriamo il cono circolare retto C,.;, della figura:

L’intersezione del cono col semipiano x = 0,y > 0 ¢ indicata nella figura:

y

h
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e la retta che da le generatrici del cono ha equazione:
h r
= h —_ — 1 = — h — =
z Y ossia y h( z) =r(z)
Applicando la furmula (157), otteniamo

h .2 2 3h
r* —(h—z s
£3(Cr7h):7r/0 (hz)QdZﬂhQ(?,)ogrzh
. Volume di un toro

Consideriamo nel piano y z un cerchio C' di centro il punto (R,0) e raggio r con 0 < r < R.
Facendo ruotare C' attorno all’asse z si ottiene la figura geometrica che indicheremo con T
nota col nome di toro, un solido di R? del tipo indicato in figura:

y

.

L’equazione della circonferenza C = 9C ¢ data da (y — R)? + 2% = r? ed & fomata dalla
riunione delle due semicirconferenze:

y=R4+Vr2—22=r.(z)
y=R—-vr2—22=r_(z)

Usando la (157), il volume del toro ¢ dato dall’integrale:

T

ms(Try) = 77/ (ri(z) — r%(z)) dz

-r

Usando infine la sostituzione z = r sin t, si ottiene:

w3

L3(Tr ) :471'/ R\/T2—z2dz:47rRr2/ cos® tdt =

-7

M)

=27 Rr? = (27 R)(77?)

4.11 Alcuni esercizi

Applichiamo in questo paragrafo i risultati dei paragrafi precedenti per calcolare alcuni integrali.

1. Calcolare l'integrale

1
J——
pl+z+y
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dove D é il triangolo di vertici (0, 0), (0,1), (1,1). Consideriamo il dominio D normale rispetto
all’asse x, ossia scriviamo

D={(z,y) €R?, yc[0,1],0<z <y}

Possiamo allora scrivere

1 Loy 4
// 72dxdy:/ (/ @ 2) dy =
pl+z+y 0 o 1+z+y

N /o (log (1 +y +y?) —log (1 +y%)) dy

Integrando per parti, otteniamo

1
1
/ (log(1+y+y*) —log (1+%) dy =y (log (1 +y+y*) —log(1+¢*))|, —
0

_/1<y(l+2y)_ 2y° )d
o \1+y+y? 1+92

Osserviamo infine che risulta

y(1+2y)727 y+2 1 2y+1 3 1
I+y+y? L+y+y? 2 1+y+y? 2 1+y+y?
Y 1

:1—7
1+y2 1+y2

Ne deriva quindi che

1 1 x 3 [t dy
L _dedy=1log3—log2+ = lo 3_7+7/ _dy
//[)1+x+y2 y=os BTy BT Ty L Tyt y?

Concludiamo infine, osservando che
2
3_3 (), (2ut1
4 4 V3

L dy 4 [t 1
Tr o2 3) T W=
o 1+y+uy 3 Jo 1+(2y+1)

V3
43 2y +1
= — — arctan
3 2 V3

. Calcolare il seguente integrale doppio:

2
2 1
I+y+y" = <y+2) +

e quindi

1
2 1

= — | arctan \/§ — arctan )
0o V3 ( V3

// zy? dz dy
D

dove D = {(z,y) ; #*+2y*<1, x>0}
Il dominio D e indicato dalla figura:
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Se consideriamo il cambiamento di variabili:

D(p,0) = (p cos 0, % p sin 9)

si ottiene che: o
¢~ Y(D) = D' =[0,1] x [—5,5}

1 cos§ —psinf
J¢(p,9)_—2 sin @ p cos 6 )
det Jg(p,0) = %

Risulta pertanto:

1 3 1
2 2 29 P
Ty dacdyff / p cos 6 — p© sin” 6 dp| df =
//D 0 ( 2 \6

B

M)

1 1 1
= = cos 0 sin? 9df = ——
22 5/_; 15v2

3. Calcolare il seguente integrale doppio:

// Va? +y?drdy
D

dove D ¢ il cerchio di centro il punto (1,0) e raggio 1.

A
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Passando in coordiante polari, otteniamo che

> YD)=D = {(p,G) ER? 0¢ {—g,gk 0<p<2cos 9}

Pertanto:

INE

_T
2

K 2 cos 0
// \/x2+y2dxdy:/ / ppdp d9:§/ cos® 0 df

[SE]

D’altra parte, integrando per parti, si ottiene:

/_g

cos® 0df = /2 cos 0 - cos? 0 df = sin 6 cos® 9|%£ +

™

+/2 sint92€os€sin9d9:2/2 0089(1—00529)d9

us —
2

jus
2
Possiamo quindi concludere che:

/

2 [2 4

3
= — 9:7
cos” 0do 3/ cos 0 d 3

B

z
Pertanto:

// Va? +y? drdy = 5
D

32
9
// x logy dx dy
D

dove D é il triangolo di vertici i punti di coordinate (0,1),(0,2) e (1,2).

4. Calcolare il seguente:

Considerando il dominio normale rispetto all’asse x, possiamo scrivere:

2 y—1
// xlogydmdyz/ (/ mlogydm) dy =
D 1 0

1 1
:g/ (y—1)%log ydy
0

Integrando infine per parti, si ottiene

1 _1)3
/ (y—1)* log ydy = %logy
0
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log2 1 [*/, 1
= - —3y+3—=)dy=
3 3/1 <y y+3—o ) dy
log2 1(8-1 4-1 2 log 2 5
= - = - —log 2| = -—
3 3{ 5 3y T3 Og} 3 18

Pertanto:

log 2 )
log y dz dy = 2
//ongyxy 336

// z?y? dz dy
D

D={(z,y), 2*+y*<1,2>0, y>0}

. Calcolare il seguente:

dove

Passando in coordinate polari in R?, si ottiene:

B 1 B
// 22 y? dx dy :/ (/ P5 cos? @ sin? 9dp> df = 1/ cos? 0 sin® 0.db
D 0 0 6 0

Usando infine la formula:

in” (2 1
cos? 0 sin® = w =3 (1 —cos(40))

11 sin(40)|7| 7
2 dady =~ - |6 — =—
//ny v 68[ 1 0] 96

. Calcolare il seguente integrale:
T
——dxd
/ /D lta+y W

dove D é il triangolo di vertici i punti di coordinate (0,0), (1,1) e (2,0). Dalla figura risulta:

risulta:

T 1 x T 2 2—x T
Pzt [ ([ oo [ ([ o) o
pl+tz+y 0 o 1+z+y 1 0 I+az+y

1 2
/ z[log(l 4+ 2x) —log(1l + z)] dz + / z[log 3 —log(1+ z)]dx =
0 1
3 1 2
:510g3+/ :clog(l+2:1:)dx7/ zlog(l+z)dx
0 0
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D’altra parte, integrando per parti, si ottiene:

1 2
/ xlog(l+42zx)dx = % log(1+2x)
0

ed usando la decomposizione

1 2
—/ x dx
0 o 1+2z

si puo concludere che:

1
1 1 1 1
/ xlog(l+2x)dmz§ log 3 — [
0

In maniera simile:

2 2 2
/ xlog(l+z)dx =
0

T 1 [? 22

— log(1+2)| — = dx
g legll+a)| =3 /0 1+z

ed usando, in questo caso, la decomposizione

$2

1
1+

=xzx—1+

1+
si puo concludere che:

Possiamo quindi calcolare

T 3 3 3
————drdy=—-log3+ - log3— = log3=-log3
//D1+:z:+ymy p 1083 glogd— 5 log =g log
Calcolare I'integrale:

//D(x—ky)dxdy
{(z,9), z+y >0}

dove D é lintersezione del cerchio di centro l'origine e raggio 1 con il semipiano II =

2
1
/ xlog(1+m)d:v:2log3—7[2—2+log3]:510g3
0

A

~

Passando in coordinate polari, si ottiene:

ax o
// (ery)d:cdy:/ </ p?(cos 0 + sin 0)dp> de
D -z \Jo

5
5

1
3 (sin 6 — cos 0)]

LBl
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Ricordando che

si ottiene:

//D(ac—l-y)dacdyzzi\))@

. Calcolare il seguente integrale:
// y(1+2x)dedy
D

dove D é l'insieme:

D={(z,y) eR*, >0,y>0, 2y <1,

(Vedi figura)

Consideriamo il seguento cambiamento di variabili:

zy=u€[0,1]

2

ossia: y =vx, x°v = u e pertanto:

2 = ul/2p—1/2
y = ul/2p1/?

Posto ®(u,v) = (x,y) otteniamo un diffeomorfismo tra gli insiemi (0,1)x(1/2,1) e D. Risulta

1 -1 _1 1 1 _3
SUT20U72 —suzv 2
Jo(u,v) =
Lymdpb lubyt
§'U/ v §u v
Pertanto 1
det Jo(u,v) = —
(w,0) = o
Pertanto:

D=

//Dy(lJr:z:)dxdy;/; (/Olu
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_ g%+11
= |gvitglogv .

9. Calcolare il volume dell’elissoide:

E={(z,y2)erR}, = +L +2 <1y

a? b2 2

dove a, b, ¢ € R sono numeri fissati positivi.

Usando la (140), si ricava:
22 42
L3(E) 226//[)\/1—9— b—zdxdy

2

.’L'2 y
D ={(z,y) € R?, St <1

dove D e lellisse:

Se consideriamo il cambiamento di variabili:
®(p,0) = (ap cos 0,b p sin )

si ottiene che:
¢~ (D) =D =10,1] x [0,27]

Ja(p 9):ab( cos @ —psin b )

sin @ pcosf
det Jg(p,0) = abp

Risulta pertanto:

1 2m
Lg(E):Qc/ < \/1—p2pdp> d9—47rabc<—zl)’ (1-p7)
0 \Jo

Nl

1
= é Tabe
0 3
4.12 Misura della sfera unita in R"

Applichieremo in questo paragrafo, la formula (136) per calcolare il volume della sfera unita in
R™ n>2.
Indicheremo con B = {x € R", |z| < R} e con

wpn, = L, (B1) (158)
Applicando la (136) abbiamo:
1
W, :/ L,-1(B.)dz
—1

dove abbiamo indicato per semplicita con B, = (Bj),. Orase z € [-1,1], 2’ € B, <= |2/| + 2% <
1 <= |2/| <1 — 22 Pertanto B, ¢ la sfera n — 1-dimensionale di centro I'origine e raggio v/1 — 22.
Siccome ¢ facile vedere che che nello spazio n—dimensionale £,,(Br) = w, R™, abbiamo:

Wy, = /1 Wh—1 (\/1 — 22)n71 dz

-1
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ed usando infine la sostituzione z = sin ¢:

3 3
Wy, = wn,l/ cos” tdt = 2wn,1/ cos" tdt =2wn_1 oy (159)
- 0

INE)

Cerchiamo ora di calcolare a,, n > 2. Integrando per parti, si ottiene:

™

% s 2
= / cos t cos™  tdt = sint cos™ ! t|02 +(n— 1)/ sin? ¢ cos" % tdt =
0 0

™

2 2
:(n—l)/ cos”*2tdt—(n—1)/ cos™ tdt
0 0
otteniamo quindi la seguente formula di ricorrenza;

n—1

Ay =

Op_o Y1 >2 (160)

Siccome .
2 s
aO:/ cos’ tdt = —
O 2

s

Z
041:/ costdt =1
0

Per induzione si ottengono le seguenti formule che esprimono «,, o seconda che n € pari o dispari.
OssiaVkeN, k> 1:

2k—-1)(2k-3)...5-3 «
= — 161
T ok (2k—2)...4-2 2 (161)
2k)(2k—2)...4-2
_ 162
BT Ok )2k —1)...5 -3 (162)
Combinando infine le (159), (161) e (162), si ottiene, Vk € N, k > 1:
W2 kg
——— =4dagp a1 = 163
e 2k Q2k-1 = 7 (163)
L2t _ g q Qo = _2m (164)
r b1 2k+1 Q2 2k+1)
e da queste, sempre ragionando per induzione si ottengono le formule cercate:
k
T
wak == 77 (165)
2k+1 7Tk
s — 166
EEE N YT (166)
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4.13 Integrale che dipende da un parametro
Siano A C R™ un aperto, M C R™ un insieme misurabile ed f : A x M — R una funzione

misurabile. Supponiamo che Vo € A f(x,-) € L1(M). Allora possiamo definire la funzione:

o(z) = /M fa,y)dy ze A (167)

Siamo interessati a studiare la regolaritd della funzione g.
Valgono i seguenti due teoremi:

Teorema sulla continuita della funzione g . Supponiamo zy € A e che:
i) Vye M f(-,y) sia continua in xg,

ii) esista h € £'(M) con
[f(z,y)l <h(y) Vo e A, ye M

Allora la funzione g é continua in x( e

g(xo) = | f(xo,y)dy
M

Dimostrazione Supponiamo che xj sia una successione di elementi di A con x;, — g, allora:
1) vyEM f(xhvy)*}f(x07y)7

Per il teorema di Lebesgue sulla convergenza dominata, risulta allora:

— 00

Jim g(:vh)Z/M Jim f(xh,y)dy=/M f(zo,y) dy = g(o)

Teorema sulla derivabilita di g Supponiamo che:

i) f(x,y) abbia derivata parziale rispetto alla variabile zj in ogni punto di A x M,

ii) esistye h € L1(M) con
of

8xk

(x,y)‘ <hy)VeeA yeM

Allora g é derivabile rispetto alla variabile z in A e vale Vz € A:

dg of

87:@ r) = " ﬁTck(m’y) dy (168)

Dimostrazione Sia z¢g € A e x5 = g + hs ey, dove hy # 0 é una successione di numeri reali che
tende a zero. Allora:

g(xo + hsex) — g(xo) f(wo+ hser,y) — f(xo,y)
hs N /M hs dy
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Posto infine
f(xO + hs ek7y) B f(x()vy)
hs

vs(y) =
risulta:

. 0
lim ¢,(y) = —f(xmy) Vye M

S—00 oz

e, per il teorema del valor medio:

of
020 = | 2L (a0 + 0. x| < 10
T,
e quindi posso applicare il teorema della convergenza dominata.

Un esempio importante di integrale che dipende da un parametro é il seguente integrale:

+oo
I(z) = / y e Vdy (169)
0
definito per x € R, « > 0.

La funzione f(z,y) = y* e ¥ definita in A = {(z,y) € R?,x > 0, y > 0} é di classe C°
eVz >0, f(z,") € LY0,+00) e quindi la funzione I' che viene chiamata appunto la funzione
Gamma ¢ di classe C'*°. Da notare che risulta:

/ e af T —y
() = 5, &Y dy = Yy lgye Vdy (170)
0 €T 0

Da notare anche che si ottiene integrando per parti, per ogni > 0:

+o0 +oo
Fz+1)= / yre Vdy = —y° efy|3_Oo —|—/ zy"teVdy =T (2)
0 0
Siccome
“+oo
1) = / e Ydy=1
0

si ottiene Vn € N:

I'n+1)=nTn)=nn—1I'n-1)=nn—-1)n-2)---1T(1) =n! (171)

2

Da notare ancora che, con la sostituzione y = s°, si ottiene:

+o00 +oo
F(1/2):/ y_l/ge_ydy:2/ e dy =7
0 0

Usando la (171) possiamo ottenere il seguente risultato, noto col nome di formula asintotica di
Stirling:
e n!
lim ———=1 172
n—00 pR\/2 TN (172)

Infatti, usando la (171) e la sostituzione y = n(1 + s), so ottiene;
e" n! e"

—+00 \/ﬁ “+o00
= e Yd :—/ 1+s)"e "*ds
n"\2nn n”\/27rn/o Y 4 V2m )1 ( )
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Scriviamo ora la funzione integranda come e~ "(*~18(1+2)) ed indichiamo con o(s) = s — Ig(1 + s).
Siccome

1 s
Mgy — 1 —
v(s) = 1+s 1+4s
il grafico della funzione ¢ ¢é del tipo:
A
|
|
\
\
-1 -1/2
Siccome
p(s)

lim =1
s——+o0 S

esiste b > 0 tale che ¢(s) > s/2 V s > b. Osserviamo ora che

—1/2 +o0
lim Vne %) ds = lim Ve "¢ ds =0

n—oo [_4 n—oo [y

Infatti se s € (—1,—1/2), @(s) > p(=1/2) = a > 0 e quindi \/ne "?() < \/ne™™% mentre se
s>b:

—+oo —+o0 1 —+oo
/ Vne "¢ ds < / Vne "2 ds = —/ e 2 dt
b b VI Snb

D’altra parte
s* s—lg(l+s) &2

s—lg(1+s):52 = = — h(s)
Siccome )
2 s +2s 2
/ o _
h(s)—s3 {— T +2lg(1+s)}—S3H(s)
e a sua volta
! 52
H =
(5) (14 s)2

risulta che la funzione h ha una grafico del tipo:
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-1
Usando infine la sostituzione:

si ottiene, indicando per semplicitd con

1 /n n
n——= ) n — 7b
o 2\/; b \ﬁ
671

b ,
V. Ve ") ds = = et n(VEY) dt

v2m Jo1y2 VT Jan,

Osserviamo infine che se t € (o, 5n),

h<\/zt> > h(b) > 0

ot n(VZt) < e—tPh(®)

Possiamo quindi applicare il teorema della convergenza dominata di Lebesgue, per ottenere:

1 Bn _ P 1 +oo
lim —/ e t2h<\/gt) dt = 7/ e dt =1
(e ™ — 00

e quindi

n—00 /7
n
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5 CURVE

Cominciamo col dare la seguente:
Definizione Chiameremo curva una funzione:

¢ : [a,b] - R"

11 punto ¢(a) viene chiamato il punto iniziale della curva, mentre il punto ¢(b) viene chiamato
il punto finale. L’insieme dei valori ¢([a, b]) viene chiamato il sostegno della curva.

Se ¢(a) = p(b), diremo che la curva ¢ é chiusa, mentre diremo che la curva ¢ é semplice se:

YV t1,ts € [a,b] , t1 # ta e almeno uno dei due punti interno ad [a, b], risulta p(t1) # ©(t2).

Una curva ¢ si dice regolare se ¢ € C([a,b]) e ¢/(t) #0 Vt € [a,b].

In tal caso il versore ( vettore di modulo 1):

A
¢’ (1)]

viene chiamato il versore tangente alla curva ¢ nel punto ¢(t). Infatti risulta immediato vedere
che la retta passante per ¢(t) ed avente direzione T'(t) é la retta tangente al sostegno della curva
© nel punto ¢(t).
Vediamo alcuni esempi.

1. Elica circolare Siano a,b € R due numeri positivi. Poniamo:

T(t) t € [a,b]

p(t) = (a cost,a sint,bt) t e [0,27]

Risulta:

o' (t) = (—a sint,a cost,b) , |¢'(t)] = Va2 + b2
Pertanto ¢ é una curva regolare in R3.

2. Curva grafico di una funzione Se f : [a,b] — R é una funzione di clesse C'!', poniamo:

o(t) = (t, f(t) t € [a,b]

Essendo ¢/(t) = (1, f'(t)), la curva ¢ : [a,b] — R? é una curva regolare il cui sostegno & il
grafico della funzione f.

3. Poniamo
e(t)= (-1, —t) te[-2,2]

Essendo ¢'(t) = (2¢,3t? — 1), la curva ¢ é una curva regolare. Per capire come ¢ fatto
il sostegno di questa curva, cerchiamo di ottenerne ’equazione cartesiana, eliminando il
parametro t dal sistema:
r=1-1
{ y=1t—t

Supponendo t > 0, si ha t = vz + 1 e quindi:
y=fle)=(@+)vz+l—-vVae+l=zvz+1l z>-1
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Siccome

3r+2
@) =votit —o =

f'(@) 2vx+1 2vx+1

2

x = —% ¢ un punto di minimo relativo per f. Tenedo conto della sua simmetria rispetto

all’asse x, possiamo quindi concludere che il sostegno della curva ¢ é un luogo geometrico
del tipo di quello in figura:

5.1 Lunghezza di una curva

Data una curva ¢ : [a,b] = R™ e una partizione P = {tg, t1,...,t;) dell’intervallo [a, b], indichiamo
con P la poligonale che si ottiene congiungendo con segmenti nell’ordine i punti

@(to)’ (p(tl)7 EER) (p(th)

Tale poligonale viene detta poligonale iscritta. Indichiamo con L(P) la lunghezza di tale polig-

onale, ossia
h

L(P) = Z lo(ti) — e(ti-1)|

i=1

E immediato vedere che se P’ é una partizione dell’intervallo [a,b] pit fine della partizione P,
allora L(P) < L(P'). Sembra dunque ragionevole definire la lunghezza di una curva ¢ come

L(p) =sup{L(P) , P partizione dell'intervallo [a, b]} (173)

Osserviamo subito che, anche se ¢ é una curva continua, la sua lunghezza pué essere infinita.
Consideriamo, infatti, il seguente esempio:

o(t) = (t,tsin (1)) te(0,1]
©(0) = (0,0)
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Fissato ora k € N, consideriamo i numeri

1
li= 77— =
T+Q2k—i)m

0,1,2,...,2k -1
ed indichiamo con Py la partizione

1
P, = {O,to,tl, ey tok—1, }
0
e con Py la poligonale associata. Risulta allora:
2k—1 2k—1 1
L(Py) = ) et —e(ti-)l = Y =
i=1

2k=1
————— =(2k—i=h) —
P T+ QRk—d)m — 5+hm
e quindi
lim L(Py) = 400
k—o0
Proviamo ora il seguente:

Teorema Se ¢ : [a,b] — R™ é una curva di classe C, allora la sua lunghezza é finita e risulta

b
Lo = [ I old

Prima di dimostrare il teorema, osserviamo che, se indichiamo con

(174)

b
[ et
I'integrale vettore:

b b b b
| ettt ( [ e [ e [ e dt)
continuano a valere le seguenti due proprietd che sono ben note nel caso dell’integrale usuale
(n=1).
b
[ et
a
b
/ ¢'(t) dt =
a

p(b) = p(a) ¥ e Cl([ab)
Verifichiamo la prima di queste due affermazioni.

b
< / o(t)] dt

(175)

(176)
Sia v € R™ un versore (vettore di modulo 1) fissato, allora:

v-p(t) = va(t) <lp®)] Vi€ lab]

Integrando, si ottiene:

v~/abw<t>dtsLb|¢<t>|dt
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e quindi la (175) si ottiene scegliendo

o [P o(t)dt
e

(ovviamente supponendo il denominatore diverso da zero).

Dimostrazione del teorema Sia P una partizione dell'intervallo [a, ], allora:

t;
| e
ti—1

h t; b
<> [ wwla= [ 1wl
i=1"ti-1 a

Dalla definizione di lunghezza di una curva, otteniamo quindi

h

h
L(P) =) lo(t:) — p(tia)| =Y
=1

i=1

<

L(y) < / (1))t

La disuguaglianza contraria si ottiene ragionando nel modo seguente.
La funzione derivata ¢’ : [a,b] — R™ é continua (per ipotesi) e quindi uniformemente continua in
[a, b]; ossia:

Ve>0 3. >0 tale che se s,t € [a,b] e |[s —t] <. = |¢'(s) — (1) < e
Fissato quindi un numero € > 0, sia P = {{o, %1, ..., ¢, } una partizione dell’intervallo [a,b] con
t; —ti—1 <55 V’L:1,2,,h

Se s,t € [ti—1,t;], risulta
¢'(s) =¢'(t) + (¢'(s) —¢'(1))
Integrando rispetto alla variabile ¢ € [t;_1,t;], ottengo:

o (s) (ti—t,;l):/tvi sD'(t)dt—k/tvi 0'(s) — o (1)] dt

t;
| vwa
ti—1

Integrando infine in s sempre sull’intervallo [t;_1, ¢;], ottengo:

e passando ai moduli:

0" (s)] (ti = tio1) < +/ i lp'(5) = ' ()] dt < |p(ti) — p(ti1)| + e (ti —tio1)

ti—1

/ "1 (9)) ds < [p(ts) — pltin)] + € (b — tina)

ti—1

Infine sommando rispetto all’indice i:

b
/ 10/ (s)] ds < L(P) + e(b— a) < L(p) + (b — a)

La dimostrazione si conclude infine facendo tendere ¢ a zero.
Vediamo ora alcuni esempi.
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Lunghezza di una circonferenza La circonferenza di centro ’origine e raggio R pué essere
vista come il sostegno della curva

©(t) = R(cost,sint) ¢ € [0,27]

Risulta allora ¢'(t) = R (—sint, cost) e quindi
27
L(cp):/ Rdt=27R
0

Lunghezza di una grafico Si ha in questo caso ¢(t) = (t, f(t)) con f € C([a,b]). Risulta

quindi:
b
L) = / VI () dt

Lunghezza di un’elica Ricordiamo che risulta ¢(t) = (a cost,a sint,bt) t € [0,27] e
quindi

2

L(p) = Va2 +b2dt =27\ a?+ b2
0

Lunghezza di un ramo di cicloide Si chiama cicloide il luogo geometrico del piano de-
scritto da un punto fissato su di una circonferenza quando questa rotola, senza strisciare, su
di una retta. Pud essere vista come il sostegno della curva

v =p1(t) = R(t - sint)
{ y = @a(t) = R(1 — cost) te[0,27]

Risulta allora ¢'(t) = R (1 — cost,sint) e quindi

0

2m 2
L(p)=R \/272COStdt:2R/ Sin(;)dt_2R<2 cos(é)
0

2w
=8R
0

Due curve ¢ : [a,b] = R™ e ¢ : [¢,d] — R™ si dicono equivalenti se esiste un diffeomorfismo
g : [a,b] = [c,d] tale che

5.2 Curve equivalenti

p(t) =(g(t) Vielab]

Ricordiamo che con la parola diffeomorfismo si intende una corrispondenza biunivoca tra due
insiemi che sia di classe C! con inversa pure di classe C'. Nel caso che stiamo considerando g é
un diffeomorfismo se e solo se g € C'([a,b]) e ¢'(t) #0 V t € [a,b].

Da notare che se g é decrescente, allora p(a) = ¥(b) e p(b) = ¥(a) e quindi il punto iniziale di ¢
é il punto finale di ¢ e viceversa. Allora ¢ e 1, pur descrivendo lo stesso luogo geometrico ( pur
avendo lo stesso sostegno) hanno un verso di percorrenza contrario.

Per esempio sia g : [0,1] — [0,27] la funzione definita dalla legge: ¢(t) = 27 (1 —t). Allora la
curva v definita da

P(t) = (cos (2m(1 —t)),sin(27(1 —¢t))) t€]0,1]

rappresenta la circonferenza di centro 'origine e raggio 1 percorsa in senso orario.
Da notare che se ¢ e 1) sono due curve equivalenti e di classe C!, allora ¢ e 1 hanno la stessa
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lunghezza. Infatti usando la sostituzione A\ = g(t) e supponendo per esempio che sia ¢'(t) > 0,
ottengo:

d b
L) = / (V) dA = / W (g(E)g' (1) dt =

b b
= [Wam)gola= [ 1501 = L)

Data una curva regolare ¢, una curva ad essa equivalente importante che viene chiamata rappre-
sentazione con parametro ’ascissa curvilinea, si ottiene ragionando nel modo seguente.
Se poniamo

s(t) :/ l'(N)dX\ t € [a.b]

otteniamo una funzione s : [a,b] — [0, L(p)] con s'(t) = |¢'(t)| > 0 Vit € [a,b], Indichiamo ora con
g : [0,L(¢)] — [a,b] la funzione inversa di s e consideriamo la curva:

Y(s) =¢(g(s)) s€[0,L(p)]

La curva i é una curva equivalente a . La sua particolarita sta nel fatto che il suo vettore tangente
¥’(s) é un versore, ossia risulta

[W'(s)| =1 Vs €[0,L(g)

Infatti:

5.3 Triedro fondamentale e formule di Frenet

In questo paragrafo e nel capitolo successivo useremo ampiamente il prodotto esterno in R3. Ne
ricordiamo quindi brevemente la difinizione e alcune proprietd fondamentali.
Siano dunque = = (21, 72,23), ¥ = (y1,¥2,¥3) € R* due vettori. Indicheremo con x Ay € R? il
vettore definito da:

TAY = (T2y3 — T3Y2, T3Y1 — T1Y3, T1Y2 — T2 Y1) (177)
Un modo semplice per ricordare la definizione di prodotto esterno é quello di sviluppare risppetto
alla prima riga il determinante della seguente matrice formale:

€1 €9 €3
zAy=det| 1 x2 a3 (178)
Yyr Y2 Y3

Alcune proprietd fondamentali del prodotto esterno sono:
L. (r4+y)Az=xA2+yAz VayzeR3,

2. zAy=Ax)Ay=2A(A\y) Va,ye R} NeR,
rAy=-yAx Vzx,y€cR3

Ay =0<= =z,y sono linearmente dipendenti,

DA Sl

(xAy)-x=(xAy) - y=0 Va,yecR3
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6. se x,y sono linearmente indipendeti la terna (z,y,x Ay) foma una base destrorsa di R?® ossia
una base per cui:
Z1 Z2 Zs3
det (0} Y2 Y3 >0
@Ay (@Ay)2 (@AY)s

In effetti dalle definizione (177), risulta:

X1 X9 T3
det Y1 Y2 Y3 = |z Ayl?
Ay (@AY)2 (TAY)3

7. |z Ayl = v/|z|? |y|? — (x y)? = area del parallelogramma generato dai vettori z, ¥,

8. Dalla definizione (178), si ottiene infine che
Ty T2 I3

det | v1 y2 u3 =z-(yAz) (179)
z1 z9 z3

Sia ¢ : [0,L] — R3 una curva di classe C® con parametro la lunghezza d’arco e supponiamo
che sia ¢"(s) 20V s € [0, L]. Siccome |¢'(s)] =1V s € [0, L] risulta:

¢"(s) '(s)=0Vs€l0,L]

ossia il vettore ¢”(s) é ortogonale a ¢'(s).
Indicheremo con 7 il versore del vettore ¢”, ossia

- ¢ (s)
7i(s) o 3)] s €0,1] (180)
Essendo ¢”(s) # 0, 7 risulta ben definito in [0, L].

11 versore 7i(s) viene chiamato il vettore normale alla curva ¢ nel punto ¢(s). Il vettore
7i(s), essendo normale al vettore tangente ¢’ (s), che indicheremo nel seguito con #{(s) sta nel piano
normale alla curva ¢ nel punto ¢(s).

La quantitd k(s) = |¢”(s)| viene chiamata la curvatura della curva ¢ nel punto ¢(s). k(s) da
una stima di quanto varia il vettore tangente nell’intorno del punto ¢(s).

Dalle definizioni date risulta V s € [0, L]:

t'(s) = ¢"(s) = |¢"(s)]7i(s) = k(s) 7i(s) (181)

Il piano individuato dai vettori (s) e 7i(s) viene chiamato il piano osculatore della curva ¢ nel
punto p(s).

Indichiamo infine con l;(s) il versore normale al piano osculatore ( e quindi normale sia a £(s)
che a 7(s) ) ed orientato in modo che la terna #(s), fi(s) e b(s) sia destrorsa ossia sovrapponibile
mediante traslazione e rotazione alla base canonica di R3: ei, es, es. Da notare che la terna
considerata sard destrorsa se:

t1 to i3
det | n1 na ns >0
b1 by b3
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11 vettore g(s) viene chiamato il vettore binormale alla curva ¢ nel punto ¢(s).
Da notare che il vettore b si pué esprimere facilmente usando il prodotto esterno in R?. Infatti
risulta:
b(s) = t(s) Afi(s) s € [0,L] (182)
Ricordiamo per comodit4 che il vettore prodotto esterno si ottiene sviluppando (rispetto alla prima
riga ) il determinante formale:

tAR=det | t1 to t3 | = (183)
ny nz2 ng

= (tang —nats) el + (tang —ngti) ea + (tine —nita) es

Sar4 interessante valutare la quantité |5/ (s)| che d4 una stima di come varia il piano osculatore
di ¢ nell’intorno del punto ¢(s) ( e quindi di quanto la curva si discosta dall’essere una curva
piana).
Ragionando come abbiamo fatto prima, ricordando che |b(s)] = 1 V s € [0, L], si ottiene che
V(s)-b(s) =0V s e [0,L] e quindi b'(s) sta nel piano osculatore della curva nel punto ¢(s).
D’altra parte dalle relazioni (182) e (181), derivando si ottiene:

— -, -, -,
!

V(s)=1"(s) Afi(s) 4+ i(s) Afi'(s) = k(s) 7i(s) Ai(s) + E(s) AT (s) = E(s) AT (s)

Ne deriva quindi che ¥'(s) é pure ortogonale al vettore #(s) e risulta quindi parallelo al vettore
7i(s). Risulta dunque
b'(s)=71(s)7i(s) s€]0,L] (184)

La costante di proporzionalitd 7(s) viena chiamata la torsione della curva ¢ nel punto ¢(s).
Osserviamo infine che, essendo 7’ (s) ortogonale ad 7i(s), risulta:

(s) = —k(s) (185)

ii'(s) - b(s) = —ii(s) - b'(s) = —7(s) (186)

Otteniamo quindi: .
' (s) = —k(s) t{s) — 7(5) b(s) (187)

Le equazioni ottenute relativamente ai vettori del triedro fondamentale, ossia:

/() = k(s)ii(s)
b'(s) = 7(s) (s) ) (188)
i (s) = —h(s) £(s) — (s) B(s)

vengono chiamate le equazioni di Frenet.
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Concludiamo questo paragrafo, osservando che dalla (186) si pud ottenere un’espressione ana-
litica per calcolare la torsione di una curva. Infatti

(o) = o) i) = € OAEE)

g )W) -1 90:1/(2) wé(z) (p;d’(i)
T(s) = PAOE BAPAOE det g/l%/((s)) 5’2%’((5)) (s;?/;);/((s)) (189)
Osservazione

Se la curva che si considera é piana, ossia se p(s) = (x(s),y(s)) ( s sempre la lunghezza d’arco),
allora 7(s) = 0 e si pué definire la curvatura con segno usando sempre la formula: ”(s) = k(s)7(s),
ma scegliendo la direzione del vettore 7i(s) in modo che la coppia (£(s) 7i(s)) formi una base positiva
di R? e quindi #{(s) = ¢'(s) = (2/(s),¥'(s)) e Ai(s) = (—y'(s),2'(s)). In questo caso risulta dunque:

ESERCIZI

1. Verificare che il piano osculatore ad una curva in un suo punto ¢(sg) é caratterizzato dalla
seguente proprietd: indicata con d(s) la distanza del punto ¢(s) della curva dal piano oscu-
latore in ¢(sg), vale:

d(s
lim ()

—0
s—s0 (8 — $0)2

2. Se una curva é rappresentata con una parametrizzazione ) che non usa come parametro la
lunghezza d’arco, ma un parametro ¢t € [a,b], verificare che la curvatura di ¥ pud essere
espressa dalla formula:

[’ () A" (2)]
k(t) = ——F7—
W= wmp
mentre la torsione pud essere espressa dalla formula:
(W' (t) A" (1)) - 9" (2)
[/ (8) A g (8)]

T(t) = —

3. Verificare che se una curva piana non é rappresentata con parametro la lunghezza d’arco,
allora: Y , . ,
y" () 2’(t) — =" () y'(t)

(V@ v @)

k(t) = , telab] (190)

164



4. Verificare che se una curva é grafico di una funzione f : [a,b] — R allora:

f"(x) f'(x) /
k(x) = = , T € la,b 191
" ( 1+f'2(33))3 < 1+f’2(m)> cled o

5.4 Integrale curvilineo

Sia ¢ : [a,b] — R™ una curva di classe C!' ed f : A C R"™ — R una funzione continua.
Supponiamo che ¢([a,b]) C A, allora definiamo:

/fds_/ Flo (t)] dt (192)

Tale integrale viene chiamato 1’integrale curvilineo della funzione f lungo la curva .
Da notare che se ¢ e 1 sono due curve equivalenti, allora:

/Sofds:/d)fds

Infatti supponendo per esempio che sia ¢’(t) < 0, si ottiene:

/fds—/f ) [ (\)] dX = /f W (g(t))] g/ () dt =
—/baﬂwg(t)) ' (g(0) o' (1) dt = /f (1)) dt = Afds

6 Formule di Gauss-Green nel piano

Sia Q C R? un insieme limitato. Diremo che 2 & un aperto con frontiera di classe C' se
Vo, € 0N esiste un intorno U di xo in R? tale che, con una opportuna scelta del sistema di
coordianate con centro in xg, si possa scrivere:

QNU ={(z,y) €U, z € (—p,p), a <y < afx)} (193)

dove a : (—p,p) — R é una funzione di classe C'((—p, p)) con a(x) > a Vz € (—p,p) e a,p > 0
sono opportune costanti.
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Se 2 C R? & un aperto con frontiera di classe C1, allora € ¢ il sostegno di una curva regolare.
Sia ora f € C1(A) ( dove A é un aperto di R? con  C A ), valgono allora le seguenti formule
(Formule di Gauss-Green):

of _
//Q%(x,y)dxdy— aﬂfulds (194)

of B
//Qa—y(x,y) dxdy = BQfV2 ds (195)
dove con
V(‘Tay) = (Vl(xvy)7’/2(x’y))

indichiamo il versore della normale esterna a 92 in un suo punto (z,y).

Le due formule precedenti possono essere raggruppate in una unica formula se si usa il concetto di
divergenza. Infatti se G : A — R? (G = (G1,G2)) é una funzione a valori vettoriali di classe C!
e se indichiamo con

0G1  0Gs

divG = — + —
w or * y
la divergenza di G, allora vale il seguente:
Teorema della Divergenza

// div G(x,y) dedy = G-vds (196)
Q o9

Infine applicando il teorema della divergenza al vettore fG con f funzione a valori scalari e

ricordando che
div(fG)= fdivG+gradf-G

otteniamo la seguente formula che viene chiamata formula di integrazioni per parti in R?:

//Qf(amy) div G(z,y) dedy = —//Qgradf(x,y) -G(x,y) dedy + /assz ‘vds (197)
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Prima di dimostrare le formule di Gauss-Green, ricordiamo che se @ = [a,b] X [¢,d] é un
rettangolo di R? ed f : @ — R una funzione di classe C. allora per la (168) la funzione:

d
F(z) = / f@y)dy @€ o

é derivabile in [a7 b] e risulta
I /(53) = d*(@" y)d
oz’ 4

C

Siano ora «, 3 € C'([a,b]) due funzioni con

c<a(r) < px) <d

Poniamo

B(x)
F(w)/() fay)dy x € la,b]

Allora F € C([a,b]) e vale la formula:

B(x)
F(z) = / O (o, g dy + f(, B(@)) B (z) — (o, ala)) o (z) (198)
a(z) ox

Infatti se poniamo per z € [a,b] e u,v € [¢,d]

Gl = | " fary) dy

si ottiene sempre dalla (168) e dal teorema fondamentale del calcolo integrale:

le. _[vof
%(1‘71%7})_ u a(l‘,y)dy

aa—i(x,u,v):—f(x,u) , Z—f(m,u,v)zf(x,v)

Allora la derivata di F' si ottiene dalla regola di derivazione della funzione composta, osservando
che F(z) = G(z, a(x), B(x)).

Dimostrazione delle formule di Green

Primo passo Supponiamo in primo luogo che f € C'(A) abbia supporto contenuto in un aperto
U dove vale la (193). Allora:

//Qgi(m,y)dxdyZ//mugi(%y) dxdy = /_I; (/aa(“”) gi(:my)dy) dx

Ora se poniamo

a(z)
F@)= [ fa)dy

167



dalla (198), risulta:

// G dxdy—/ (F'(x) = f(z, o(z)) o' () da?z—/_i)f(x,a(x))a'(x)dx

dove abbiamo usato il fatto che, essendo f a supporto compatto in U, si ha che F/(—p) = F(p) = 0.
Osserviamo ora che in un punto (z, a(x)) € 9QNU si ha:

Pertanto:

/f \/ai\/idx— /fxa o (z)dz

Vale dunque in questo caso la (194).
La seconda formula (195)si ottiene ragionando nello stesso modo ma in maniera pit immediata.

Infatti in questo caso:
of of
—(z,y dxdy:// —(z,y) dzdy =
[ 3,9 orat 9y

-/ ( / " o ) dy> a= [ f(@,alz)) do

aQfl/gcls = /mmufyzds = /_ppf(x,a(x))dm

Secondo passo Essendo 02 un insieme compatto, esiste un numero finito di punti z; € 0, i =
1,2,..., N e un numero finito di aperti U; contenenti x;, tali che 9Q2NUYU; si pud rappresentare come
n (193) e tali che

D’altra parte, risulta:

N
i=1
Indichiamo infine con Uy = 2 e scegliamo una partizione dell’'unitd ¢;, 7= 0,1,2,..., N relativa
alla famiglia di aperti {Uy, Us, Us, ..., Uy } ossia una famiglia di funzioni con
N
@i € Co(Us), pi(z,y) =1 V(z,y) € Q
i=0

Applicando il primo passo, possiamo scrivere:

//a ”dxdy—Z//smcy (z,y) dedy =
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Z//[ ) (1) - aa““(x ) G )] dody =
_Z/ %fylds_//za‘” xy)dasdy— frids

[219]

dove abbiamo usato i seguenti due fatti:

i) essendo g f una funzione di classe C! con supporto compatto contenuto in Uy = €, risulta:

//Q 3%(4/70 (z,y) dedy =0

ii)

OSSERVAZIONI

e Le formule di Gauss-Green continuano a valere anche se 90 contiene un numero finito di
punti {z;, i =1,2,..., N} in cui una rappresentazione del tipo (193) non vale, come nel caso
di un quadrato per esempio o nel caso in cui la forntiera di €2 sia la riuninone di un numero
finito di curve regolari.

e Scegliendo f(z,y) =z o f(z,y) =y o G(z,y) = (x,y), si ottengono le seguenti formule utili
a volte per calcolare la misura di un insieme 2.

m(Q):/{mxuldSZ/{myugds (199)

1
m(Q) = f/ (xvy +yus) ds (200)
2 Joa

Vediamo, per concludere, alcuni esempi.

1. Calcolare ’area della regione di piano A racchiusa da un ramo di cicloide e dall’asse x.

A

27T R
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Come abbamo visto, risulta ¢(t) = R(¢t — sint,1 — cost) t € [0,27] e quindi ¢'(¢) =
R (1 — cost,sint). Il versore della normale esterna nei punti della cicloide é dato quindi da
(—sint, 1 — cost)

V) = 2 (1 — cost)

Possiamo allora calcolare:

2m
m(A):/anulds:/O R%(t —sint)(—sint) dt =

2 2
= R? </ sithdt—/ tsintdt) =
0 0

27 27

1-— 2t

:RQ/ %()dt—]%2 [—t cost|§7r+/ costdt} =R’7+2R?’7n =37 R?
0 0

2. Consideriamo il seguente ramo di spirale:
©(t) = (t cost,t sint) t€[0,2m]

Calcolare la sua lunghezza e I’area della regione di piano A compresa da tale spirale e I’asse
x.

i ‘

27

Risulta ¢'(t) = (cost — ¢ sint,sint + ¢ cost) e quindi |¢'(t)] = V1 +t2. Pertanto la curva
considerata é regolare e risulta:

27
L(p) = V1+12dt
0
Integrando per parti, si ottiene

2
V14+t2dt=t/1+t2 - —dt =
0 0 0o V1+1t2

2m 2m
1
=2nvV1+4n2— \/1—|—t2dt—|—/ dt
0 o V1+t2

2 27 t2
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Siccome una primitiva della funzione integranda dell’ultimo integrale é data dalla funzione
log (t +vV1+ t2) possiamo concludere che

1
L(p)=m 1+4772+§10g(277+\/1+47r2)

Per calcolare la misura di A usiamo la formula

m(A) = 5/3,4@1/1 +yuo)ds

Ricordando che ) .
(sint + ¢t cost,—cost + t sint)

V14 t2

v(t) =

otteniamo

1 27
m(A) = 5/ [t cost(sint + t cost) + ¢ sint(—cost + ¢ sint)] dt =
0

:1/2ﬂt2dt:8ﬂ-3:4ﬂ3
2 Jo 6 3
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7 SUPERFICI DUE-DIMENSIONALI IN R3

Una funzione ¢ : A C R? — R3 (dove A é un insieme aperto ), viene chiamata una superficie
se

i) ¢ é iniettiva;
i) p € CH(A);

iii) la matrice jacobiana di ¢, ossia la matrice:

dp1 O

ou ov

_ Op2  Oyp2

J‘P - ou ov
Ops  Ops

ou ov

ha rango massimo in tutti i punti (u,v) € A.

Da notare che, se poniamo:
Ou’ Ou’ Ou
_ (9%1 Op2 Ops
& dv’ Ov’ v

la condizione iii) pué esprimersi richiedendo che ¢, A p, Z0 V (u,v) € A.
Vediamo ora alcuni esempi.

:<3¢15¢23¢3)

1. Superficie grafico di una funzione
Sia f : A — R una funzione di classe C!(A) Poniamo:

o(u,v) = (u,v, f(u,v)) (u,v) €A
Risulta:
Py = (L 0, fu)
Pov = (Oa 1, fv)
e quindi

Qau,/\@v:(*fu;*fval) 9 ‘Sou,/\¢v|: \/1+f3+ 3>0

2. Sfera in coordinate polari
Consideriamo la funzione ¢ : A — R? di componenti:

r = R sinu cosv
y = R sinu sinv (u,v) € A=(0,7) x (0,27)
z = R cosu

Allora
©u = R(cosu cosv, cosu sinv, — sinu)
vy = R(—sinu sinv, sinu coswv, 0)
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e quindi

2 2

Ou Ay = R? (sin U cos v, sin” u sin v, cos u sinu) =

= R? sinw (sinu cosv,sinu sin v, cos u)
Ne deriva infine che [p, A ¢,| = R*sinu > 0 essendo u € (0, 7).

. Elicoide
Si chiama elicoide il sostegno della superficie data da:

o(u,v) = (v cosu,v sinu, ku) (u,v) € (0,27) x (0, R)
dove k, R sono due costanti positive fissate. Risulta:

wu(u,v) = (—v sinu, v cosu, k)
©y(u,v) = (cosu,sinu, 0)

Pertanto:
Ou Ny = (=k sinu, k cosu, —v) , |ou A @y = VE? + 02

. Proiezione stereografica della sfera

Si chiama con questo nome la corrispondenza ¢ : R? — R3 cha al punto P (nel piano zy) di
coordinate (u,v) associa il punto @ di intersezione tra la sfera di centro l'origine e raggio R e
la retta passante per P e per il polo nord della sfera N (N=(0,0,R)) ( diverso ovviamente dal
polo nord). Essendo N = (0,0, R), P = (u,v,0) la retta per i punti P ed N si pué scrivere
come sosteegno della curva:

P(At)=N+t(P—N)=(tu,tv,R(1—1t)) teR
Il punto @ si ottiene quando | (t)| = R, ossia
2ul + 20 + R (1+ 12 —2t) = R?
ossia
. 2R?
- u2 +’U2 + RQ

Pertanto la funzione ¢ ha le seguenti componenti

2R%y 2R%v uw? +1v2 - R?
o(u,v) =

u2+v2+R2’u2+fU2+R2’ 7.L2+’U2+R2

. Superfici di rotazione

Consideriamo nel piano (y, z) una curva di equazioni ¥(t) = (y(t),z(t)) t € [a,b] e supponi-
amo che y(t) > 0 Vt € [a,b]. Allora la superficie che si ottiene ruotando la curva sostegno di
1) attorno all’asse z si pud rappresentare nel seguente modo:

x(t,0) = y(t) cosd
p(t,0) =1 y(t,0) =y(t)sind (t,0) € (a,b) x (0,27)
z(t,0) = z(t)
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Risulta quindi:
pr = (y'(t) cost,y'(t) sind,2'(t))
w0 = (—y(t) sin 6, y(t) cosh,0)
pr Npo = (—y(t) 2(t) cos b, —y(t) 2/ (t) sinb,y(t) y'(t))

ot Aol = y(t)v/22(8) + y™(t)

Un caso interessante di superficie di rotazione é il toro che si ottiene quando il sostegno di
1 é una circonferenza di raggio r e centro nel punto (R, 0) del piano (y, z) con R > r; ossia

{ y(t) = R+ cost te(0,2m)

z(t) =r sint
7.1 Superfici equivalenti, piano tangente e versore normale
Come nel caso delle curve, diremo che due superfici
0: ACR*—-R® , v : BCR>—>R?
sono equivalenti se esiste un diffeomorfismo g : A — B tale che
p(u,v) = ¢(g(u,v)) Y(u,v) € A

Ricordiamo che g : A — B é un diffeomorfismo se é una corrispondenza biunivoca, di classe C'!
con inversa pure di classe C''. Va notato che questo implica che

detJg(u,v) #0 Y(u,v) € A

Notiamo che, se indichiamo con (s, t) le variabili di ¢, si ha:

_ 691 692
Ou = Ps ou + Yy ou
o 691 692
v =Y Ov + Ov
e quindi
991 g2 992 0g1

‘pu/\QOUZ"/Js/\wt%%"i‘d}t/\ws%av =

991 092 0g2 g

=g A Zol¥o2  Z2001

Vs At ( Ou dv  Ou Ov

Sia ora ¢ : A C R? — R3 una superficie, sia Q = (ug,v9) € A e sia ¢ : [a,b] = A (Y(t) =

(u(t),v(t))) una curva con sostegno contenuto in A e passante per @ ( per esempio supponiamo

che sia Q = 9 (tg) con tg € (a,b)). La curva v(t) = p((t)) t € [a,b] é una curva in R? contenuta
nel sostegno della superficie ¢ e passante per il punto P = ¢(Q) = ¢(uo,vp). Da notare che

) = detJy(u, v)1hs A1y

Vl(tO) = (Pu(UO’ UO) ul(to) + QPU(UQ7 UO) ’U/(to)
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11 vettore v/ (to) tangente alla curva vy in P é combinazione lineare dei vettori ., (ug, vg) € @y (ug, vo)
e quindi sta nel piano generato da questi vettori. Per questa ragione il piano parallelo al piano
generato dai vettori ¢, (ug,v0) € @y(ug,vg) e passante per il punto P, viene chiamato piano
tangente alla superficie sostegno di ¢ nel punto P.Tale piano pud essere rappresentato nel modo
seguente:

?(u,v) = @(ug, vo) + u(uo, vo)(u — ug) + @y (uo, vo) (v — vo) (u,v) € R?

Il versore

A
v (o, v0) = @u (U0, v0) A py(uo, vo)
|pu(uo, v0) A o (uo, vo)
viene chiamato il versore normale alla superficie nel punto P = ¢(uq, vp).
Ad esempio, nel caso di una superficie grafico di una funzione, ossia del tipo ¢(u,v) = (u, v, f(u,v))

si ha:
(_fuv _fv7 1)
VI+HE+ 12
Noi indicheremo nel seguito con Tr(p) (P = ¢(up,vp)) lo spazio vettoriale 2-dimensionale gen-
erato dai vettori ¢, (ug, vg) € ¢y (ug,vo) e lo chiameremo spazio tangente a ¢ in P. Indicheremo

anche con Np(p) lo spazio vettoriale unidimensionale generato dalla normale v(ug,vg) e lo chi-
ameremo lo spazio normale a ¢ in P.

v(u,v) =

ESERCIZIO Sia ¢ : A — R? una superficie e P = ¢(ug,vg). Siano inoltre vy, va € Tp(¢p)
due vettori linearmente indipendenti. Allora esiste una superficie ¥ (s, t) equivalente a ¢ e definita
in un aperto B contenente 1’origine e tale che

$(0,0) =P, ¢4(0,0) =v1 4(0,0) = vz

Infatti supponiamo che sia:
v1 = apu(uo; vo) + by (uo, vo)

Vg = cpu(ug, vo) + dpy(uo,vo)
e consideriamo la funzione:

U(s,t) = p(ug +as+ct,vg+bs+ dt),

(s,t) € B={(s,t) € R?, (up+as+ct,vg+bs+dt) € A. Ovviamente B é un aperto che contiene
Porigine, ¥ é equivalente a ¢ e:

¥5(0,0) = @u(uo,v0) a + @u(uo, v0) b = vy
¥:(0,0) = @y (uo, v0) ¢ + 0y (U0, vo) d = v2

7.2 Prima e seconda forma fondamentale e curvatura media di una su-
perficie

Sia ¢ : A — R? una superficie, (ug,v9) € A e P = p(ug,vp). Per semplicitd, nel seguito di questo
paragrafo, non indicheremo pid 'argomento delle funzioni che intervengono e si supporra che sia
sempre (ug, Vo).
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Come abbiamo gid osservato i vettori ¢, ¢, generano lo spazio tangente di ¢ in P: Tp(p).
Useremo anche nel seguito le notazioni standard della geometria differenziale, ossia:

P, F=pu s, G=p, 9,=|p, (201)

T(? g) (202)

che viene chiamata tensor metrico di ¢ in P.
Da notare che risulta

E =y 0u=|pu

Indicheremo inoltre con 71" la matrice:

detT = EG — F? = |p, A @o|?

Se w € Tp, risulta w = a @, + By, e quindi |w]? =w-w=Fa?+2FaB+ GB% La forma

quadratica
I1:Tp >R
definita da:
I(w)=Ea*+2Faf+G B> (203)

é una forma quadratica definita positiva che viene chiama la prima forma fondamentale di ¢
in P.

Da notare che usando il prodotto tra matrici, si pué scrivere

(e () e (3) 0 (3)

dove ’apice ¢ indica la matrice trasposta.
Ora se w € R3, indicheremo con w™ la sua componente nella direzione v, la direzione normale
alla superficie ¢ in P: ossia
wh = (w-v)v
La forma quadratica:
II(U)) : Tp — Np

definita da, se w = a @, + B ©y:

_ puu® 205,08+ 0y, B

IT(w) T(w)

(205)

viene chiamata la seconda forma fondamentale di ¢ in P.

Osservazione importante

La definizione di prima e seconda forma fondamentale non dipende dalla parametrizzazione scelta
per rappresentare la superficie. Ossia se ¥ é una superficie equivalente a ¢ allora la prima e la
seconda forma fondamentale definita tramite la ¢ e tramite la ¢» danno lo stesso risultato. Questo
fatto per la prima forma fondamentale é immediato in quanto si ottiene in ogni caso il modulo
del vettore del piano tangente che si sta considerando. Per la seconda forma fondamentale in-
vece la verifica é molto pit laboriosa. (Qui viene riportata per completezza ma non sard richiesta
all’esame).

176



Supponiamo dunque che ¢ e 1) siano due superfici equivalenti, che sia ¢(u,v) = 1 (g(u,v)) dove
g : A — B é un diffeomorfismo e che P = ¢(ug,vg) = ¥(s0,t0). Se w € Tp e w = a @y, + By, =
A, + B, dovremmo verificare che:

P O+ 205, a B+ oy, 57 = Ug AT+ 2050, AB + U, B (206)
Osserviamo in primo luogo che
_ . 9q 092
Pu = ws ou + wt ou
I 992

90@:1/)587+1/1t%

v

e quindi
agut o= (G455 ) vt (a G2 4552 )
Pertanto Dar Dar
A=az -+ 85
D’altra parte:
Puu = <wssggl z/}st%j) %wﬁﬁ;

Ricordando infine che 1 = ;- = 0, si ha:

Puu @+ 20, aB+ ¢y, 57 =
g1\’ dg1 0g1 g1\
_ Ll | 299 9329091 52 (091
Vi la <8u) t2ap ou Ov +h ov

991 992 991 992 0g1 g2 991 99z
L 2091 092 991092 L 961 092 2091 092
T [QQ ou Ju +2aﬂ<8u ov * ov u) +28 ov 611} *

092 2 092 092 092 2
2 (Y52 ZJ2 7 I2 2 [ ZJ=2 —
“ ( > t2ap ou Ov +h v

+

+¢# du
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=), A*+ 297, AB + 1y, B?

Sia ora w € Tp un vettore di modulo uno, chiameremo curvatura di ¢ nella direzione w
e nel punto P, la quantita:
k(w) =II(w)- v (207)

Indicando con
€= Pyu "V, f:@uv'yv g = Povov -V

B:(; J;) (208)

k(w)—<g>t~B-(g) (209)

Supponiamo ora che wy, ws € Tp, formino una base ortonormale di Tp, poniamo

e con B la matrice:

se W = ap, + By, risulta:

Hp = 3 (k) + k() (210)

La quantitd Hp viene chiamata la curvatura media di ¢ in P. E interessante notare che la
curvatura media non dipende dalla base ortonormale scelta in Tp. Questo é una conseguenza della
validita della seguente formula che pud essere utilizzata per calcolare la curvatura media:

1 _leG-2fF+gFE

Hp==-tr (B-T7Y) = 211
p=gtr )= Fc-m (211)

dove tr indica la traccia della matrice indicata.

Dimostrazione della (211) Ogni vettore w € Tp pud essere rappresentato sia tramite la base
Yu, Py che tramite la base wy, ws. Supponiamo che sia:

W= AW+ A we =y, + By

Possiamo definire una funzione lineare L : R? — R? con la legge L(a, 3) = (A1, A2). A tale
applicazione lineare resta associata una matrice 2 x 2: A, tale che

v (5)=(%)

e quindi

Supposto allora che sia wy = a @, + 5 @y, risulta:

k(w1>—<§>t~B-(§)—{A1'(3)]t'3'[A1‘<é>}_
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_(é)ﬁm1YJ&A1.(5>—XA553‘AqM

In modo simile, si ottiene:

k(ws) = [Al. ( (1) ﬂt B. {Al . ( (1) ) - [(Afl)t. B.Afl}22

Hp:%n[@vﬂf.B-Aﬂ}:%m[B-A*P(A*wﬁ]:

Pertanto

el )= e 0

Concludiamo la dimostrazione di (211) facendo vedere che A’ - A = T'. Infatti

Tll:E:%.%:[A.(é)].[A.(é)]:<é)t.At.A.<é):(At.%

Analogamente si prova che

Tio= (AU~ A),,, Too= (A" A),,

217

La formula (211) che permette di calcolare la curvatura media di una superficie assume una
forma particolarmente semplice quando la superficie é grafico di una funzione. In questo caso si
ha ¢(u,v) = (u,v, f(u,v)) e quindi:

Pu = (1707fU)7 Pov = (07 1afv)v Puu = (O»vauu), Puv = (O;O»fuv)» Pyv = (anafvv)

_( 1+ fuf
T_( fufv 1+ 3)

T71 — ]‘ ( 1+f§ _fufv )
1—|—f5—|—fg —fu fo 1+f3

VIH 2+ 72\ fuw fou
Pertanto

HP:} (1+f3) fuu_zfu.fv fuv+(1+f3) fvv :leU(T(f)) (212)

? (Vitrr ) ?

dove abbiamo indicato con

(fus fo)
V14 f24 f2

Per comprendere meglio il significato geometrico delle definizioni di curvatura di una superficie
in una direzione e di curvatura media, sara utile la seguente osservazione.

T(f) =

OSSERVAZIONE
Se w € Tp(p) é un vettore di modulo uno, allora k(w) é la curvatura con segno ( nel senso
dell’osservazione i) ) della curva piana che ottiene intersecando il sostegno della superficie ¢ col
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piano individuato dai vettori w e v ( il versore normale a ¢ in P ).

Per verificare questa affermazione, supponiamo che il sistema di riferimento in R? sia scelto in modo
che l'origine coincida col punto P e che e; = w, e3 = v. Supponiamo inoltre che la superficie sia
grafico di una funzione f e quindi parametrizzata dalla funzione p(u,v) = (u,v, f(u,v)), (u,v) €
: A C R?, con A aperto contenente (0,0) e »(0,0) = P =0, f,(0,0) =0, £,(0,0) = 0. Risulta
allora, dalla (209):

k(w):<é>t.3- ( é):BuzBllsz(o,o)

D’altra parte, la curva intersezione del piano individuato dai vettori w e v con la superficie ¢ si
pué parametrizzare con la funzione ¥ (u) = (u,0, f(«,0)) e quindi per la (190), k£(0) = f,.(0,0).

Concludiamo questo paragrafo con due esercizi:

a) Curvatura media di una sfera Consideriamo per esempio la calotta inferiore di una sfera
di centro l'origine e raggio R che possiamo considerare il grafico della funzione:

fu,v) = =/ R2 — u? — 02
Risulta:
u v R?
u:77 ’U:i?]‘—"_ ’3+ 3:7
heamr e T T

e quindi T(f) = (“1’%”) e quindi, usando la formula (212), Hp = +.

b) Curvatura media di una catenoide Consideriamo nel piano y, z il grafico della funzione
cosenoiperbolico, ossia I'insieme dei punti (cosh w,u), u € R e facciamo ruotare tale grafico
attorno all’asse z. Si ottiene cos una superficie che pué essere parametrizzata dalla funzione

©(u,v) = (cosh u cos v,cosh u sin v,u), u € R, v € (0,27)

che é nota col nome di catenoide e che é del tipo indicato in figura:
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Si ha:
@y = (sinh w cos v,sinh u sin v, 1)
©y = (—cosh u sin v, cosh u cos v,0)
F =1+sinh? u=cosh® u, F=0, G =-cosh?®u

71 1 cosh? u 0
~ cosh? u 0 cosh? u

(— cos v, —sin v, sinh u)

UV =
cosh v

@uw = (cosh u cos v, cosh u sin v,0)
Yuv = (—sinh u sin v,sinh u cos v, 0)
Yyy = (—cosh u cos v, —cosh u sin v,0)
e=—coshu, f=0, g=-coshu

Possiamo quindi concludere, usando la formala (211), che

1 _q 1 —cosh u 0 cosh? u 0
Hp_itr(B'T )_Qcosh4u tr< 0 coshu)'< 0 cosh2u)_

_ 1 w [ cosh® u 0 -0
~ 2cosh* u 0 cosh® u ) —

¢) Curvatura media di un toro Consideriamo nel piano y, z le circonferenza di centro (R, 0)
e raggio r € (=,r) di equazioni parametriche y(u) = R+ cos u, z(u) =7 sinu, w€0,2m)
e facciamo ruotare tale circonferenza attorno all’asse z. Si ottiene cos una superficie che pué
essere parametrizzata dalla funzione

p(u,v) = (R+r cos u) cos v,(R+r cosu) sinwv, rsinv), ue (0,27), ve (0,2m)
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che é un toro. Si ha:
@y = (—rsinu cos v, —r sin u sin v, r cos u)
wy = (—(R+ 1 cos u) sin v, (R+ 7 cos u) cos v, 0)

E=¢,-ou=71% F=0, 0,=0, G=, p,=(R+r cos u)?

71 1 (R+7cosu)? 0
"~ r2(R+7 cos u)? 0 r?
v = —(cos u cos v, cos u sin v, sin u)

Yuu = (=7 cos u cos v, —r cos u sin v. —r sin u)

Yuv = (r sin u sin v, —r sin u cos v, 0)

©Vpv = (=(R+7 cos u)cos v, —(R+r cos u)sin v,0)

e=Quu V=", [=puw V=0, g=wu -v=(R+r cosu)cosu
Possiamo quindi concludere, usando la formala (211), che

1 1y 1 r 0 (R+rcosu)®> 0 ) _
HP_§W(B.T )_2r2(R+rcosu)2 ﬁT(O (R—i—rcosu)cosu).( 0 r? )

_1/1 cos U ~ R+2rcosu
2 ~ 27(R+ 7 cos u)
Da notare che se R > 27 la curvatura media del toro é non negativa.

T+R+rcosu

7.3 Area di una superficie ed integrali superficiali

Sia ¢ : A C R? — R? una superficie, definiamo area di ¢ e la indichiamo con A(¢) l'integrale:

Alp) =//A\<puA<pU|dudv (213)

Per motivare tale definizione, consideriamo il caso geometrico semplice in cui ¢ sia lineare; ossia

x(u,v) =aru+brv
y(u,v) = agu + by v
z(u,v) = azu+ bz v

e supponiamo A = [0,1] x [0,1]. In questo caso ¢(A) é il parallelogramma generato dai vettori
=B. A

©(1,0) = A e ¢(0,1)

Essendo ¢, = A e ¢, = B si ha:
A(p) = area del parallelogramma = [A A B| = [p, A ¢,

Nel caso che ¢ sia il grafico di una funzione, ossia ¢(u,v) = (u, v, f(u,v)), otteniamo la formula:

A(p) = //A V14 f2+ f2dudv (214)

Analogamente nel caso che ¢ sia una superficie di rotazione attorno all’asse z di una curva ¥ (t) =
(y(t),2(t)) t € [a,b] contenuta nel piano (y, z) la formula per I’area diventa:

b
Alg) =27 / y(t) /o2(0) + 22(0) dt (215)

Vediamo per concludere alcuni esempi.
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1. Area di una sfera La semisfera superiore é grafico della funzione
flu,v) = VR? —u? —v? (u,v) € A= Bg(0,0) .

Essendo
—u —v
fu = ’ f’u =
R2 —u2 — 12
si ottiene, passando in coordinate polari:

A(<p):2//f‘\/mdudu:2//f‘#dudv:

RZ _ 02 _ 12
an [ R PR (—\/R2 - pQ’R) — 47 R?
2. Area del toro Usiamo la formula dell’area per una superficie di rotazione. In questo caso

si ha ¢ (t) = (R+r cost,r sint) t € [0,27]. Essendo ¢'(t) = (—r sint,r cost), risulta:

27 27
A(p) = 271'/ y(t) VY2 (t) + 22(t) dt = 271'/ (R+7 cost)rdt =47* Rr
0 0

Sia ora ¢ : A C R? — R? una superficie e f : B C R® — R una funzione continua con
»(A) C B, allora definiamo 'integrale superficiale di f su ¢ (0 su p(A)) il seguente integrale:

[ rir= [ [ st ion e dua

Usando l'integrale superficiale, si possono scrivere le formule di Gauss-Green ( o il teorema della
divergenza) anche per funzioni di tre variabili.

Supponiamo infatti che X C R? sia un insieme limitato la cui frontiera 90X sia di classe C* ( o di
classe C! a tratti). Allorase f € C'(X) e se indichiamo con v : X — R? il versore della normale
esterna, possiamo scrivere le formule:

///X gi(x,y,z)dzdydz/(?xfylda

///X Z—ch(x,y,z)da:dydz:/ 8Xf1/2d0
///Xgic(x,y,z)dmddeZ//aXfygda

Oppure se F' : X — R3 é una funzione a volori vettoriali di classe C*(X), allora:

/// diVFdl‘ddeZ/ F-vdo
X X
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8 TEOREMA DEL DINI SULLE FUNZIONI IMPLICITE

8.1 Teorema del Dini per funzioni di due variabili

Sia F' € C'(A) una data funzione, dove A é un aperto di R?. Supponiamo che (z¢, o) € A sia un
punto tale che F(xo,y0) = 0 e che %(wo,yo) # 0. Allora esistono r, R due numeri positivi, tali
che, posto I = [xg —r,xz0 + 7] e J = [yo — R,yo + R], risulta:

i) IxJCA,
ii) Vo € I 3un unicoy € J con F(z,y) =0

iii) se indichiamo con f : I — J la funzione defita da: Yz € I, f(x) = ” l'unico y € J con F(x,y)
= (7, otteniamo una funzione f € C*(I) per la quale vale la formula:

oF X X
f(z) = g;Ex f(x)) Vo el (216)
oy \"

La funzione f viene chiamata la funzione implicita definita dall’equazione F'(z,y) = 0 nell’intorno
del punto (z,yo)-

Dimostrazione. Supponiamo che sia %—Z(xmyo) > 0. Per il teorema della permanenza del

segno esiste R > 0 tale che:
1) [I‘o _R7x0+R] X [yO _Ray0+R] - A7
ii)
oF
Fy(ﬂf,y) >0V(z,y) € [vo — R,x0 + R] X [yo — R,yo + R

Da notare inoltre che, se indichiamo con m il minimo della funzione ‘?9—1; in [xg— R,z0+ R] X [yo —

R, yo + R], risulta m > 0. Se indichiamo ora con:

si ottiene che g(yo) = 0 e ¢'(y) = %(mo, y) > 0 Yy € J. Pertanto g é una funzione strettamente

crescente. Se ne conclude che: g(yo—R) < 0 e g(yo+R) > 0. Consideriamo infine le due funzioni:
hy(z) = F(z,yo+ R) e h_(x) = F(x,y0— R) x € [xg — R,x0 + R]

Risulta:
hy(zo) = F(xo0,90 + R) = g(yo + R) >0

h_(x9) = F(xo,y0 — R) = g(yo — R) <0

Sempre per il teorema della permanenza del segno esiste allora r > 0 (r < R) tale che:
hi(x)>0eh_(z) <0 Vz€lxzg—rao+r]=1
Osserviamo infine che, se fissiamo = € I, la funzione:

ug(y) = Fx,y) yeJ
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risulta strettamente crescente in quanto

Inoltre:
uz(yo — R) = F(x,y0o — R) =h_(x) <0,

Per il teorema degli zeri, esiste quindi un punto y € J con F(x,y) = 0. Tale punto y é poi unico
perché la funzione u, é strettamente crescente. Per provare che la funzione implicita f é regolare,
cominciamo coll’osservare che se 2, T € I (x # T), per il teorema di Lagrange applicato alla funzione
F, esiste un punto (¢, d) sul segmento congiungente i punti (z, f(x)) e (Z, f(T)) tale che:

=F@J@D—F@J@D=%§@@@—f%+%?@@U@%%@D

Ossia: oF
[@) - 1@ _ 9E(ed)
T-7 97 (c,d)
e quindi, indicando con M il massimo della funzione ’%‘ in I x J,siha:
f@) —1@| M
T - m

Se ne conclude che la funzione f é lipschitziana in I e quindi é continua. Facendo tendere x ad T

nella relazione:
flo) = f@ _ GE(ed)

T—T B %I;(cd)

si ha che f(x) tende a f(Z) per la continuita della f e quindi il punto (c,d) che sta sul segmento
congiungente (z, f(z)) con (%, f(T)) tende a (T, f(T)). Si ottiene quindi la formula:

%G @)
/x:_am
I = =590 @)

8.2 Osservazione

Supponiamo che sia F(zq,y0) =0, 31/ E(26,10) = 0 ma che 2 = E(20,10) # 0. Allora vale un teorema
del Dini simile al precedente con x e y scambiati tra di loro, ossia esistono r, R due numeri positivi,
tali che, posto I = [zg — R,zo + R] e J = [yo — r,yo + r]|, risulta:

i) IxJCA,
ii) Yy € J 3 un unico x € I con F(x,y) =0
iii) se indichiamo con g : J — I la funzione defita da : Yy € J , g(y) = ” 'unico z € I con
F(x,y) = 07, otteniamo una funzione g € C*(J) e vale la formula:
OF
, a7 (W), y)
9W =~y WweJ
7 (9).w)
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8.3 Osservazione

Supponiamo che sia F(zg, ) = 0, %—z(xo, yo)=0¢e %(Jfo, yo) = 0. Allora in generale un teorema
tipo Dini non vale, come si pu6 vedere dagli esempi:

F(l‘my) = .1'2 +y2 € <x07y0) = (050>7
F(a:,y) = 332 - y2 € (x07y0) = (030)7

Infatti nel primo caso 'insieme:

C={(z,y); F(z,y) =0}

si riduce all’unico punto (0, 0), mentre nel secondo caso l'insieme C é costituito dalla riunione di
due rette ( le due bisettrici del primo e del secondo quadrante ) e quindi nell’intorno di (0,0) non
é grafico né nella direzione dell’asse y né nella direzione dell’asse x.

8.4 Osservazione : equazione della retta tangente

Se valgono le ipotesi del teorema del Dini in (xg,yo), allora Iinsieme C nell'intorno del punto
(70,%0) é grafico di una funzione di classe C' ed ammette quindi retta tangente. Supponiamo per
esempio che sia %—5(3:0, yo) # 0, e indichiamo con f la funzione implicita, allora 1’equazione della

retta tangente diventa:

LTaygm
v = Flao) + /(20 — x0) = yo — Tz

x — xg)
yy(iﬂmyo)

Ossias: oF oF
%(ﬂfo,yo)(ﬂlj — o) + afy(xo,yo)(y — ) =0.

8.5 Teorema del Dini per funzioni di tre variabili

Il teorema del Dini si pué dimostrare in maniera simile a quella da noi fatta per funzioni di due
variabili anche per funzioni di tre variabili. In particolare vale il seguente teorema.

Sia F € C'(A) una data funzione, dove A é un aperto di R3. Supponiamo che (zg,%0,20) € A
sia un punto tale che F(zo, yo,20) = 0 e che %—f(xo,yo, 20) # 0. Allora esistono r, R due numeri
positivi, tali che, posto B,.(zo,y0) = {(z,y) € R%; 22 +y?> <r} e J = [20 — R, 20 + R], risulta:

i) B.(z0,y0) x J C A4,

ii) V(z,y) € B,(w0,y0) 3 un unico z € J con F(x,y,z) = 0

iii) se indichiamo con f : B,.(7¢,y0) — J la funzione defita da: V(x,y) € B, (2o, %) , f(x,y) ="
I'unico z € J con F(x,y,2) = 07, otteniamo una funzione f € C*(B,(z¢,%o)) per cui valgono
le formule:

of _ 9L (2,y, f(z,y))
%(ffay) _‘g—f(x,y,f(x,y)) V(x,y) € By (x0,%0)
of . Gh(xy flay)
@(xa ) _%—Z(x,y,f(x,y)) V(w,y) € Br(manO)'



La funzione f viene chiamata la funzione implicita definita dall’equazione F'(z,y, z) = 0 nell’intorno
del punto (zg,yo). Ovviamente si ottengono risultati simili se si suppone:

OF oF

afy(mo,yoyzo) # 0 oppure %(50073/0,20) #0
Anche in questo caso, come nel caso di due variabili per la retta tangente, si pu6 ottenere I’equazione
del piano tangente alla superficie definita dall’equazione F(x,y,z) = 0. Infatti, supponendo che
sia %—I:(xo, Yo, 20) 7 0 ed usando la funzione implicita f, equazione del piano tangente al grafico

di f nel punto (zg, yo, 20) é

0 0
z =20+ afi(xo,yo) (x —x0) + afg(xo,yo) (y—yo) =

a
. g%(xo,yo,ZO) _ B %(xOuy0>ZO) B
=2 9F (lL‘ xo) BF Yy yO)
@(90073/0,20) @(xo,yo,zo)
ossia
OF oF OF

%(1170, Y0, 20) (x — x0) + afy(ffoa Yo, 20) (¥ — Yo) + E(‘T()vy(); 20) (2 —20) =0

8.6 Teorema del Dini per sistemi di due equazioni

Siano F,G : A C R® — R due funzioni di classe C'(A). Supponiamo di voler studiare il luogo
geometrico definito da :

C={(x,y,2) € A; F(z,y,2) =0 e G(x,y,2) = 0}

nell’intorno di un suo punto (xg, yo, 20)-

Se supponiamo che

oF
E(xo,ymzo) #0,

allora, per il teroema del Dini in R3:
Ir,R > 0 tali che {(x,y,2) € A; F(z,y,2) =0 } N B.(x0,%0) X [20 — R,20 + R| =

= {(‘T7 Y, f(a:,y)) 5 (ma y) € Br(anyo)}

dove f é la funzione implicita definita dall’equazione F(x,y,z) = 0. Posto infine ¢(x,y) =
G(z,y, f(z,y)), risulta che il vettore (z,y, f(z,y)) € R? sta in C se e solo se ¢(x,y) = 0. Se
supponiamo infine che

%(Io,yo) #0

possiamo concludere che esistono due intorni U e V rispettivamente di xg e yg tali che :
i)
UxV C B(z0,%) ;
ii)
{(z,y) ;0(x,y) =0} NU xV ={(z,9(z)) ;2 €U }

con g : U — V la funzione implicita.
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Ne deriva quindi che :
CNU XV x[z0 = R, 20 + R = {(, 9(2), f(x,9(x))) ;2 € U}
e quindi é il sostegno di una curva regolare. Da notare che I'ipotesi g—f(xo, yo) # 0, diventa :

0 oG 0 0
%(xoayo) = éTy(on,yano) + &(ffo»yoazo) %(xoayo)

e quindi :

%(x )—%(x Z)—%(x ZO)M
By 0,Y0) = ay 05 Y0, 20 0z 0, Yo, %($O’y0720)

Pertanto l'ipotesi fatta si riduce alla condizione:

oF oG oG oF
@(Cﬁo,ymzo) (ny(meyo,Zo) - 5(960,90,20) Fy(l‘o,yo,zo) #0

che pud anche essere scritta come:

?TZ(%WOJO) %(moay()vZO)
det #£0

55 (20,0, 20) 32 (20, Y0, 20)

Notiamo che la matrice considerate é il minore 2 x 2 che si ottiene elinimando la prima colonna
dalla matrice jacobiana della funzione a valori in R? di componenti (F,G):

63*_5(550790’20) %(zoaymzﬂ) %(x07y0320)

%(xo’yovzo) %(3707210720) %(l‘o,yo,zo)

Da notare infine che, posto y(z) = g(z) e z(z) = f(x, g(z)), dalle due identita :

{ Fz, y(x), 2())
Gz, y(x), z())

valide Vx € U, derivando rispetto ad x, si ottiene:

0
0

G (2,y(2), 2(2)) + G5 (2, y(2), 2(2)  (2) + G (2, y(@), 2(x)) #/(2) = 0

9e (@.y(2), 2(2)) + G (@, y(2), 2(2)) ' (2) + 5F (2, y(2), 2(2)) #'(x) = 0

e, risolvendo il sistema ( che é lineare nelle incognite ¢ e z’), si ricavano le derivate y'(z) e 2'(z).
Possiamo quindi enunciare il seguente

Teorema Supponiamo che:

8(F G) %‘5(%0’3/0720) %{(330790,20)
det "2 (0, Y0, 20) = det #0
3(yaz) 9G

oy (20, Yo, 20) 95 (o, o, 20)
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Allora esistono tre intorni U,V e W rispettivamente dei punti zq, y9 € zo tali che:
CNU XV xW)={(z,y(x),2(z) s €U}
con y(z) e z(x) funzioni di classe C* in U.

Risultati simili si hanno anche se vale:

oF

O(F, Q) ax(Io,yo7zo) %¥§($07y0,20)
det "~ (x0, Yo, 20) = det #0
d(z, z) G G
Oz (70, Yo, 20) };;($07y0,20)
oppure
d(F,C %%(woayo,zo) %(56072/0,20)

y)(x07y0a20) = det #0
%%(anyOWZO) %(movy()az())

Vediamo ora alcuni esempi
1. Vericare che le equazioni

22 4+2y24+322-6=0
zyz—1=0

nell’intorno del punto (1,1,1) determinano una curva regolare. Trovare le equazioni della retta
tangente a tale curva in (1,1,1).

Se indichiamo con H : R® — R? la funzione che ha come componenti le funzioni che sono a primo
membro delle equazioni considerate, si ha:

Yyz Tz TY

2 4 6

4 6
det(1 1)——27&0

per il teorema del Dini, esistono r, R > 0, tali che

e quindi

Essendo

CNn(l—=mr1+47 xBr(1,1))={(z,y(z),2(z)) , €[l —r,1+7]}

dove abbiamo indicato con C 'insieme delle soluzioni del sistema considerato, con Br(1,1) la sfera
due-dimensionale di centro (1,1) e raggio R e con y(z),z(z) le due funzioni implicite. Derivando
le due identita

zel—r1+7]

{ 2?2 +2y%(x) +32%(x) —6=0
zy(x)z(z) —1=0

otteniamo:
{ 2z +4y(x)y'(x) +62(z) 2/ () =0
y(@) z(z) + zy/ () 2(z) + 2 y(2) 2'(2) = 0
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e quindi, ponendo z =1
2+4y'(1)+62'(1)=0
1+y'(1)+2(1)=0

Allora 3/(1) = —1 — 2/(1) e sostituendo nella prima equazione 2 —4 —42'(1) + 6 2'(1) = 0. Ossia
Z'(1) =1 e y'(1) = —2. Possiamo quindi concludere che il vettore (1,—2,1) é tangente alla cuva
considerata nel punto (1,1,1). Le equazioni parametriche della retta tangente sono dunque date
da

z(t) =1+t
yt)=1-2t teR
2(t) =1+t

2. Verificare che I’equazione
2 +22%y+y -y —32=0

definisce nell’intorno del punto (1, 1) una curva regolare e trovare I’equazione della retta tangente
a tale curva in (1,1).

Posto
F(z,y) =2 +22%y+y* —y° - 3z
risulta OF
—(z,y) =222+ 2y — 3¢?
3y (z,y) =22" +2y -3y
e quindi %—5(1, 1) =1 # 0. Pertanto, per il teorema del Dini, in un intorno del punto (1,1), il

luogo degli zeri della funzione F' é il grafico di una funzione regolare che indichiamo con y(z). Vale
dunque l'identitéa:
2* 4222 y(2) + 12 () — 4 () — 33 = 0

e quindi, derivando, ottengo
3a? +dzy(r) + 227y (2) + 2y(x) y'(z) = 3y° ' (2) =3 =0

e, perxz=1
3+4+2y(1)+2y(1)—-3y'(1)—3=0

e quindi 3’(1) = —4. Pertanto, 'equazione della retta tangente richiesta é y =1 — 4 (z — 1).

8.7 Teorema del Dini : formulazione generale

Sia F' : A — R™ una funzione di classe C'(A), dove A é un aperto di R**™. Indicheremo con x

la variabile in R™ e con y la variabile in R™ e con i simboli g—f e %—Z, rispettivamente le seguenti

matrici:

h(w,y) @y - FE(zy)
9 9 9
gi(x,y) = 35? (!L‘/y) 85; ($7y) 85721 (l’,y)
X .
OF,, OF, OF.,
851 (xv y) 322 ($7 y) e BI;R (2177 y)
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e} o 9
OF OF OF OF:
sy = wy) aloy) gy

Wor(z,y) Pom(a,y) - Gm(ay)

Supponiamo ora che (zg,yo) € A sia un punto tale che F(xg,yo) = 0 e che

det (gj(xo,yoo #0.
Allora esistono r, R due numeri positivi, tali che, posto I = {x € R" ;|z —ao| <r}eJ = {y €
R™ 5 ly — yo| < R}, risulta:
i) IxJCA,
i) Ve € I 3 un unicoy € J con F(z,y) =0

iii) se indichiamo con f : I — J la funzione defita da: VY € I , f(x) = ” 'unico y € J con F(x,y)
= 07, otteniamo una funzione f € C*(I) e vale la formula:

e = = (Gt s@)) - Gote s Vo (217)

dove abbiamo indicato con (M)~! l'inversa della matrice M e col simbolo - il prodotto riga
per colonna di due matrici.

La dimostrazione del teorema del Dini nel caso generale é molto pit complicata che non nel
caso due—dimensionale e si basa su di un teorema generale di Analisi funzionale noto col nome di
teorema delle contrazioni che enunceremo e dimostreremo preliminarmente.

TEOREMA DELLE CONTRAZIONI Sia (X, d) uno spazio metrico completo e sia & : X —

X una contrazione, ossia una funzione tale che
d(®(x),®(y)) < ad(z,y) Va,ye X (218)
dove a € (0,1). Allora esiste un unico z € X tale x = ¢(z).

Dimostrazione del teorema delle contrazioni Sia xg € X, definiamo per n € N/, n > 1:

Non é difficile verificare che la successione {z,, }, ¢ una successione di Cauchy. InfattiVn € N, n >

2 vale la diseguaglianza:
d(xp, 2n_1) < o™ Vd(xy,20) (220)

Infatti, ragionando per induzione, risulta:

d(w2,71) = d (®(x1), P(20)) < ad(z1,20)
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d(xn+17mn) = d(q)(xn)a (I)(xnfl)) < ad(xnwrnfl) < a” d(xth)

Risulta infine se n,m € N, n > m:

d(Zm,2n) < .ZH d(zj,zj-1) < ‘ZH o d(zy,30) < md(%,xo)
j=m j=m

Essendo X uno spazio metrico completo esiste quindi

lim z, =7 € X

n—oo
Dalla definizione di z,, e dalla continuitd della contrazione @, risulta allora:z = ®(Z). La verifica
che il punto unito T trovato é unico, viene lasciata per esercizio.

Dimostrazione del teorema del Dini nella sua formulazione generale
Supponiamo per semplicitd che sia (xg,y0) = (0,0). Se indichiamo con

oF oF

Ra.y) = Flay) = 50— 5

o 0)-y

otteniamo una funzione da R"*™ — R™ che ha derivate parziali nulle in zero. Fissato dunque
€ > 0 possiamo scegliere R > 0 tale che

(a:,y)‘ < g, %Zl(a:,y)’ <e (221)

ORy,
8%—
V(x,y) € Br(0) x Br(0) CR" x R™, h={1,2,--- ,m}

Dalla definizione di R, risulta che

oF oF
F(r,y) =0 <= 6Ty(O) cy=R(z,y) — %(0)- T

ed essendo la matrice %—5(0) invertibile, risulta

Flz,y) =0 <=y = (%1;(0))1 “R(z,y) — (561;(0)>1. (é;i(o) : x) =

= G(z,y) — L(z) = (x,y)

Verifichiamo ora che esiste r € (0, R) tale che:

i)
®(z,y) € Br(0) Vz € B,(0), y € Br(0)

i)
1
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Infatti, se indichiamo con

oF
v=[a ol v]

o)

risulta, tenendo conto di (221)
|®(z,y)| < M|G(z,y)| + M N|z| <2ev/n MR+ MNr

Pertanto se scegliamo
R

2e /M <
evnM < MN

r <

)

N |
V]

abbiamo
|®(z,y)| <

R R
2L <R
2+_2

D’altra parte sempre ricordando le (221) e (222), si ha:

1
[@(2,y) = @(z,9)| < M|G(z,y) = Gz, y)| < Mevnly =y < 7|y =]

(222)

Possiamo pertanto concludere che Vz € B,(0) la funzione ®(x,-) : Bg(0) — Bgr(0) é una con-
trazione ed essendo X = Bg(0) con la distanza euclidea uno spazio metrico completo, applicando
il teorema delle contrazioni si ottiene che esiste un unico y € Br(0) con y = ®(x,y), ossia con
F(z,y) = 0. Risulta cosi definita la funzione implicita f : B,(0) — Bg(0) in modo che sia

F(z, f(z)) = 0. Per ottenere infine la (217) osserviamo che:

[f(@) = f(@)] < |G(z, f(2)) = G, (@) + [L(z) = L(T)] <

<Mevn(z—7|+[f(z) - f@)+MNlz -7 <

< (Me v+ MN)fe | + 17(x) — /(7|

Pertanto la funzione f risulta essere lipschitziana in B,.(0) e quindi continua. Infine, se poniamo:

P(t,2,7) = F(T + Uz =), f(Z) + t(f(z) - [(T)))

risulta se z, T € B,.(0):

0= Fla,f(@) - P f@) = [ G (o)t =

B P L Y S N
- E(O7$7x)+/0 <8t(t,x7x)_ at(07xv$)) dt =

oF

e . OF _ . _ _ _
= 9z @ @) (@-2)+ 5@ f@) - (f(2) = f7@) + B, 7)

Ne deriva che possiamo scrivere, essendo la matrice %—5(5, f(@)) invertibile:

- 1@ = (B s@) - (L @)+

+ (ij(m f(x))) - E(z,7)
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La (217) deriva infine dal fatto che, essendo le derivate prime di F' funzioni continue

lim —— (gz(:c,f(x)))_l  E(,7) =0

T |x — T

8.8 Teorema dei moltiplicatori di Lagrange per funzioni di due variabili

Cominciamo col dare la seguente definizione.

Definizione Sia f : A — R una data funzione dove A C R? é un aperto e sia V C A. Di-
remo che un punto (zg,yo) € V é un punto di massimo ( o di minimo) relativo per f
rispetto al vincolo V se:

dr > 0 tale che f(x,y) < f(x()ayO) (f(xay) > f(x07y0) ) V(.T,y) evn BT(x()?yO)

Interessante é considerare il caso in cui V sia il sostegno di una curva ¢ : [a,b] = A e (xg,y0) =
o(to) con tg € (a,b). Allora la funzione composta:

g(t) = f(p(t))
ha un massimo relativo ( o un minimo relativo ) nel punto ¢y e quindi ¢'(¢g) = 0, ossia, supposto

p(t) = (=(t),y(1)):

0= S 0,00 (10) + FL (v, 10) = grad an, ) - 1),

Ossia il gradiente di f in (zg,yo) é ortogonale alla curva ¢ nel punto p(tg).

Supponiamo ora che il vincolo sia
V={(z,y)€A; Flz,y) =0}

dove F' : A — R é una funzione di classe C*(A). Supponiamo inoltre che (zg,0) € V sia un punto
di massimo ( o minimo ) relativo per f rispetto a V e che grad F'(zo,y0) # 0 (ossia supponiamo
che valgano le ipotesi del teorema del Dini). Possiamo allora supporre che esistano due intervalli
I e J, rispettivamente di centro xg e yo tali che:

VnlxJ={(z,h(z)), ze€l}

( dove abbiamo indicato con h la funzione implicita ). Ora la funzione g(x) = f(z,h(x)) ha in
x = xo un massimo (o un minimo) relativo e quindi:

M B0 ) of
0=g'(x0) = P (%0,y0) + 9y (x0,90)h (10) = o (70,%0) %’Z(xo,yo) By (%0,%0)

Se inchiamo ora con: of
aj,(%» Yo)

oF

Ao =
Ty(ffo,yo)
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otteniamo: of oF
%(5807110) - Ao %(%,yo) =0

D’altra parte, dalla definizione di Ay, ottengo:
%(fcowo) — Ao %(%,yo) =0
Ricordando infine che F(zq,y0) = 0, ottengo le tre relazioni:
9L (w0, 90) — Ao 2L (w0, 90) = 0
SL(w0,90) — Mo %5 (w0, 90) =0

F(x,y0) =0

Queste relazioni ci dicono che il punto (zg, %o, Ag) € R é un punto critico per la funzione di tre
variabili:

H(.T,y,)\) :f(xay)f)‘F(xay)

Possiamo quindi concludere questa considerazioni, enunciando il segunte

Teorema dei Moltiplicatori di Lagrange Sia f : A — R una funzione di classe C!(A4).
Supponiamo inoltre che (xg,yo) € V sia un punto di massimo (o di minimo ) relativo per f rispetto
al vincolo V dove V = {(z,y) € A, F(x,y) =0 } e che grad F(z¢, yo) # 0. Allora esiste un numero
reale \g, tale che la terna (zg, yo, Ag) é un punto critico per la funzione di tre variabili:

H(ZL‘,y’A) :f(fE,y)*)\F(‘T,y) .

8.9 Teorema dei moltiplicatori di Lagrange nel caso generale

Usando il Teorema del Dini nella sua formulazione pit generale, possiamo enunciare il seguente:

Teorema dei Moltiplicatori di Lagrange Sia f : A — R una funzione di classe C1(A)
dove A é un aperto di R"™™. Indicheremo con z la variabile in R™ e con y la variabile in R™.
Supponiamo che (zg,yo) € V sia un punto di massimo (o di minimo ) relativo per f rispetto al

vincolo V dove V = {(z,y) € A, F(z,y) = 0} e la funzione F' : A — R™ sia una funzione di classe
C1(A). Supporremo inoltre che

det (635(%0’%0 #0.

( Stiamo usando le notazioni del Teorema del Dini )
Allora esiste un vettore A\g € R™, tale che il vettore (zg, %o, Ao) € R* ™™™ & un punto critico per
la funzione H : A x R™ — R definita da:

H(Z‘,y,)\) :f(xvy)_)‘ F(I,y) :f(xvy)_z)‘ij(x7y) .

Consideriamo ora alcuni esempi
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1. Travare il massimo e il minimo valore della funzione f(x,y) = 2% + 2y + y? al variare di
(z,y) nell'insieme V = {(z,y) € R?, z? +y* = 1}.
Usando il teorema dei moltiplicatori di Lagrange, consideriamo il sistema:

2¢4+y—2Ax=0
rT+2y—2Ay=0
22412 —-1=0

Dalla prima equazione ottengo y = 2Ax — 2x e quindi dalla seconda =+ 4Ax —
4r — 4Nz +4 2 =0 ,ossia z(4X\? —8A+3) =0 . Siccome x non pud essere zero
( altrimenti sarebbe anche y = 0 e quindi la terza equazione non sarebbe verificata), deve
essere 402 —8A+3=0 equindiA\=3/20A=1/2. Se A=3/2, alloray =z e quindi,
dalla terza equazione, otteniamo 2 z? = 1. Il sistema iniziale ammette quindi le due soluzioni

) - Cn)

Infine se A =1/2, allora y = —z e ottengo le altre due soluzioni
( 1 1 1) ( 1 1 1)

Ty T T =0 o € T T =y T =

V2 V272 2722

(CEARIE
()1 ()

otteniamo il valore massimo e il valore minimo cercati.

Essendo

N = N W

2. Sulla retta r di equazioni
r+y+2z—-1=0
r+2y—2z2—3=0

trovare il punto di r che ha minima distanza dall’origine.
Usando, per semplicitd, la distanza al quadrato, dobbiamo trovare i punti critici della funzione
di cinque variabili

H(x,y,z,/\,,u) :1‘2+y2+2’2—A($+y+Z—1) —M($+2y—22—3)
Si tratta quindi di risolvere il sistema

20— A—u=0
2y—A—2pu=0
22—=A+2p=0
z4+y+2—-1=0
r4+2y—22—-3=0

Dalla prima equazione ottengo A = 2x—p . Sostituendo nella seconda 2y—2x+u—2u =
0 , ossia

_2x+up
V=
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Sostituendo nella terza equazione, ottengo 2z —2x+u+2u =0 ossia

Z_Qm—Bu
2
Infine, dalle due ultime equazioni
x—&—&;m—F@:l 2x+pu+2x+2x—3pu=2 6x—2pu=2
r+p+2z—2x4+3p=3 r=3—4p r=3—4p
Ne deriva quindi che
L6 8 T _u 5
BETHNRE T B3 YT ST

Abbiamo quindi che il punto
po (11 =5
- \137137 13
¢ il punto sulla retta che ha minima distanza dall’origine.

. Trovare il valore massimo e il valore minimo della funzione f(z,y) = a? + y? (dove p > 1 6
un numero fissato) sul segmento S = {(z,y) € R?>, x>0, y >0, x +y = 1}.

Osserviamo che negli estremi del segmento si ha f(1,0) = f(0,1) = 1. Cerchiamo gli eventuali
punti di massimo o minimo relativi all’interno del segmento S col metodo dei moltiplicatori.
Si tratta di trovare i punti critici della funzione:

H(x7y,)\):xp—|—yp—)\(x+y—1)

Ottengo il sistema:

pxP~t —A=0
py? ' —=A=0
z+y—1=0

Sottraendo le prime due equazioni, si ha z = y e quindi 'unica soluzione z = y = 3. Siccome
f(3,3)=21"P <1, otteniamo che
21T <P 4y <1V (r,y) €S

Osserviamo infine che se a,b € R sono due numeri positivi, allora

a b

x:a—i—b ¢ y:a—i—b

sono due elementi di S. Si ottiene pertanto la disuguaglianza

2P (a+b)P <a’ +W¥ < (a+bP Ya,bER,, a,b>0

. Trovare la distanza di un punto (xg,yo) del piano da una retta r di equazione ax+by+c =0
che non passa per tale punto.

Considerando, per semplicitd la distanza al quadrato e usando il teorema dei moltiplicatori,
dobbiamo trovare i punti critici della funzione:

H(x,y,/\):(z—xo)z—(y—yO)Z—)\(ax+by+c)
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Si ottiene il sistema:
2(x—x9)—Aa=0
2(y —yo) —Ab=0
ar+by+c=0
Dalle prime due equazioni ottengo

T=z —|—éae = —l—éb
=TTy Yy=4r5

e quindi sostituendo nella terza

A A
aac0+a2§+byo+b2§+c:0

ossia,
i _axgtby+c
Rl e e

a? + b2

Ottengo quindi 'unico punto

. _aaxo—i—byo—i—c
— 4o a2 1 b2
B _ba$0+byo+c

y_yo a2+b2

Si ottiene quindi per la distanza di (xg,yo) dalla retta r la formula

_Jazo +byo + ¢l

dist((zo,y0),7) Nz

. Trovare il massimo ed il minimo valore della funzione f(z,y) = ?+y? —2x +¥ sul compatto
K ={(z,y) € R? 22 +y* < 4}.

Osserviamo in primo luogo che se il punto di massimo o di minimo é interno al compatto K
allora sard un punto critico, mentre se sta sulla frontiera di K allora sard anche un punto di
massimo o minimo vincolato. I punti critici interni si ottengono risolvendo il sistema:

22 -2=0
2y+1=0
Pertanto abbiamo un unico punto critico all’interno di K che é (1, —%) Per studiare la

funzione f sul bordo usiamo il metodo dei moltiplicatori. Dobbiamo quindi trovare i punti
critici della funzione H(z,y,\) = 22 + y? — 22 +y — A(2? + y? — 4) Abbiamo il sistema:
20 —2-2Xz=0
2y4+1—-2Xy=0
> +y?—4=0

Moltiplicando la prima equazione per y e la seconda per z e sottraendo, ottengo z = —2y .
Sostituendo nella terza, ottengo le due soluzioni

(53 + (53)
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Calcolando infine i valori di f nei punti trovati, otteniamo:

()t 1) B)

Pertanto, confrontando il valori, si ottiene che il valore massimo di f é —% mentre il valore

massimo é 4 + %.
8.10 Sull’invertibilita locale di una funzione

Sia f : A — R™ una funzione di classe C*(A) dove A é un aperto di R™. Supponiamo che zg € A
sia un punto tale che
det(J; (o)) 0 .

Allora esistono due intorni aperti U,V C R"™ rispettivamente dei punti zg e yo = f(z¢) tali che la
funzione f : U — V é una corrispondenza biunivoca e la sua funzione inversa é di classe C1(V).

Dimostrazione Indichiamo con F(z,y) : A x A — R™ la funzione cosi definita:
Flz,y) = f(x) -y
Siccome

det (Zﬁ:(%w@) = det (Jp(zo)) #0,

possiamo applicare il teorema del Dini, per affermare che esistono due numeri reali positivi r, R
tali che Vy € B,.(yo) 3 un unico x € Br(xo) con F(x,y) = 0. Indicata con g : B,-(y0) — Br(xo)
la funzione implicita, risulta :

0="F(g(y),y) = f(g(y)) — y ossia f(g(y)) =y .

Ne deriva pertanto che posto: V = B,.(yo) e U = Br(zo) N f~1(B,(y0)), si ottiene che f : U — V
é una corrispondenza biunivoca e la funzione g : V' — U é la sua funzione inversa.
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9 FORME DIFFERENZIALI LINEARI

Indicheremo con (R™)* lo spazio duale di R™ ossia l'insieme delle funzioni lineari da R™ ad R.
(R™)* é uno spazio vettoriale di dimensione n e una base per tale spazio é data dalle funzioni:

Oj(z) =z, , j=1,2,...,n.

Infatti le funzioni II;(z) = z; , j = 1,2,...,n sono linearmente indipendenti e se L € (R")*
risulta:

L(z) = L(Z zje;) = ij L(e;) = ZL(%) 1 (z)

e quindi: L = Z?:I L(e;)II;.

Diamo ora la seguente definizione :
Chiameremo forma differenziale lineare o 1-forma ogni funzione
w A C Rn _} (R'IL)*

dove A é un insieme aperto. Un esempio molto importante di forma differenziale é il differenziale di
una funzione. Supponiamo f € C!(A) e consideriamo la funzione df : A — (R™)* (il differenziale
di f ) definita dalla legge:

Va € A df(z) = il differenziale della funzione f in z .

df (z) é un elemento di (R™)* e risulta:
(@) ) = gradi(x) -y =3 25y =Y £ () () vy € R

Da notare che se la funzione f é lineare, per esempio se f(x) = 2?21 ajrjcona; €R j=
1,2,...,n, allora:

W) =3 g @i =D ar; = 1)
j=
e quindi df (z) = f Vo € R™. In particolare risulta
dilj(z) =I; Ve e R" ej=1,2,...,n.
Con abuso di notazione noi indicheremo con :
de; =dIlj(z) =1, j=1,2,...,n

Con tale notazione risulta Vf € C*(A):
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In modo simile, se w é una forma differenziale lineare :

Za] )10, —Zaj x)dz;

Le funzioni a; : A — R vengono dette le componenti della forma differenziale. In particolare
diremo che la forma differenziale:
Z aj(x)dx;

é di classe C*(A) se le componenti a; € Ck(A) i=12,....n

Diremo anche che una forma differenziale continua w(z) = "

j=10;(x)dz; é esatta se:

3 f € C*(A) tale che g)—f(x):aj(x) VeeAeVj=1,2,...,n
Ty

La funzione f viene chiamata una primitiva di w o un potenziale di w.

9.1 Integrale di una forma differenziale lungo una curva

Sia w(z) = -7, a;(x) dx; una forma differenziale lineare in A C R" e ¢ : [a,b] — R™ una curva

di classe C! (o di classe C! a tratti ) con sostegno contenuto in A. Allora definiamo I'integrale di

w lungo ¢ nel modo seguente:
b n
[o= [ Y ateoewa
P a j=1

Da notare che l'integrale di una forma differenziale lungo una curva dipende dall’orientamento
della curva. Infatti supponiamo che ¢ : [a,b] = A e ¥ : [¢,d] — A siano due curve equivalenti e
che la funzione ¢ : [a,b] — [c,d] per cui vale l'identitd ¢(t) = ¥(g(t)) V¢ € [a,b] abbia derivata
negativa, allora:

d n
/ww: > " a;(¥(s)) ¥(s)ds = (s = gt / Zaj(w(g(t)))w;(g(t))g’(t)dt=

_ /baéaj(so(t))s@é(t) dt = _/f

Ora fissati x,y € A, indicheremo con ®(x,y) l'insieme delle curve a tratti regolari, con sostegno
contenuto in A e congiungenti x con y. Per eliminare la possibilitd che per qualche sceltadiz,y € A
sia ®(z,y) = ), noi supporremo che A sia un aperto connesso.
Ricordiamo che un aperto A C R"™ si dice connesso se non é possibile trovare due insiemi aperti
e non vuoti 4; e Ay con

A1UA2:A (& AlﬂAQZQ

Osserviamo che se A é un aperto connesso, allora Vz,y € A risulta ®(z,y) # 0.
Infatti, fissato x € A, indichiamo con:

Av={yecA; x,y)#0}
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e con

Ay ={yecA; ®(z,y) =0}
E facile verificare ( e viene lasciato per esercizio) che A; e As sono insiemi aperti e che A; # (.
Siccome A1 UAy = Ae A; N Ay = () e A é connesso, ne deriva che deve essere Ao = ) e quindi
A = A.
Le forme differenziali esatte sono caratterizzate dalla seguente proprieta:

Teorema Sia A C R™ un aperto connesso ed w una forma differenziale lineare continua in A.
Allora w é esatta se e solo se:

Ve,yc AeVp, € ®(z,y) si ha :/w:/w.
® P

Dimostrazione Verifichiamo in primo luogo la condizione necessaria. Se w é una forma differen-
ziale esatta, allora esiste una funzione f € C*(A) con

aj(x):%(x)VxeAerzl,Z,...,n
j

Ne deriva, se ¢ € ®(x,y), che:

b n b n
/w:/ Zaj(w(f))so}(t)dt:/ Zii((p(t))@;(t)dt

b
= / (1)) dt = f(p(b) = f(p(a)) = fy) - f(z) .

Pertanto [ w dipende solo da x e day (‘e daf) ma non dal cammino che intercorre tra x e y .
Per dimostrare la condizione sufficiente, osserviamo che, per I'ipotesi fatta, fissato zg € A Vz €
AeV ¢, € P(xg,x) risulta : f@ w= fw w. Posso dunque definire la funzione f : A — R con la

legge:
flx) = / w se @ € P(xp,x) .
©

Verifichiamo ora che f é una primitiva di w. Infatti fissato z € A sia r > 0 un numero tale che
B.(x) C A. Allora se h € R, |h| < r, ottengo, se p € ®(xg,x) e ¥ é una curva che ha come
sostegno il segmento congiungente x con x + he; (ad esempio ¥(t) =z +te; t € [0,h]):

flx+he;) = fx Lp w_fgow 1 INERS /
(et he) = fla) _ Jows® h/ﬁh/o ;axw(t)w)dt:

1 L
:ﬁ/o Zai(w(t))a"jdtzﬁ/o aj(z+te;)dt .

i=1
Pertanto risulta:
of
89@
Il teorema precente si pud formulare anche nella seguente maniera equivalente :
Sia A C R™ un aperto connesso ed w una forma differenziale lineare continua in A. Allora w é
esatta se e solo se V¢ curva chiusa con sostegno contenuto in A si ha :

/sz.
(]
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9.2 Forme differenziali chiuse
Sia w(z) = Y7 a;(r) dz; una forma differenziale di classe C'(A) , diremo che w é chiusa se :

8ai
8xj

_ 9q

(z) (x) Vee A ei,j=1,2,...n.
Da notare che, dal teorema di Schwartz sull’'uguaglianza delle derivate seconde miste di una fun-
zione regolare, si ottiene subito che una forma differenziale di classe C'*(A) che sia esatta é anche
chiusa. Infatti se w é esatta allora a;(z) = %(m) e quindi :
J
Oa; o  oOf 0% f 0% f o ,0f Oa;

Il viceversa di questa osservazione non vale: cioé una forma differenziale pué essere chiusa senza
essere esatta, come dimostra il seguente esempio in dimensione due. Sia :

—y z
dx
x? 492 Ty y?

Tale forma differenziale ¢ definita in R — {(0,0)}. Risulta :

O ( —y \_ P4y -n ¢ -a?
Oy \ 22 +y?

w(z,y) = dy

(x2 + y2)2 - (ac2 + y2)2

0 x _w2+y2—2x2_ y? — 2
ox \z2+1y2)

(@2 +y2)? (a2 +y?)?
Pertanto w é una forma differenziale chiusa. D’altra parte se pongo ¢(t) = (cost,sint) ¢ € [0, 27],
risulta :

27
/o.):/ ((—sint)(—sint) + costcost)dt =27 # 0 ,
o 0

ne deriva dunque che w non é esatta.

9.3 Forme differenziali chiuse in domini stellati

Diremo che un aperto connesso A C R" é stellato se 3 29 € A (centro di A ) tale che Vz € Al
segmento di estremi xy e x é contenuto interamente in A. Vale in seguente :

Teorema Se w ¢é una forma differenziale chiusa definita in A ed A é una aperto connesso stellato,
allora la forma differenziale w é esatta.

Dimostrazione Definisco :

fla) = w= 1§:aj(xo+t(ff—xo))(ffj—fo,j)dt-
L=,

=1

Derivando rispetto alla variabile z, h = 1,2,...,n , si ottiene:

((fﬁiz(x):A ' %($0+t($—$0))t($j—xo’j)—l—ah(gjo-i,-t(x_xo)) dt
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Ricordando infine che la forma differenziale é chiusa, si ottiene:

387];(90) :/0 ZZZ:(xOth(x—wo))t(%‘ —x0,) + an(xo +t (x — x0)) | dt

Osserviamo infine che se poniamo:
F(x,t) = ap(xg + t(x — x0))

si ottiene che:
P =3 %(xo Ft(z —20)) t(x; — z0,;) + an(zo + t (x — 20))

Si ottiene pertanto:
of
8$h

(2) :/O %(tF(x,t))dt = Pla,1) = an(a) -

Pertanto la funzione f é una primitiva di w.

Concludiamo questo paragrafo con un esempio. Consideriamo la forma differenziale in R? definita
da :
wz,y,2) = ey +2%)de + (2? + 2y 2)dy + (y* +2x2)dz

Tale forma differenziale é chiusa. Infatti:

day Jas
-1 —9p = 2
S, = 20 = G2(w.p.2)
8@1 - o 8a3
E("L‘7yaz) =2z= %(l‘ayaz)
Oa, Oay

_— :2 =
P (v,y,2) =2y By (z,y,2)

Essendo R? stellato, la forma differenziale é esatta. Per trovare una primitiva si pué notare che
dovendo essere:
of

%(xayaz)ZQxy+Z2

risulterd f(z,y,2) = 22y + 222 + g(y, ) dove g(y, z) é una funzione regolare che non dipende da
x. La seconda condizione su f diventa ora :
0 0
o ws) = e+ s = 2y
Ne deriva quindi che deve essere g(y, z) = y? z + h(z) dove h é una funzione regolare che dipende
solo da z. Pertanto :f(z,y, 2) = 2%y + 222 + y? 2 + h(z). Infine I'ultima condizione su f diventa :
0
a—f(x,y,z) =2z + 1y  +h(2) =y +2z22
2
Pertanto la funzione h deve essere costante. In particolare la funzione f(z,y,2) = 22y +22 2+ 2
é una primitiva di w.
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9.4 Osservazione

Il fatto che una forma differenziale sia esatta dipende anche dall’aperto in cui la si considera
definita. Infatti abbiamo gia notato che la forma differenziale:

—y T
w(z,y) = dx d

definita in A = R?—{(0,0)} é chiusa ma non esatta. Per6 se consideriamo, per esempio, w ristretta

allaperto A’ = {(z,y) € R? ,x > 0}, w risulta essere esatta, essendo chiusa ed A’ stellato. Indicata

con f una primitiva di w in A’, deve essere:

1
oz

7x2+y2 1+(%)2

Pertanto si ha
f(@,y) = arctan (£) + g(a)

Derivando infine rispetto ad z, si ottiene

0 1 / — !
afi(x,y) ey (—i) +yg'(x) = T&+9($>

Pertanto la funzione

f(z,y) = arctan (%)

é una primitiva di w.

9.5 Forme differenziali chiuse in domini semplicemente connessi

Sia A un aperto connesso, z,y € A e ¢,y € ®(z,y). Possiamo supporre ( a meno di passare a
curve equivalenti ) che ¢ e 9 siano definite nello stesso intervallo [a,b]. Diremo che ¢ e 1 sono
omotopiche se esiste una funzione H : [0,1] x [a,b] — A dotata di derivate parziali seconde
continue nell’aperto (0, 1) x (a,b) tale che H(0,t) = p(t) e H(1,t) = ¢(t) Vt € [a,b] e H(s,a) =z
e H(s,b) = y Vs € [0,1]. Un aperto connesso A C R"™ si dice semplicemente connesso se
Va,ye AeV v, € ®(x,y), ¢,® sono omotopiche tra loro. Verifichiamo ora la validitd del
seguente :

Teorema Se A C R"™ é un aperto semplicemente connesso e w é una forma differenziale chiusa
definita in A, allora w é esatta .
» ¥

Dimostrazione Verifichiamo che risulta:
Infatti :
b n
/w w= [o= [ S0 - aslel) & 0)
® a j=1

b n 4 '
:/a ;(aj(H(lat))agfj(l,t)—aj(H(O,t))%I?(O,t))dt
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Indichiamo ora con :

possiamo allora scrivere:

/ww—/ww:/az:gjlt gJOt)]d:/ab'n

D’altra parte, ricordando che w é chiusa si ottiene:

39] 3a] aHi OH; 0*H; B
- 6@1' 8H1 6H 62Hj
- g (09,00 . 500) T2 500) 4 a5 (H(5,1)) oo (5,0

Ricordando infine che :

otteniamo

H;
(s,t))dt| ds+
s

fiom L= [ | [ & 2o

1 b n aij
+/O /G(Za](H(s D) 5o (5 1) dt| ds

Jj=1

Integrando infine per parti nell’integrale piu interno del primo integrale doppio a secondo membro

e ricordando che:
0H,; b 0H,;

Os (5,0) = Os (s

AW_LW_/OI [—/ab(zn:ai(H(s,t)) gjg;(s,t))dt ds+

AT 02H;
+/0 /G(ZGJ'(H(S,t)) 858t(s’t))dt ds =0

a) =0Vs € [0,1]

si ottiene:

9.6 Esercizi
1. Verificare che la forma differenziale
w(z,y) = (3962 +4zy) dv+ (23:2 +3y2) dy

¢é esatta e trovarne una primitiva. Verificare inoltre con calcolo diretto che l'integrale di w
lungo la curva il cui sostegno é Dellisse di equazione 22 + 4y? = 1 é uguale a zero. Risulta

gy (3x2—|—4xy) =4x
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Pertanto la forma differenziale w é chiusa ed essendo definita su tutto R? é esatta. Per
calcolare una primitiva, calcoliamo l'integrale di w sul segmento congiungente 1’origine con

(z,y). Essendo una parametrizzazione di tale segmento la funzione ¢(t) = (tz,ty) t € [0,1],
si ottiene:

(2x2+3y2) =4z

1
f(z,y) :/ (3822 + 4 2y) o+ (282 2° + 3% y?) y] dt =
0

4 2 .
= (szJery) T+ <3x2+y2> y =2+ 222y +¢°

L’ellisse considerata é il sostegno della curva ¢(t) = (cost, 3 sint) t € [0,27]. Risulta allora:

27
3 1
/w = / [(3 cos’t + 2 sint cost) (—sint) + (2 cos®t + 1 sin? t) 5 Cost] dt =
é 0

2w 13
= / (—3 cos’t sint — 3 sin? ¢ cost + cos® t) dt =
0

27
13
= cos?’t|§7T — ﬁsingt

27
+ / cos> t dt
0 0
D’altra parte, integrando per parti, si ottiene:

27
/ cos® tdt =
0
27

27 o 2w 2
/ cost cos?tdt = sintcoszﬂ0 +2/ sin’t costdt = fgsin?’t =0
0 0 0

. Verificare che la forma differenziale
w(x,y,2) = (2zy+32%) de+ (22 +2y2) dy + (y> +327) dz

é esatta e trovarne una primitiva. Calcolare inoltre direttamente ed usando la primitiva
trovata l'integrale di w lungo la spirale ¢(t) = (cost,sint,t) t € [0,2n]. Risulta

8@1 8&2

— =2 — =2

ay " ow "
80,1 o 6(13 o
9z 0 or 0

8(12 8(13

T2 o9y 22

0z Y oy Y

Pertanto la forma differenziale w é chiusa ed essendo definita su tutto R?3 é esatta. Integrando
rispetto ad z la prima componente, otteniamo che una primitiva f deve essere del tipo:

flz,y,2) =2y + 2+ g(y, 2)
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Dall'uguaglianza f, = z*+g, = 2>+2y z siricava g, = 2y z e quindi g(y, z) = y® z+h(z). Ne
deriva che una primitiva é del tipo f(x,y,2) = 22y + 23 +4? 2+ h(2). Infine dall’'uguaglianza
fo=y*+h =y%+ 322 siricava h(z) = z3. Abbiamo quindi che la funzione

flzy,z) =2y +a°+y° 2+ 2°

é una primitiva di w.
Usando la funzione f si ottiene che

/¢>w = f(o(27)) — f(#(0)) = £(1,0,27) — f(1,0,0) =1+ 87> —1 =873

Calcolando l'integrale direttamente, otteniamo:

2m
/w = / [(2 cost sint + 3 cos®t) (—sint)+
¢ 0

+ (cos®t + 2t sint) cost + (sin® ¢ + 3t%)] dt

Ricordando infine che
2m 27
/ tsin(2t)dt = —7 / sin?tdt =
0 0

si ottiene infine che anche col calcolo diretto il risultato é 8 73.

. Verificare che la forma differenziale

223 Tt =%y

dx + d
@+ @)

w(z,y) =
é esatta e trovarne una primitiva. Risulta

oM 62 y? (x2 +y2)2 —2z1%2 (x2+y2) 2y 6x3y? — 22y
o @+ )" @+ )

ON (42 —2xy?) (a2 +y2)2 — (2" —2?y?) 2 (22 +9%) 22 62%y? — 22y

Oz (22 4+ y2)* (@2 +12)°
Pertanto la forma differenziale é chiusa. Non posso perd concludere subito che é esatta perché
il dominio di definizione (R? — {(0,0)} non é stellato. Possiamo peré notare che:

20y 2xy (Y’ +a2?) —227y% < 22y >
(172—|—y2)2 (1:2—|—y2)2 22+ y2 )
at —a?y?  a? (2 +yP) 2270 ( a?y )
2 2 - 2 2
(2 +y?) (% +9?) TEHYT/y
e quindi la funzione
2
Yy
f(x,y):m

¢é una primitiva di w.
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9.7 Forme differenziali ed equazioni differenziali

Le considerazioni fatte in precedenza sulle forme differenziali possono essere usate per risolvere
alcuni particolari tipi di equazioni differenziali del primo ordine.

Supponiamo infatti di considerare un’equazione differenziale del primo ordine del tipo ¢y’ = f(z,y)
con il secondo membro f dato dall’espressione

f(x,y) = _L

dove M ed N sono funzioni continue definite in un aperto connesso A. Supponiamo ora che
(z0,y0) € A, che N(xg,y0) # 0 e che la forma differenziale

w(z,y) = M(z,y)dr + N(z,y)dy

sia esatta in A.
Vediamo ora come si pué trovare la soluzione del problema di Cauchy:

{ y' = f(z,y)

y(xo) = yo

Indichiamo con F la primitiva di w che si annulla in (xq,yo), ossia sia ' € C'(A) la funzione
verificante:

oF oF
F(CEanO) =0 ) %(x,y) - M(ZL’,y) ) aiy(xay) - N(xay)
Siccome oF
87}(93072/0) = N(20,%0) # 0

lequazione F'(x,y) = 0, per il teorema del Dini, determina in un intorno del punto (zg,yo) la
y come funzione di z. Piu precisamente, esistono r, R numeri positivi e y(z) : I — J ( dove
I=[zg—r,mo+71]eJ=[yo— R,yo+ R]) tale che F(x,y(z)) =0 Vz € I. Inoltre si ha pure che

, S (w,y(@) Mz, y(x))
z)=—22 =— = f(x,y(x
y'(z) 9 (1. y(a)) Nz, 4(2) f@,y(2))

Pertanto la funzione y é la soluzione del problema di Cauchy considerato.
Vediamo ora alcuni esempi particolari.

1. - Risolvere il problema di Cauchy:

/ 2z+y
¥ ="y
y(0) =1

La forma differenziale
w(z,y) =2z +y)de+ (z+2y)dy

é chiusa. Infatti
oM

ON
Ty(w’y) =1= %(x,y)
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ed inoltre w é definita in R? che é un aperto stellato. Si calcola facilmente che la primitiva di w
che si annulla nel punto iniziale (0, 1) é la funzione

Fley) =2 +oy+y* -1
Risolvendo formalmente in y 'equazione F(x,y) = 0, ottengo

—xF/r2—4(2?2—-1) —xFV4-—322
y(a) = 3 = 5

Dovendo essere y(0) = 1, delle due soluzioni ottenute, devo considerare solo quella con il segno
positivo. Posso affermare dunque che la soluzione del problema di Cauchy considerato é data dalla

funzione
Vi—-3z2 -z
e
2. - Risolvere il problema di Cauchy:
/ __ x+cosy
¥y == siny
y(1) =3

La forma differenziale
w(z,y) = (x + cosy) dx — (z siny) dy
é chiusa. Infatti

OV () =siny = ()
oy (©¥) =siny = Zo(ey

ed inoltre w é definita in R? che é un aperto stellato. Si calcola facilmente che la primitiva di w
che si annulla nel punto iniziale (1, 5) é la funzione

2

T 1
F(z,y) = ?4—35 cosy — 5

Risolvendo formalmente in y equazione F(x,y) = 0, ottengo

1—a?
y(x) = arccos 5

xT

Da notare che la soluzione ottenuta é definita nell'intervallo [v/2 — 1,1 + v/2].

9.8 Forme differenziali e formule di Gauss—Green

Sia A C R? un aperto la cui frontiera sia una curva regolare a tratti. Diremo che una parametriz-
zazione p di A é una orientazione positiva per A se, indicato con v(t) il versore della normale
esterna in un punto regolare p(t) € A, la base di R?: (v(t),¢’(t)) é positiva, ossia

det< ;}(t) va(t) ) >0



In altre parole ¢ orienta positivamente 0A se, immaginando di camminare

lungo la frontiera di

A nella direzione indicata da ¢, I'insieme std alla sinistra. Per indicare che la frontiera di A é

orientata positivamente scriveremo 9A™T.

Se ¢ orienta positivamente la frontiera di A ed w é una forma differenziale definita in un aperto

contenente A, porremo:

OA+ 2]

(223)

Da notare che se ¢(t) = (z(t),y(t)), v(t) = (V' (t), —2'(t)), w(z,y) = M(x,y)dz+ N(z,y)dy, allora

b
Ndy = / N(z(t),y(t))y'(t)dt = Ny ds
DA+ a 9A

b
M dx = / M (z(t),y(t)) 2" (t)dt = — M vy ds

At 0A

Pertanto dalle formule di Gauss—Greeen nel piano si ottiene:

Mda:—l—Ndy:/ (NI/1—MZ/2)d8=// (8]\7_8]\4
DA+ A 4 \ Ox oy
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9.9 Programma del Corso

Successioni e serie di funzioni Convergenza puntuale ed uniforme. Alcuni teoremi sulla
convergenza uniforme: continuitd del limite, passaggio al limite sotto il segno di integrale
e passaggio al limite per le derivate. Serie di funzioni: convergenza puntuale, assoluta,
uniforme e totale. Serie di potenze: raggio di convergenza di una serie di potenze. Serie
derivata e regolaritd della somma di una serie di potenze. Polinomio di Taylor e serie di
Taylor. Sviluppi in serie di Taylor. Serie di Fourier: diseguaglianza di Bessel e sviluppabilita
in serie di Fourier delle funzioni regolari a tratti.

Funzioni di pit variabili reali Lo spazio R™. Derivate parziali e differenziale. Teorema
del differenziale totale. Derivate seconde e teorema di Schwarz. Funzioni a valori vettoriali
e differenziabilita della funzione composta.. Formula di Taylor e massimi e minimi relativi
per funzioni di pid variabili. Forme quadratiche e loro proprieté.

Equazioni differenziali Preliminari e problema di Cauchy. Problema di Cauchy: teorema
di esistenza in piccolo di una soluzione. Equazioni differenziali a variabili separabili. Prob-
lema di Cauchy: teorema di esistenza in grande di una soluzione. Equazioni differenziali del
primo ordine lineari. Sistemi del primo ordine ed equazioni differenziali di ordine superiore.
Equazioni differenziali di ordine n lineari. Metodo della variazione delle costanti. Equazioni
differenziali lineari a coefficienti costanti. Metodo abbreviato per ottenere soluzioni partico-
lari.

Misura ed integrale di Lebesgue Definizione di misura (esterna) e di insiemi misurabili
secondo Caratheodory. Misure metriche. Misura di Lebesgue. Definizione di integrale di
Lebesgue.Funzioni misurabili. Teoremi di passaggio al limite sotto il segno di integrale: teo-
rema di B. Levi, lemma di Fatou e teorema della convergenza dominata di Lebesgue. Formula
di riduzione per un integrale multiplo. Formula del cambiamento di variabile nell’integrale
multiplo. Coordianate polari nel piano e nello spazio. Volume di una solido di rotazione.

Curve Curve regolari, vettore tangente. Lunghezza di una curva. Curve equivalenti. Triedro
fondamentale e formule di Frenet. Integrali curvilinei. Formule di Gauss-Green nel piano.

Superfici Superfici due-dimensionali in R>. Superfici equivalenti, piano tangente e versore
normale. Prima e seconda forma fondamentale e curvatura media di una superficie. Area di
una superficie e integrali superficiali. Formule di Gauss-Green nello spazio.

Teorma del Dini sulle funzioni implicite Teorema del Dini per funzioni di due e tre
variabili. Teorema dei moltiplicatori di Lagrange per funzioni di due e tre variabili. Teorema
del Dini per sistemi di due equazioni. Teorema del Dini e Teorema dei moltiplicatori di
Lagrange nella formulazione pit generale ( solo enunciato ). Teorema sull’invertibilit locale
di una funzione.

Forme differenziali lineari Forme differenziali esatte e chiuse. Integrale di una forma
differenziale lungo una curva. Caratterizzazione delle forme differenziali esatte. Forme dif-
ferenziali chiuse in domini stellati e semplicemente connessi. Forme differenziali ed equazioni
differenziali.

Sono disponibili note del corso: si possono trovare nella Home-page del docente
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