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Figura 6

Analoga attivita si puo ripetere con una coppia di piramidi aventi basi equivalenti e la stessa altezza
come mostrato nella Figura 7.
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Figura 7
Una delle proposizioni piu importanti nello studio del volume delle figure dello spazio afferma
I’equivalenza tra un prisma a base triangolare e tre piramidi tra loro equivalenti.
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Riprendiamo il problema dell’equivalenza tra equiestensione ed equiscomponibilita.

Nel 1900 a Parigi, al secondo Congresso internazionale dei matematici, David Hilbert pone 23
problemi che toccano 1 differenti domini della matematica e che ispireranno la ricerca matematica
nel XX secolo

Ilterzo problema riguarda la matematica elementare ed ha per titolo: “Sulla uguaglianza in volume
di due tetraedridi base ed altezza uguali”. Hilbert, citando due lettere indirizzate a Gerling da Gauss,
che a sua volta cita Euclide, esprime I’esigenza di una dimostrazione rigorosa dell’impossibilita per
due tetraedri di uguale base ed altezza di essere equiscomponibili in generale.

Proviamo ad inquadrare il problema dall’inizio.

Due figure sono equiscomponibili se si possono dividere in un numero finito di parti
rispettivamente uguali o, che € lo stesso, se € possibile decomporne una in un numero finito di parti
da riposizionare per comporre [’altra.

Da Euclide deriva abbastanza facilmente che due poligoni con la stessa area (cio€ equivalenti) sono
sempre scomponibili in parti poligonali rispettivamente uguali.

Si ha cosi che “I’avere la stessa area” fra poligoni puo essere sostituito dalla equiscomponibilita e
questo permette, “limitandosi al qualitativo”, di eliminare elegantemente il concetto primitivo di
area, la necessita di definire una unita di misura e le formule per determinarla e soprattutto di
evitare il ricorso a procedimenti “al limite”. Ma questo € possibile con molte limitazioni. Infatti ad
esempio Ugo Amaldi ha dimostrato quello che tutti sanno e cio€ che un cerchio e un poligono non
sono equiscomponibili. E’ infatti impossibile riposizionare i bordi tondi del cerchio senza lasciare
dei buchi. Ma anche escludendo il tondo, basta salire a tre dimensioni e quello che prima era sempre
possibile per i1 poligoni, diviene spesso impossibile per i poliedri.

E qui entra in gioco il problema posto da Hilbert. Per calcolare il volume di una piramide e per
mostrare in generale che due piramidi di uguale base ed altezza hanno lo stesso volume, i
matematici, dai tempi di Euclide, hanno fatto ricorso a dei metodi pit complicati della
equiscomponibilita, come il metodo di esaustione o altri metodi che fanno intervenire delle nozioni
infinitesimali.

Hilbert chiede di dimostrare che questa esigenza € necessaria.

Hill, nel 1895, fornisce 3 tipi di tetraedri equiscomponibili con un cubo, e Bricard, nel 1896,
presenta una condizione affinché due poliedri con lo stesso volume siano equiscomponibili. Hilbert
capisce che quelli di Hill sono dei casi particolari e non cita Bricard perché la sua dimostrazione ¢
incompleta. Max Dehn, un allievo di Hilbert, mostra nel 1900, pochi mesi dopo il Congresso di

un ugual numero finito di poliedri rispettivamente uguali, e precisa la condizione di Bricard.

E’ una questione di angoli diedri.

Cosi un tetraedro regolare e un cubo non sono equiscomponibili perché I’angolo diedro del primo &
incommensurabile con quello del secondo. Manca in generale nello spazio la proprieta
fondamentale dei poligoni di avere la somma degli angoli interni uguale ad un multiplo intero di p
greco. '

Nello spazio, dimostra Dehn, perché due poliedri siano equiscomponibili, € necessario che esista
una combinazione lineare a coefficienti interi dei loro diedri che sia uguale ad un multiplo di p
greco.

Cosi la piramide di Jeuel, che si ottiene proiettando dal centro di un cubo una sua faccia, €
equiscomponibile con un prisma con lo stesso volume.
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Con delle considerazioni sulla divisione di un prisma in tre piramidi di uguale volume, altri
matematici riprendono il problema, e infine Sydler, nel 1965, dimostra che le condizioni di Dhen,
oltre che necessarie, sono anche sufficienti per I’equiscomponibilita di due poliedri con lo stesso
volume.

Il problema ¢ cosi completamente risolto.
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