Introduzione

In questa tesi abbiamo studiato le proprieta degli insiemi convessi in relazio-
ne anche alle proprieta delle norme su R™. Abbiamo lavorato su uno spazio
vettoriale X pero tante proprieta valgono anche su spazi piu generici.

Come prima cosa abbiamo dato la definizione di insieme convesso e analiz-
zato le proprieta di alcune operazioni (unione, intersezione, moltiplicazione
per uno scalare e somma) con questi insiemi notando in particolare come
I'unione di insiemi convessi non é necessariamente convessa. Abbiamo poi
analizzato e definito un particolare insieme convesso: l'inviluppo convesso.
Infine abbiamo concluso il capitolo associando agli insiemi un funzionale noto
come funzionale di MInkowski e vedendo quali proprieta assume se l'insieme
a cui ¢ associato ¢ radiale o bilanciato. Il materiale di questo capitolo ¢ stato
preso da [1].

Nel secondo capitolo abbiamo analizzato le seminorme evidenziando un im-
portante legame tra queste e il funzionale di Minkowski. Siamo poi passati
allo studio delle norme soffermandoci sull’equivalenza tra esse, mostrando
come questa relazione valga sempre su R" se ha dimensione finita e come
questa non valga se la dimensione ¢ infinita.

Nel terzo capitolo abbiamo studiato due importanti proprieta dei dei convessi
in R™: la prima ¢ che un convesso o ¢ uguale al solo zero o ha almeno un
punto interno, la seconda é la proprieta di separazione tra punto e convesso.
Per dimostrare quest’ultima proprieta abbiamo usato il Lemma di Zorn e il
teorema di Hahn Banach (]2]).

Nell'ultimo capitolo, dopo aver dato le definizioni di punto e insieme estre-
male, abbiamo visto la condizione di esistenza di un punto estremale (Krein-
Milman) e come conseguenza di cid abbiamo dato una caratterizzazione di
questi insiemi. Il materiale usato per questo capitolo é stato preso da [3].
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Capitolo 1

Insiemi convessi

In questo capitolo daremo la definizione di insieme convesso ed enunceremo
alcune proprieta relative a questi insiemi. Successivamente caratterizzeremo
due particolari tipi di insiemi (radiali e bilanciati) e poi daremo la definizione
di inviluppo convesso. Concluderemo il capitolo parlando del funzionale di
Minkowski.

Cominciamo dunque col dare la definizione di insieme convesso; nel seguito
supporremo sempre di lavorare in uno spazio vettoriale complesso X.

Definizione 1.1. (Insieme convesso) Sia X uno spazio vettoriale. Un sot-
toinsieme £ C X si dice convesso se si ha:

A+ (1—=XN2' e E, VYAel0,1], Vz,a2' €E.

Proposizione 1.1. Un insieme E é convesso se e solo se ¥Yn > 1

k=1,....n, VYo, €E YA,..., >0 >,  A=1

i A\exy € F
k=1

Dimostrazione. Supponiamo E convesso e dimostriamo I'implicazione.
Se k =1 ovvio.
Se k = 2 abbiamo

A+ (1—ANy€eE Va,ye E VA€0,1]
GSSGIldO E CONnvesso.

Vediamo ora che k — 1 = k;
supponiamo A, # 1 altrimenti avremmo:A; =--- =X, 1 =0
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n n—1
k=1 k=1

n—1
1
“n 4 (1= M) S N
(1 - An) ;
n—1 A

ora poniamo

n—1 )\k

Ty LYk = Yn
= (1= )
dobbiamo verificare che posto

- e
A p—
PT1oN
vale
n—1 "
Z A =1
k=1

dunque possiamo applicare l'ipotesi induttiva e ottenere che y,, € E. Quindi
MZn+ (1= M)y, € E

per la convessita di E.
Che ¢ cio che volevamo dimostrare.
L’implicazione opposta ¢ ovvia, infatti basta porre n=2. [

Osservazione 1.1. Le intersezioni arbitrarie di insiemsi convessi sono insie-
mMi coONVessi.



Dimostrazione. Sia I un insieme qualsiasi di indici e sia (A4;) una famiglia
di insiemi con ¢ € I. Sia Y la loro intersezione. Presi due punti x1,29 € Y
abbiamo che x1,25 € A; Vi € I. Quindi YA € [0, 1]

y=Ar1+(1—-Nzs €A, Viel
da cui y € Y e quindi anche Y € convessso. [

Osservazione 1.2. A differenza di quanto detto per le intersezioni, ['unione
di insiemi convessi in generale non € un INSiemMe cONVESSO.

Dimostrazione. Vediamo cio con un esempio. Consideriamo due ellissi

2
E1:{4x2+yzgl}

1'2

e la loro unione E. Prendiamo i due punti (0,2),(2,0) € E e notiamo come
il segmento [(0,2),(2,0)] non ¢ tutto contenuto nell’'unione. Infatti

(1,1) = %(2,0) + %(o,z) ¢ F

quindi 'unione di due insiemi convessi non risulta essere un insieme convesso.

(Fig.1)
|

(a) Fig.1

Figura 1.1: Esempio di unione di convessi non convessa

Enunciamo ora una proprieta degli insiemi convessi che ci servira in
seguito.

Proposizione 1.2. Se E, F' C X sono convessi, allora gl insiemi:

ab={reX|z=ay, yeEFE}

E+F={reX|z=u+v, ueFvelF}.

SONO CONVESSI.
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Dimostrazione. Dimostriamo che oY é convesso.
Siano
r1,To € aF

questo per definizione di aF significa che

Ti=ay, neEL

Ty =y, Y2 €L,
quindi
Ary + (1 — N)ag =
=Xay; + (1 — Nays
=a[Ayr + (1 — Nyl
Poiché E € convesso abbiamo che
[Ay1 + (1= A)ye] € E
quindi
aldyr + (1 — Nye] € aE.

Dunque aF é convesso.
Dimostriamo ora che E + F & convesso.
Siano z1,x9 € F + F dunque

rr=u+v conuekl, veF

2o =u+v conu' e€eE, veEF
quindi
Az + (1 — ANy =
=Au+v) + (1 =) (v +2)
=Au+ (1 =N 4+ v+ (1= M)

ora poiché E e F' sono convessi

Au+(1—=XMNu' € FE

A+ (1= eF
il che implica
Mo+ (1= + v+ (1—-A e E+ F

cio¢ E + F & convesso. ]



Proposizione 1.3. Sia X uno spazio vettoriale. Un sottoinsieme U C X ¢
convesso se e solo se aU + U = (a+ B)U Vo, € [0, +00) .

Dimostrazione. Come prima cosa analizziamo il caso a = = 0, se cio
accade abbiamo che OU + 0U = 0U = {0} dunque 1'uguaglianza ¢ verificata.
Dimostriamo quindi la proprieta nel caso in cui almeno uno tra « e 5 € non
nullo, cioé a+ 3 > 0.(Se fosse « > 0 e § = 0 allora aU+0U = aU+{0} = aU
uguaglianza ovvia). Cominciamo col dimostrare che se U ¢ convesso allora
(o + p)U = aU + BU. Siano z,y € U, allora per la convessita abbiamo che
per ogni A € [0, 1]

Ax+ (1= Ny eU.

Ora se poniamo

o B
A= ; 1-))=
a+ [ ( ) a—+p
otteniamo 8
«Q
+ eU,
a+ﬁx a+5y
cloé

ar+ By € (a+ B)U
e dunque aU + BU C (a+ pB)U.

Vediamo ora l'inclusione
(a+ B)U C aU + pU

e che per tale inclusione non serve la convessita di U Sia x € U allora per la
distributivita otteniamo

(a+ B)xr = ax + Bz

che é quanto volevamo dimostrare.
Supponiamo viceversa che valga l'ipotesi

aU+ pU = (a+ B)U

e dimostriamo che U ¢ convesso ponendo

o (=X =

otteniamo
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dunque esiste z € U Vx,y € U, VX € [0,1] tale che
z=Xx+(1—-Ny Vz,yel,

dunque U é convesso. O
Altre due definizioni che torneranno utili in seguito sono quella di insieme
bilanciato e quella di insieme radiale:

Definizione 1.2. (Insieme bilanciato) Un sottoinsieme E di uno spazio
vettoriale X si dice bilanciato, o cerchiato se risulta:

aoF CFE V]| < 1.

Definizione 1.3. (Insieme Radiale) Sia X uno spazio vettoriale. Un sot-
toinsieme U di X si dice radiale o assorbente, se 0 € U e

Ve e X 3IX>0talechear € U Vae (0,N).

Esempio 1.1. In questo esempio vediamo come un insieme bilanciato conte-
nente l’origine non ¢ necessariamente convesso.
Consideriamo
p_ly=z se x € [—1,1]
y=-x sexé€|[—1,1]

Per definizione di £ abbiamo che 0 € E, pero non esiste una combinazione
: : : _ (11 _ (1 _1

convessa di due punti, ad esempio P; = (5,5) ¢ P» = (3, —3), tutta contenuta

in E.

Esempio 1.2. In questo esempio vediamo come un insieme convesso conte-

nente l’origine non ¢ necessariamente bilanciato.

Consideriamo come insieme convesso l’ellisse E e abbiamo che —y € F ma

preso a = —1 si ha |a| = 1 pero ay ¢ E. Dunque E non ¢é bilanciato.

1.1 Inviluppo convesso

In questa parte del capitolo diamo la definizione di inviluppo convesso e
vediamo che anch’esso risulta essere un insieme convesso e inoltre che ¢ il pitu
piccolo convesso contenente E.

Definizione 1.4. (Inviluppo convesso) Sia F un sottoinsieme dello spazio
vettoriale X. L’inviluppo convesso di £ ¢ l'insieme

CO(E): {ZAMHHENJ’, Tk EE, A 20, Z)\kzl}

k=1 k=1



1.1. INVILUPPO CONVESSO

N

(a) Fig.2

A

| (b) Fig.3

Figura 1.2: Insieme bilanciato non convesso

Figura 1.3: Insieme convesso non bilanciato

Proposizione 1.4. co(E) ¢ un insieme convesso.

Dimostrazione. Siano x,y € co(E) allora

x:Z)\kxk con z,€FE, Vk=1,...,n Z)\k
k=1

k=1

yzz,uhyh con yo€FE, Vh=1,...,m Z,uhzl, wr >0

h=1

Ma allora VA € [0, 1]

A+ (L= Ny =D Mz + > (1= N pnyn =
k=1 h=1

dove abbiamo posto

'i_

Iy {)\)\,- sei=1,...,n

- r, sei=1....n
E792m5: { ) ) )

Yiin sSei=n+1,....m+n

La convessita si ottiene mostrando che

m—+n

> A
i=1

(1 =XNphi—p, sei=n+1....,n+m
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dunque
m+n _ n m+n
SN=D i+ > (1= Nt
i=1 i=1 i=n+1
=AY ANt (=N m
i=1 i=1
=A+(1-X) =1
O

Osservazione 1.3. co(E) ¢ il piu piccolo insieme convesso contenente E.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che
co(E) = m {C'| C convesso, E C C'}.

Che
co(E) D ﬂ {C'| C convesso, E C C'}

segue dalla Proposizione 1.4.
Viceversa mostriamo che

co(E) C ﬂ {C'| C convesso, E C C'}.

Se C ¢ convesso e contiene E allora
n
Vai,.... 1, € ECC, Y Nz €C
i=1

dunque co(E) € C VC, il che implica co(E) C (gcoC. O

1.2 Funzionale di Minkowski

In questo paragrafo vediamo come ad ogni sottoinsieme E di uno spazio
vettoriale X possiamo associare una funzione reale pg definita su X. Vedremo
come questa funzione acquista importanti proprieta quando E viene ad essere
un insieme convesso contenente 1’origine.

Definizione 1.5. (Funzionale di Minkowski) Sia £ un sottoinsieme dello
spazio vettoriale X. Il Funzionale di Minkowski associato ad E ¢é la funzione

PE: X — [0,00]
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definita da:
pe(z) =inf{o > 0|z € tE Vt > o}

con la convenzione che pg(z) = 400 quando 'insieme a secondo membro ¢&
vuoto.

Si osserva che pg(x) ¢ l'estremo inferiore di una semiretta, eventualmente
vuota: pud infatti succedere che pg(x) = 400 per qualche x.
Ad esempio se £ = {y} con y # 0, si ha pgp(xr) = 400 per ogni x € X infatti
se x = Ay con A > 0 allora z € \E' ma = ¢ tF se t # )\ dunque non esiste
o > 0 tale che x € tE& Vt > p, se invece z e y non sono allineati allora
r¢tE VteR.
Se E ¢ il semidisco di R? di centro (0,0) e raggio 1 contenuto nel semipiano
y > 0, allora pg(z,y) < 400 se e solo se y > 0 (Fig.4).
Se E = B,(0,y0) con 0 < r < yy abbiamo che pg(z) = +oo (Fig.5).

A

\\

1

@

2 3 4 5

(a) Fig.4 (b) Fig.5

Figura 1.4: Esempi funzionale di Minkowski

Alla luce di questi esempi € interessante vedere per quali insiemi F il
funzionale di Minkowski pg ¢ finito su X.

Proposizione 1.5. Sia X uno spazio vettoriale, sia £ C X. Risulta
pe(x) < oo per ognix € X <= E ¢ radiale.

Dimostrazione. Come prima cosa dimostriamo che
pe(r) < oo = F ¢ radiale.

Per concludere che F ¢ radiale dobbiamo far vedere che axz € E e che anche
0e k.
Per ipotesi sappiamo che

pe(r) <oco Vre X.
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Per la proprieta dell’estremo inferiore e dalla definizione di pg segue che
x €tE Yt > pp(r),

pertanto posto

nel caso pg(x) > 0, abbiamo che

tlvreE vtle O,L .
pe(z)

Se pg(z) = 0 abbiamo che t~'z € E per ogni t > 0 Dimostriamo ora che
0 € E. Abbiamo che

pe(r) <oco VreX

dunque anche per x = 0 che quindi appartiene a tE per ogni t > pgr(0) e
pertanto 0 =t710 € E.

Dimostriamo ora che se E é radiale allora pg(z) < oo per ogni x € X.

Sia x € X. Per ipotesi sappiamo che

1
re—E Vae (0N

ossia

1
ctE Vt> -
v A

Cio prova che pp(z) < 5 <oco. [0
Vediamo ora le principali proprieta del funzionale di Minkowski.

Proposizione 1.6. Sia E un sottoinsieme dello spazio vettoriale X . Valgono
le sequenti proprieta:

1. 0€ E < pg(0)=0;

2. sex #0, allora pp(z) =0 <= {ax|a>0} CE ;

3. st ha pp(Ax) = A\pp(z) VA >0, VreX;

4. se E ¢ bilanciato, allora pg(A\x) = [App(z) Ve X e Ve C\{0};

5. se B ¢ convesso allora pg(x + 2') < pg(x) + pe(2).
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Dimostrazione. Per dimostrare 1. basta osservare che se ¢ > 0 si ha che
0 €tFE se esoloset ™0 € F cioé se e solose 0 € E.
Dimostriamo ora 2.. Sia z # 0; per definizione si ha che

pe(r) =0 < z€tE Vt>0 < ar € FE VYa>0.

Dimostriamo ora 3.. Per fare questo distinguiamo due casi: pg(x) = 400 e
pe(x) < +o00.

Se pg(x) = +oo allora anche pg(Ax) = +00 VA > 0.

Se invece pr(x) < 400 si ha che

pe(Ax) =inf{o > 0: Az € tE Vit > p}
=inf{o>0:2 € sE Vszg}
=Ainf{oc > 0:2 € sE Vs> o} = \pg(x).
Dimostriamo 4.. Proviamo come prima cosa che

pe(e?) =pp(z) Ve X VIeR.

Dal fatto che F ¢ bilanciato segue che
pe(z) = 400 <= pp(e”r) = +oc0.

Se invece queste quantitd sono finite si ha x € tE per t > pg(z); quindi
poiché E ¢é bilanciato,

ze e 6“9(15E) = t(eiﬁE) =1L vt > pp(z),

da cui discende la tesi.
Dimostriamo 5.. Possiamo supporre che pg(x) e pg(z’) siano entrambi finiti.
Poiche E é convesso, si ha che

aF+pfE = (a+p)E Va,5>0
per la Proposizione 1.3. Per le proprieta dell’estremo inferiore si ha che
r €tE Yt > pp(r)

e che
¥ esE Vs> pp(),

da cui si deduce che
r+a €(t+s)E Vit s
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come sopra e quindi
r+a €TE V1> pp(zr)+ pe(d).

quindi se
r=pe(r) + pez)

allora x + 2’ € TE V7 > r il che implica
inf{o|z+2" € TE V71 >} <r
Cio implica pp(zr + 2') < pr(z) + pe(2). O

Osservazione 1.4. Se lo spazio X é reale, la proprieta 4. della Proposizio-

ne 1.6 vale per ogni X € R\{0} supponendo che linsieme E sia simmetrico,
ossia ' = —F.



Capitolo 2

Seminorme e norme

In questo capitolo analizzeremo le proprieta delle seminorme e delle norme
in R™. Dimostreremo che due norme in R" sono sempre equivalenti tra loro;
questo segue dal fatto che R™ ha dimensione finita ed in particolare dal fatto
che la palla unitaria ¢ un insieme compatto. In particolare mostreremo che
una qualsiasi norma ||.|| su R™ ¢ equivalente alla norma Euclidea. Conclu-
deremo il capitolo dimostrando che I’equivalenza tra norme non vale piu se
passiamo a spazi di dimensione infinita.

Definizione 2.1. (Seminorma) Una seminorma nello spazio vettoriale X ¢
una funzione p: X — [0, 00) tale che:

p(Az) = |A|p(x) per ogni A € R e per ogni z € X;
2. p(z +2') < p(z) + p(a’).
Osservazione 2.1. Dalla definizione seque che ogni seminorma p su X veri-
fica la sequente relazione: |p(x)—p(z")| < p(z+a') per ogniz, 2’ € X. Inoltre
una seminorma p verifica anche un’altra importante proprieta: p(0) = 0(Per

il punto 1 della Definizione 2.1). Viceversa non sempre vale l'implicazione
p(z) =0 = x = 0; tale implicazione vale solo se p é una norma su X.

Vediamo ora come il concetto di seminorma ¢ legato agli insiemi convessi,
radiali e bilanciati

Proposizione 2.1. Se p é una seminorma su X allora gli insiems
U ={zeX|pl)<c}, ¢>0,
sono convessi, radiali e bilanciati.

13
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Dimostrazione. Come prima cosa vediamo che U, € convesso; siano,
quindi, z,y € U. e sia A € [0,1]. Per definizione di seminorma abbiamo
che

p(Az + (1= A)a’) < p(Az) + p((1 = A)a’) = [Alp(z) + |1 = Alp(z”).
Per ipotesi sappiamo che p(x), p(z’) < ¢ dunque
pAx+ (1= N)a') < |Mc+]1—Ne
poiché A € [0, 1] possiamo togliere i valori assoluti e otteniamo
pAz+ (1=Nz")) <de+(1—Nc=c¢

dunque
Az + (1= X\)2') e U.
cioe U, é convesso.
Vediamo ora che U, ¢ radiale; dobbiamo dimostrare che se x € X allora
dt > 0 tale che
a:etUcz{ty|y€ Uc}

e che 0 € U..
Abbiamo che

retl, <= treclU, — pt'z)<c < px)<tc

dunque

Vt>@ r € tU..

Inoltre abbiamo che 0 € U, in quanto essendo p una seminorma ed essendo
c>0
p(0)=0<c
che ¢ cio che volevamo dimostrare.
Dimostriamo ora che U, é bilanciato. Per fare cid dobbiamo mostrare che

tr e U, VYeelU, Vt, |t|<1.

Abbiamo che
trelU, < zel..

Inoltre per ipotesi abbiamo anche che se x € U, allora p(z) < c e che [t| <1
dunque
p(tz) = [tlp(z) < p(x) <c
il che implica tx € U, che ¢ cio che volevamo dimostrare. O
Nella proposizione che segue vediamo un importante legame tra semi-
norme e funzionale di Minkowski nel caso di insiemi convessi, bilanciati e
radiali.
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Proposizione 2.2. Se E ¢ un sottoinsieme convesso, radiale e bilanciato
dello spazio vettoriale X allora il funzionale di Minkowski pg € una semi-
norma su X per la Proposizione 1.6. In questo caso particolare vale anche il
viceversa: se p e una seminorma sullo spazio vettoriale X, allora p coincide
con il funzionale di Minkowski py, dove U = {x € X | p(x) < 1}.

Dimostrazione. Dobbiamo dimostrare che Vx € U p(x) = py(x). Sup-
poniamo che p(z) = 1 questo implica che x ¢ U ma

AMelU Vi<l

dato che
p(Ax) = Ap(z) = A < 1.
Questo implica che
etlU, t ! > 1
x = -
’ A
cioé
pu(r) <1

se fosse py(x) < 1 dalla definizione di funzionale di Minkowski deduciamo
che

3t € (pu(x),1)

tale per cui z € tU quindi ponendo \ = % otteniamo che esiste A > 1 tale
che Az € U. Dal fatto che p ¢ una seminorma discende che

p(Ax) =Mp(z) <1 = z€[0, 2] CU = z€U.

Vediamo ora il caso generale analizzando a parte il caso p(z) = 0. Sia dunque
p(x) = 0 questo significa che Va > 0 p(az) =0 cioe

{az|a>0} CU ={p(x) <1}



16 CAPITOLO 2. SEMINORME E NORME

il che implica py(z) = 0 che ¢ cio che volevamo dimostrare. Possiamo ora
passare al caso generale: p(x) > 0

p(x) =p (mp(x)>

2.1 1l caso X =R"

In questa parte dopo aver enunciato la definizione di Norma Euclidea vedremo
che in R™ con n € N e n < oo due norme sono sempre equivalenti.

Definizione 2.2. (Norma Euclidea) Si definisce norma 2 o norma Fuclidea
la norma indotta dal prodotto scalare e si indica con ||.[|s;

2]z = V/(z, z) =

Definizione 2.3. (Norme equivalenti) Due norme ||.||x1 € ||.||ny2 su R si
dicono equivalenti se esistono due costani positive ¢y, co tali che

allzllv < |zl < callz|n-

Vediamo ora che la norma Euclidea su R™ e un’altra norma qualsiasi ||.||,
sempre su R™, sono equivalenti.

Proposizione 2.3. Sia ||.||2 la norma Euclidea suR"™ e sia ||.|| una qualsiasi
altra norma su R™. Allora le due norme sono equivalenti.

Dimostrazione Dalla disuguaglianza triangolare

Jall - ||y||\ <=yl
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si deduce che la funzione f: (R™ ||.||) — (R4, |.|) definita da f(x) = [|z| &
1-Lipschitziana. Se chiamiamo {e;};,—1 ., gli elementi della base canonica
standard otteniamo che

.....

]l =

n
S
i=1
n
< e
=1
n
=3 el
=1
<(Twt) ()
=1

i=1

e quindi se si pone
" :
o= (Xel)”
i=1

si ha che
]| < cllz[2

Quindi
|f(@) = f(y)] < cllz—yl2,

cio¢ f: (R™,||.|l2) = (R4, |.|) & c-Lipschitziana e quindi continua. Possiamo
quindi applicare il Teorema di Weierstrass ottenendo che

3 ¢ = min f(z)>0

lollz=1
e
3 ¢y = max f(z)>0
l[z]l2=1
poiché

{zeR" |z=1} =8""

é compatto. Abbiamo quindi ottenuto che

da cui, essendo f(x) = ||z||

ciffzlla < [l = [l

A
|| < ez |2
]2
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OJ

Questa dimostrazione ¢ basata principalmente su due fatti. Il primo é che
fissata una base Y, |le;]|* < 400, mentre il secondo & che {z|||z], = 1} ¢
compatto.

2.2 1l caso X = R*®
Mostriamo che in
X =R> = {(xn)nEN | Ty € ]R}

esistono due norme che non sono equivalenti tra loro. Su X possiamo definire
le due norme:

[#][co == sup|zy|
neN

+00 1
lally = (Dm) .
n=1

Grazie a tali norme possiamo definire:

loo ={x € X |||7]|0o < +00}

lo = {x € X||z|]2 < +o0}.

Tali spazi non coincidono.
Infatti se x € X ¢ tale che

r,=1 VnéeN
si ha che
7)o =1

mentre
lzllz = +oc.

Equivalentemente se si considera ¥ € X tale che
=1 n<N, 2¥=0 n>N

allora
2V floo = 1

mentre .

¥, = (i1)2:\/ﬁ

n=1
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e quindi
2V ]|z = VN2 s

cioé ||a:N||
Wim o = e

O

che é quanto volevamo dimostrare.

Osservazione 2.2. Questa dimostrazione si pud anche generalizzare alle

o

norme L
P
lall, := (sz) |

n=1

provando che esse non sono equivalenti per p differenti.

Infatti se consideriamo

allora
N o

mentre
N
=V E =Y —.
n=1 na

Dato che § > 1, la serie

converge, mentre
N—

quindi
N

Sottolineamo qui che S = {z € X = l3] ||z|l2 = 1} non ¢ compatto
infatti gli elemnti eV € X con el =0, se n # N, e ey =1 cio¢ gli elementi
del tipo (0,...,0,1,0,...,0) dove 1 ¢ nella posizione N, sono tutti elemen-

ti di S ma non possono convergere neanche a meno di sottosuccessioni ad
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un elemento di S cioé non esiste nessuna sottosuccesione che puo essere di
Cauchy (i.e. Ve > 0 3N, tale che Ym,n > N_ ||z — 2V, < €). Infatti se
N # M

+00 %
e — M, = (Deff _ ew) — V2
n=1

che ¢ quello che volevamo mostrare. [



Capitolo 3

Proprieta dei convessi in R"

In questo capitolo dopo aver dato la definizione di span di un insieme enunce-
remo e dimostreremo alcune delle principali proprieta degli insiemi convessi
in R™.

Definizione 3.1. Dato un insieme convesso chiuso e limitato C di R™ si
definisce span(C) l'insieme span(C) = (C) =({V |V <R* C CV}.
Vediamo ora una prima proprieta degli insiemi convessi in R"

Proposizione 3.1. Sia C' un insieme convesso, chiuso e limitato tale che
0 € C CR"™ e tale che span(C) = R". Allora C = {0} oppure 3z, € C° dove
con C° intendiamo la parte interna di C.

Dimostrazione. Se 0 € C°, abbiamo finito altrimenti se 0 € 0C', abbia-
mo due possibilita: o span(C) = {0} e quindi siamo nel primo caso della
proposizione, oppure span(C) = R" con n > 1. In questo caso esiste

21 € C\ {0}
e posto
T
V1 =
a1

abbiamo nuovamente due possibilita: o span(C) = span(v;) e quindi n = 1,
oppure esiste x5 € C'\ (vy).
Nel primo caso (n = 1) avremmo che

C=CnNR=0CnN <U1> = {t’Ul, cont € [al,bl]}

con a; <0eby > || #0, dato che 0,2, € C.
Quindi C' = [ay, by] e lintervallo aperto (ay, b;) ¢ tutto interno a C' e quindi

21
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ogni zo € (ay,by) ¢ punto interno.
Nel secondo caso prendiamo

To € C\ <U1>
e definisco
T2
Vo =
|22l

e itero il procedimento. Si arriva cosi a costruire
T1,..., 2, €C
punti tali che

X

v = ——
e

sono una base di R" e

span(C) = span(vy, ..., v,).

L’insieme
n n
Pona = {Stdtee 0 S <]
i=1 i=1
¢ quindi un insieme chiuso contenuto in C; infatti T'(z1,...,x,) & chiuso ed
¢ la combinazione convessa dei punti 0, zy,...,z, € C

i=1 =1

L’insieme aperto

T, = {zmim 0,3 < 1}
i=1 i=1

é tutto contenuto in C' e quindi ogni xy € T'(z1,...,z,)° é contenuto in C°.

O

Corollario 3.1. Sia C' un convesso, chiuso, limitato con xy € C° C — xg €
radiale e quindi il funzionale di Minkowski é finito ovunque se span(C) = R"

Proposizione 3.2. Sia R" =V & VL, V = span(C) e 0 € C° C V. Allora
pc|V($) <40 € pC‘VJ_(SL’) = +00.
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3.1 Separazione punto convesso

Vediamo ora un’altra importante proprieta degli insiemi convessi cio¢ la pro-
prieta di separazione punto convesso. Per fare cid dobbiamo prima vedere
il Lemma di Zorn, il teorema di Hahn Banach e un’applicazione di questo
teorema al lemma di Zorn che ci saranno utili nella dimostrazione di questa
proprieta.

Come prima cosa diamo alcune definizioni.

Definizione 3.2. (Relazione d’ordine) Una relazione d’ordine in un insieme
() & una proprieta definita in un sottoinsieme di () x (); quando essa é vera
per la coppia (1, x2) scriveremo x1 < x5 oppure 1 < .

Definizione 3.3. (Insieme parzialmente ordinato) La coppia (Q, <) costi-
tuita da un insieme e da una relazione d’ordine su di esso si dice insieme
parzialmente ordinato

Definizione 3.4. 1. ) C X ¢ totalmente ordinato <= z <y o y <
x Vr,y€Q

2. Sia@ € XeMe X. M sidice un maggiorante per Q) se Vo € () = <
M

3. Sia M € X. M si dice elemento massimale di X se non esiste z €
X,x # M tale che M <=z

4. Un elemento m € @ si dice minimale in ) se per ogni x € () si ha
r<<m — m<zx.

5. X si dice induttivo se ogni sottoinsieme di X totalmente ordinato ha
un elemento massimale.

Enunciamo ora il Lemma di Zorn.

Lemma 3.1. (Lemma di Zorn) Ogni insieme non vuoto parzialmente ordi-
nato e induttivo ha un elemento massimale.

Vediamo ora il teorema di Hahn Banach.

Teorema 3.1. (Hahn Banach versione algebrica reale) Sia E uno spazio
vettoriale reale. Sia p: E — R una funzione sublineare

plz+y) <plx) +ply)Vr,y € E
e positivamente 1-omogenea

p(Ax) = Ap(x) VA > 0,Vx € E.
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Sia G C E e sia g: G — R lineare e tale che g(x) < p(z)Vzr € G.
Allora esiste g: E — R lineare tale che g = g su G e g(x) < p(x)Vr € E.

Dimostrazione. Facciamo questa dimostrazione per passi. Come prima
cosa consideriamo l’'insieme

P ={h: D(h) — R|D(h) ¢ un sottospazio lineare di £, h: D(h) — Rlineare

G CD(h), he=g, h<psuD(h)}.

e dimostriano che P ¢é induttivo.
Sappiamo che

P A0
perché g: G - R € P.
Dati h, k € P diremo che k ¢ una estensione di h se

D(h) C D(k)

e kip) = h: scriveremo per brevita h < k per intendere che £ ¢ estensione di
h. La relazione appena definita tra h e k & una relazione di ordine parziale.
Quindi per provare che P é induttivo fissiamo H C P totalmente ordinato e
dimostriamo che H ha un maggiorante in P.

Definiamo

h(z) = h(z) se © € D(h).

Dimostriamo che h: D(h) — R ¢ un maggiorante per H. Dimostriamo anzi-
tutto che D(h) ¢ un sottospazio di E.
Se x,y € D(h) allora abbiamo che

Jhy, hy € H

tali che
rx€D(hy) e yeD(hy).

Poiche¢ H ¢ totalmente ordinato si ha che o h, < h, o hy, < h,, cio¢

oppure
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se vale (3.1) abbiamo che
D(hs) € D(hy)

e che hy|p(n,) = he.
Questo implica che
z,y € D(hy)

che a sua volta implica che

Va,b € R azx + by € D(h,) C D(h).
Cio dimostra che D(h) & un sottospazio vettoriale in quanto abbiamo visto
che ¢ chiuso rispetto all’inclusione.
Dobbiamo ora vedere che h ¢ ben posta cioé¢ dobbiamo verificare che ad ogni

x € D(h) é associato in maniera univoca un ¢ € R per cui abbia senso porre
t = h(z) cio equivale a provare che se

€D NDK), hkeH = hlz)=k(z).

Questo ¢ vero in quanto essendo H totalmente ordinato abbiamo che h < k
(o k < h) dunque
D(h) C D(k)

ko) = h-

Per concludere il primo passo della dimostazione ci resta da verificare che
h: D(h) — R appartiene a P cio¢ dobbiamo verificare che h ¢é lineare, che
h(z) < p(z) e che hg = g.

La linearita segue dalla definizione di h.

Per provare che h(z) < p(x), basta osservare che se z € D(h) con h € H C P
si ha che

h(z) = h(z) < p(z) Vo € D(h)
e quindi ~(z) < p(z) Va € D(h). Infine abbiamo che g = g perché

he=g VYheHCP.

Quindi abbiamo mostrato che

heP

e che

VheH h<h
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cioe abbiamo mostrato che H ha un elemento massimale cioe che P ¢ indut-
tivo che ¢ quanto volevamo dimostrare nel primo passo.
Ora se h € H per definizione si ha che

h <h <= D(h) C D(h)

e che B
hipn) = h-

Applicando ora il Lemma di Zorn (Lemma 3.1) otteniamo che P ha un
elemento massimale. Sia g: D(g) — R tale elemento cio implica che

da=9
g(x) <p(x) VeeX

g ¢ lineare su D(g) < E.

Come secondo e ultimo passo dobbiamo dimostrare che
D(g) = E.
Facciamo cio per assurdo qunidi supponiamo che
dzg € E'\ D(g)

e proviamo che

df € Ptale chef # geg < p.

Poniamo quindi
D(f) = D(9) + R(xo) = {z + Azo [z € D(9), A € RY;
D(f) & un sottospazio vettoriale e
D(9) < D(f) 3 a0,
dunque abbiamo che
flz+ Axg) :=g(x) + Af(xg) Vo eD(g), VAeER.

Allora f: D(f) — R ¢ lineare e f(x) = g(z) Vz € D(9g)
f € P se dimostriamo che f(y) < p(y) Vy € D(f) il che equivale a
dimostrare che

flz+ Axg) = g(x) + M (x0) < p(z + Axg), Vo e D(g),VA eR.
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Affermiamo che é sufficiente definire f(xy) in modo tale che
9(x) + f(xo) < p(z + x0)
9(x) — f(zo) < p(z — z0),
o in modo equivalente
g(z) — p(x — x0) < f(z0) < p(z + 20) — g(2). (3

Infatti, se quanto detto ¢ vero, per A > 0 abbiamo che

9(x) + Af(xo) =

Sp(3) e
b(s o)

= p(x + A\xo),

mentre nel caso in cui A < 0

9(x) + Af(xo) =

-(-5) -1

Per fare in modo che la (3.3) sia soddisfatta basta scegliere f(z) tale che

2%1({){5@) —py— )} < flwo) < nf {p(z +20) — g()}.

Poiché

supa < infb <= a<b Vaec A, VbeRB
acA beB

cl resta da verificare che

9(y) — p(y — x0) < p(z +x0) — g(x) Va,y € D(9)

il che equivale a verificare che

g +y)=g(y) +g(z) < plx + 20) + p(y — 20)-

27

3)
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Per costruzione g € P quindi

g +y) <ply+z)
= p((y —x9)+ (z+ xo))
< p(y — x0) + p(x + 20);

quindi g si puo estendere ma questo é assurdo perché g e massimale; dunque
D(g) = E e questo conclude la dimostrazione. [
Vediamo ora un’applicazione di questo teorema al Lemma di Zorn.

Teorema 3.2. Sia E uno spazio di dimensione infinita e sia S = {S C
E | S linearmente indipendente}. Allora S ammette un elemento massimale
B rispetto alla relazione di inclusione.

Dimostrazione. Sia H C S. Dobbiamo dimostrare che H ha un maggio-
rante in S.
Sia

M=|]Js
SeH
e proviamo che M € S ossia che M é linearmente indipentente cioé proviamo
che M ¢ il maggiorante cercato.
Sia F' C M finito, ossia
F=A{v,..., v}

questo implica che
Vie{l,...,k} 3S; € Htale chev; € S;

A meno di permutazioni degli indici essendo H totalmente ordinato possiamo
supporre che
S1C 5% C---CS

il che implica che

FCS, eS8

cioé F' ¢é linearmente indipendente. Dunque (S,C) soddisfa le ipotesi del
Lemma di Zorn quindi esiste B massimale in & che é quanto volevamo
dimostrare. [

Dopo aver dimostrato il teorema di Hahn Banach possiamo enunciare e
dimostrare la proprieta di separazione tra punto e convessi.

Teorema 3.3. Sia E uno spazio vettoriale. Sia C' # () un insieme convesso,

chiuso e sia vg € E\ C. Allora 3f € E' tale che f(x) < f(xg) VYx e C.
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Dimostrazione. Di questa proposizione daremo due dimostrazioni una
analitica e una geometrica nel caso £ = R". Cominciamo con l'apporre la
versione analitica. Dividiamo questa dimostrazione in due casi.

PRIMO CASO
0eC

allora abbiamo che

C={zxeX|pc(x)<c c>0}

Jk > Otale che po(z) < k||| Vz € E. (3.4)
Poiche xy ¢ C abbiamo che pe(zg) > c.
Poniamo
G:RIOI{A$0|)\ER}
allora

Ve = (Axg) € G, VA>0, g(x) = Apc(zo)
g ¢ lineare. Verifichiamo che g(z) < p(z) Vz € G.
se A\ >0 g(z) =g(A\xg) = Apc(0) = pe(Axo) = pe(z)

se A <0 g(z) = g(Aro) = Apc(z0) = —po(—Azo) < po(z)

dunque possiamo applicare il teorema di Hahn Banach. Quindi 4f: £ — R
lineare e tale che

fia = g cioé f(xo) = g(w0) = pc(z0) > ¢

e che
f(z) <pc(x) VzekFE.

Quindi per (3.4) abbiamo che

f(z) <k|z| VeeE

—f(x) = f(=x) <k|zl]| VeekE

dunque abbiamo ottenuto che

1f(x)| < k|z|| Ve€eE = feFE
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(dove con E’ indichiamo lo spazio degli operatori lineari e continui). Quindi
Vee O f(x) <pclr) <c< f(zg) = f(z)< f(xo)

che & quanto volevamo dimostrare.

SECONDO CASO

0¢C
allora poiche C' # () esiste Z € C. Chiamiamo

C'=C—-{z}={x—z|zeC}.

Dunque 0 € C’, C" & convesso ¢ xg — T ¢ C' (infatti se fosse 29 — 7 € C' =
C — {z} allora zq € C il che ¢ assurdo). Possiamo applicare a C’ il primo
caso ottenendo che

f € F'tale che f(2) < f(zg — ) Vo' e’

il che implica
fle—2)< f(xo—2) VYxel
e quindi
fx) = f(Z) < fzo) — f(T)Ve € C
cioe
fz) < flxo)
che & quanto volevamo dimostrare. [
Passiamo ora alla dimostrazione geometrica; sia quindi £ = R"”
Sia
V(zg) ={veS" |3t >0z +tveC}
allora esiste un vy € V(xy) tale che vo-v > 0 Vv € V(z). Una volta
introdotto un tale vy definiamo

f(z) = —azvy
con « scelto in modo tale che
f(SCo) = —axguy = 1,
quindi a = _Flvo' Abbiamo quindi definito
1
f(z) = —zw.

ZoVo
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Consideriamo ora
yeC

e abbiamo che
y=xo+tv t>0,ve€V(xy)

dunque
1
fly) = flxg+tv) = ——(x¢ + tv)vg
LoV
=1+4tvyy < 1= f(x0);
infatti

CBO::L'O‘I’t’ﬁ v E V(ZL’Q)
OZZL’QUO—I-t’ﬁUO

ora poiche tvvy > 0 si ha che necessariamente xgvy < 0 quindi f(y) < f(zo).
Per completare la dimostrazione resta da verificare che

Jug € V() tale che vov >0 Vo € V().

Se n =1 allora C' C R ¢ un segmento dunque esiste un unico vy = v € V (zg)
e dunque v > 0.
Sen=2

Juy,ve € V(x0), tali che vy # vs.

Supponiamo che vy sia orientato come e; allora
V(xo) N (vy,v0) €S = {09 € I}

con I = [0,05] o I = [—1,,0] con ¥y < 7 (Fig.1, Fig.2). Se fosse ¥ > 7 per
la convessita di C' si avrebbe che

Sl c V(Io) N <’Ul,’02>

cioé avremmo xy € C' ma questo ¢ assurdo poiché per ipotesi zo ¢ C.
Dunque a meno di rotazioni abbiamo che

V(l’o) N Ty =~ [0,’(92] Yy € [0,71']

dove con 75 abbiamo indicato il piano due-dimensionale gemerato da v; e vs.
Esiste quindi e; € V' (zg) N m tale che posto w' = e; +é3 e v/ = w_ g ha

el
che Yv € V(xy) Nme vv' > 0 infatti

1

= m(vel + Uéé) Z 0.

/
(%Y
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Iterando il procedimento otteniamo che

Juy, .0, € V(xg), v F# v F e F vy

Quindi abbiamo che wy = e; + €2 + ..., €, dunque esiste vy =

llwoll *
Dobbiamo dimostrare che

Yo € V(xg) vy > 0.

Questo ¢ vero poiche

1 - -
——(vey +vey -+ vey) >0

VUy =
" ol

poiché tutti gli addendi sono positivi.
Ora la dimostrazione ¢ completa. [

N

(a) Fig.1 (b) Fig.2




Capitolo 4

Punti1 ed 1imsiemi estremali

In questo capitolo daremo la definizione di insieme e di punto estremale;
poi enunceremo la condizione di esistenza di un punto estremale nota come
teorema di Krein-Milman. Daremo poi una caratterizzazione degli insiemi
estremali tramite un Corollario del teorema di Krein-Milman

Definizione 4.1. (Sottoinsieme estremale) Dato un insieme F C X con X
spazio vettoriale, diremo che M C FE ¢ un sottoinsieme estremale se un punto
della forma:

ar;+ (1 —a)ry a€(0,1)

con x1,xe € FE appartiene ad M solo se x1,29 € M. Se M = {x} consiste
di un solo punto si parla di punto estremale.
Inoltre denotiamo con Fzt(E) = {z € E| x ¢ un punto estremale}.

Esempio 4.1. Se consideriamo gli insiemi {2? + y? = 1} C R? (Fig.1) e
{z? + y* + 22 = 1} C R?® abbiamo che ogni singolo punto di tali insiemi ¢
estremale e tali insiemi sono anche estremali.

Se consideriamo, invece, I'insieme costituito da un quadrato abbiamo che
i lati del quadrato risultano essere sottoinsiemi estremali, mentre i vertici
(A,B,C,D) risultano essere punti estremali (Fig.2).

Prima di vedere la condizione necessaria affinché esista un punto estremale
espressa tramite il teorema di Krein-Milman enunciamo e dimostriamo un
lemma che ci sara utilie nella dimostrazione di tale teorema.

Lemma 4.1. Se (M;);c; sono insiemi compatti tali che VF C I con F
insieme finito e

(M # 0

1eF

33
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”
oz

(a) Fig.1 (b) Fig.2

Figura 4.1: Esempi di convessi con sottoinsiemi estremali

allora anche

() M; # 0.
iel

Dimostrazione Supponiamo per assurdo che
iel

allora avremmo che gli insiemi

sono aperti e tali che
iel

Dunque Vj € I fissato abbiamo che

M;c | A

iel
Per la compattezza dF C I tale che
M;C | A =R\ [ My

i€F i€F
ora se chiamiamo

F'= FuU{j}
otteniamo un assurdo perché abbiamo che

M j NM, = 0 VieF

che € contro l'ipotesi. Dunque necessariamente deve essere

() M; # 0.

iel
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Teorema 4.1. (Krein-Milman) Sia E # () un sottoinsieme compatto e con-
vesso contenuto in R™; allora esiste almeno un punto estremale.

Dimostrazione. In questa dimostrazione useremo il lemma di Zorn 3.1.
E stesso & un sottoinsieme estremale di E. Definiamo quindi la famiglia non
vuota
M = {M C E| M sottoinsieme estremale compatto}

ed ordiniamo M per inclusione. Se
M; CM

¢ un insieme ordinato (cio¢ gli elementi sono incatenati) abbiamo che
(| M#0
MeM;

per il Lemma 4.1.
Dal Lemma di Zorn (lemma 3.1) abbiamo che

dMy e M

elemento minimale (Definizione 3.4); se M, contiene due elementi distinti
cioe se
Ell‘o, Yo € MO tali che Zo §£ Yo

allora

Jf: R"—= R
funzionale lineare e continuo tale che:

f (o) # f(yo)-
Definiamo

My ={z e Mo| f(z) = inf f(y)}

yeMo

che risulta essere un sottoinsieme proprio di M, grazie alla compattezza di
M.
Supponiamo ora che x1, x5 siano tali che

ar, + (1 —OK)SL’Q e M; C M,

per qualche a € (0,1);
dato che M, ¢é estremale ricaviamo che

T1,xo € M.
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Per come abbiamo definito M; si deve anche avere che
1, Ty € My,
infatti se per assurdo avessimo che x; ¢ M; avremmo che:
yiel}\go fly) =flaz; + (1 — a)xy)

=af(r;) + (1 — ) f(z9)
>a yier}\go fly)+ (1 —a)f(z)

20,10, 50)+ () 1t 1)
= inf f(y)

yEMo
il che e assurdo quindi abbiamo che z1,z9 € M;. Dunque anche M; ¢ un
sottoinsieme estremale contenuto in M, ma che non puo coincidere con M.
Questo contraddice la minimalita di My e quindi M, deve consistere di un
solo elemento e quindi abbiamo trovato un punto estremale. [
Dopo aver visto il teorema di Krein-Milman vediamo una caratterizzazio-
ne degli insiemi estremali tramite il seguente corollario.

Corollario 4.1. Sia ) # E C R™ un sottoinsieme convesso e compatto di
uno spazio topologico X ; allora

E = co(Ext(E)),

cioe E coincide con il piv piccolo insieme chiuso contenente tutte le combi-
nazioni convesse

N N
Zaizzi, Zaizl, a; >0, wz;€ Ext(E), i=1,....N
i=1 i=1

Dimostrazione. Per dimostrare 1'uguaglianza dobbiamo mostrare le due
inclusioni.
Iniziamo col dimostrare “C”.
E chiaro che
Ext(E) CE

e quindi per la convessita e la chiusura di £ abbiamo che
co(Ext(E)) C E.

Dimostriamo ora “2”.
Supponiamo che esista
xg € E\ co(Ezt(E));
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fissiamo
c € co(Ext(E))

e troviamo che l’insieme
C =co(Ext(E)) —c

¢ un convesso compatto con 0 € C' e g —c ¢ C.
Esiste quindi
frR" =R

funzionale lineare e continuo tale che
flxg—c)>1, fly) <1 VyeCl

grazie al teorema di separazione tra punto e convesso (Teorema 3.3).
Definiamo

Ey={x e E|f(x) =sup f(y)}.

yek

Dato che zy € E abbiamo che
E1 N Ext(E) =0

infatti se esistesse

avremmo che

ze(C+ec
da cui
flrg—c)>1 = f(xo) > 1+ f(c).
D’altronde
reC+c = ar—-—ceC = f(r—c) <L
Ma allora

flx) <14 f(e) < f(xo)

e quindi x ¢ Ej.
Questo ¢ sufficiente per concludere: infatti

E,CFE

¢ un sottoinsieme chiuso di £. In piu E; ¢ un sottoinsieme estremale di
E; d’altra parte, ogni sottoinsieme estremale di F; ¢ anche un sottoinsieme
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estremale di F. Esistono quindi punti estremali di £, che quindi sono anche
punti estremali per £, ma cid non puo essere percheé

dunque non esiste
xg € E\ co(Ext(E))

il che implica
E = co(Ezt(E)).

O
Osservazione 4.1. [l risultato di questo Corollario cosi come il teorema di

Krein-Milman valgono piu in generale in spazi topologict linear: localmente
CONVESSI.
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