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Capitolo 1

Richiami di teoria della misura

In questo capitolo facciamo una rapida carrellata delle principali nozioni
di teoria della misura che ci serviranno in seguito.
Per maggiori dettagli e approfondimenti, rimandiamo al libro [1].
Ricordiamo anzitutto la definizione di misura esterna e di misura. 1 due
concetti differiscono principalmente per il loro dominio di definizione.

Definizione 1.1. Dato uno spazio €2, si chiama misura esterna una funzione
w*: P(Q) = [0, 4+00], con P(Q) = 29 linsieme delle parti di §) tale che

1) :u*(@) =0;
2) numerale subadditivita: p*(UjenA;) < jen i (Aj);
3) monotonia: AC B = p*(A) < u*(B).
Si possono fare vari esempi di misure esterne.
i) Misura di Lebesgue: Q =R" u* = L".
i1) Delta di Dirac: fissato wy € €2, si definisce
1 se wy € A,
6wo(A) o {O Se Wy ¢ A.
i1i) Misura del conteggio:

tA (cardinalita di A) se A ha un numero finito di elementi,
00 altrimenti.

H°(A) = {

iv) Misura indicatrice:
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v) Le misure di superficie per superfici buone (regolari).

Una misura esterna per essere una misura deve soddisfare una condizione in
pit, e cioe I'additivita numerabile.

3) Se A;, j € N sono disgiunti, allora

p(U A5) = w(4y).

JEN jeN

Questa richiesta restringe di molto il dominio di p* e necessita di una
proprieta nota come misurabilita: un insieme A si dice misurabile se V1" C 2
vale

§(A) = W (ANT) + 5 (A\ T)
Si dimostra che, data p* : P(2) — [0, +00], la famiglia

M(u*) ={A € P(Q) : A misurabile}

¢ una o-algebra (cioe una famiglia chiusa per passaggio al complementare e
per unioni numerabili, con () e © che appartengono alla famiglia).

M(p*) € il dominio naturale della misura indotta da p*, cioe la funzione
1= eyt M) = [0, +00] ¢ una misura.

Si puo dimostrare che le misure (iz) e (i), cioe la delta d,, e H° sono
misure con M(4,,) = M(H®) = P(Q), mentre per la misura I si ha che
M(I) ={0,Q}.

Anche per la misura di Lebesgue non € un problema banale la determinazione

di M(L™): si puo vedere che M(L") # P(R™).

Esempio (Vitali) Restringiamoci al caso della misura di Lebesgue unidi-
mensionale sull'intervallo [0,1]: introduciamo la relazione di equivalenza x ~ y
se e solo se z — y € Q. Data la relazione di equivalenza, abbiamo le classi di
equivalenza: in ogni classe scegliamo un rappresentante (mediante ’assioma
della scelta) e denotiamo con R l'insieme dei rappresentanti. La domanda &
se R € misurabile o meno: si nota che

pyc U (R+o (L.1)

qum[_lvl]

dove la condizione ¢ € Q N [—1,1] serve per avere R + ¢ C [—1,2]. Se R
fosse misurabile con £'(R) = ¢, si dovrebbe avere ¢ > 0 in quanto (1.1) con
I'invarianza per traslazioni della misura di Lebesgue esclude il caso ¢ = 0.
Pero [0,1] puo essere visto come unione disgiunta di traslazioni di R e tale



unione deve essere numerabile (non finita) e questo non puo essere. Ovvero,
dato che gli insiemi R + ¢ sono disgiunti per q differenti, otteniamo che

1szl( U (R+q))§3

qeQN[—1,1]
e inoltre
3> L1 ( U (R+q)> = > LYYR4+q¢= > ¢ =c=0.
q€QN[—1,1] q€QN[—1,1] q€QN[—1,1]

Per garantire un po di regolarita delle misure in considerazione e per non dover
porsi il problema della determinazione del dominio della misura, solitamente
si suppone di lavorare con misure Boreliane (Borel regolari), intendendo con
questo l'ipotesi che, nel caso €2 sia uno spazio topologico, B(€2) C M (u*).
Qui con B(2) si intende la piu piccola o-algebra generata dagli aperti di €2.
Se (2 & uno spazio metrico, ad esempio {2 = R", esistono criteri che garantiscono
la Borelianita: ad esempio il Criterio di Carathéodory dice che se la misura
esterna ¢ additiva sugli insiemi distanti, cioe

p(AUB) =p"(A) +p"(B) se 0<d(A,B)= inf d(a,b),

a€AbEB

allora B(R™) C M(u*).
La misura di Lebesgue soddisfa queste proprieta e quindi B(R™) C M(L™).

Definizione 1.2. Data una misura pv definita su di una o-algebra F, defi-
niamo spazio con misura la terna (Q, F, u).

Dato uno spazio con misura o misurabile, possiamo definire un integrale.

Definizione 1.3. Sia data una funzione f : Q — R, essa é una funzione
misurabile reale se é tale che f~'(A) € F VA € R aperto o A € B(R)

Si puo, piu in generale, richiedere che f~1(A) € F VA € M(L'), anche
se non lo faremo praticamente mai.

Definizione 1.4. Diremo che f ¢ Boreliana se €2 e spazio topologico e

F Y (A) € B(Q) VA€ B(R).

Data f misurabile, sono misurabili anche le funzioni

fT=max{f,0}, f~ =max{-f,0}, [f[=/f"+f".

Spesso quindi si ragiona sulle funzioni f positive e poi si generalizza a funzioni
qualsiasi grazie al fatto che |f| = fT+ f~.
Importante ¢ 'approssimazione di f mediante funzioni semplici.
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Definizione 1.5. Una funzione g : ) — R ¢é semplice se esistono un numero
finito di insiemi misurabili disgiunti E; C Q 1= 1,...,h e delle costanti
¢ €R, 1=1,..., h tale che

h
=1

0 sewé¢ E;,

con Xg, funzione caratteristica di E;, xg,(w) = {1 e weE
i

Se f & una funzione misurabile positiva, allora
f = sup{yg; g funzione semplice g < f}.
Se poi f ¢ essenzialmente limitata, cioe se
[fl[zoe :=nf {A € R: p ({[f] > A}) = 0} < +o0,

allora Ve > 0 Jg. funzione semplice tale che ||f — g:||~ < & (approssimazione
uniforme). Tale approssimazione si costruisce come segue: supponiamo f > 0
e M :=||f||L= < 400, e suddividiamo l'intervallo [0, M] in A intervallini di

ampiezza %, cioe

h-1 (JhM (j +h1)M1 U f71({03}).

La misurabilita di f implica che gli insiemi E](h) = f! ((%, (j+i)M]) e

f71({0}) sono misurabili e disgiunti e la funzione

h—1 :
JM
9n = Z TXEJ(M

J=0

¢ semplice, g, < f e ||f — gn||r= < . Se fisso € > 0 e prendo h tale che
% < ¢ ho quindi concluso.

Tale approssimazione ¢ fondamentale per la definizione dell’integrale di f.

Definizione 1.6. Se g ¢ la funzione semplice data in (1.2), si definisce

[0 du= [ o) = sz)



Per f misurabile e positiva si pone:

/fdu::sup{/gdu: gsemplice,gﬁf}.
Q Q

Per f generica si pone quindi

Lt = [ £t aus [ 5 dp [ Fdu= [ 5t du= [ 5 de

La definizione di [, f du € ben data se non siamo in presenza di una forma
indeterminata e cio succede se ad esempio [, | f| du < +o0.

Definizione 1.7. Dato Q C R misurabile, e p > 0, si definiscono gli spazi
LP(Q2, ) come

L2, 1) = {f . Q = R misurabili : /Q P dp < +oo};

e sono spazi di Banach con la norma

171 :—{<f9|f|pdu>i 1< p < 4o,
" Uiflle p=oo.

Teorema 1.8. (Disuguaglianza di Hélder)
Date f € LP(A), g € LY (A) dove p e p/ sono esponenti coniugati, cioé

1 1
—+ = =1,p>1sihache f-ge L'(A) con
p p

gl < T llee - g s

[iral < (fue) - ([1ar) (13)

Fissata una funzione f, la o-algebra F e in qualche modo troppo grande
(eccessiva) per la misurabilita di f: si definisce quindi la o-algebra generata
da f, o(f), come la pin piccola o-algebra che contiene f~1(A), A € R aperto.
Si noti che nella teoria dell’integrazione se si modifica la funzione f su insiemi
di misura nulla si vorrebbe che l'integrale e tutta la teoria non cambiasse:
ciod, se f & un’altra funzione con {f # f } di misura nulla, allora si dovrebbe
poter far tutto utilizzando f al posto di f.

Per far questo si deve avere che gli insiemi nulli (a misura esterna nulla) siano
misurabili: cio si puo sempre fare in quanto

cioé

N ={ECQ:p(E)=0}
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¢ una o-algebra e quindi M (p*) UN & ancora una o-algebra. Data in generale
una o-algebra F, la si pud sempre completare a F = FUN in modo da
contenere gli insiemi nulli: F si dira poi completa se F = F. Supporremo
sempre le g-algebre complete, anche con la o(f).

Escluso il concetto di integrale, che funziona bene se ¥ = R" o con qualche
modifica, E spazio di Banach, gli altri concetti appena esposti possono essere
estesi a misure p con segno (non necessariamente positive), a misure vettoriali e
anche a funzioni f : (Q,F, u) — (E, &) con E insieme dotato di o-algebra £ (si
parla di spazio pre-misurato), definendo f misurabile se f~1(A) € F VA € &.

Data f : (Q,F,u) — (E,E) possiamo costruire due altre misure: la misura
su () data da puy = fu definita da

1 (A) ::/Af du VA€ F,

e la misura su E detta misura immagine di f (o legge di f, o ancora push-
forward di p tramite f) data da

fin(A) = p({f € A}) = u(f71(4))  VvAek&.

Utilizzando la convenzione che se A € F ha misura nulla allora

/AfdMIO,

anche nel caso in cui f = 400, si ottiene che py ¢ una misura assolutamente
continua rispetto a p, e si scrive py < p intendendo che se p(A) = 0 =
pr(A) = 0 (o equivalentemente se Ve > 0 30 > 0 tale che p(A) < § =
|kl (A) = sup {Zien [1(Ai)] : A= Uien Ai} < €). La legge di f in generale,
se f: (2, F, ) — R, non & detto che sia assolutamente continua rispetto a
L': se f & costante, f(w) =z € R, allora fiu = d,, (delta di Dirac in o).

Definizione 1.9. Due funzioni misurabili si dicono equamente distribuite se
Jight = fappe.

1.1 Spazi di probabilita

Definizione 1.10. Si parla di spazio di probabilita ) se su di esso ¢ definita
la misura p positiva, e se u(€2) = 1: in tal caso scriveremo p =P e lo spazio
di probabilita sara (Q, F,P). Gli elementi di F vengono chiamati eventi e
due eventi A, B € F si dicono indipendenti, se P(AN B) = P(A) - P(B).
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L’indipendenza puo essere estesa alle o-algebre dicendo che due o-algebre
JF1 e JF5 sono indipendenti se

P(ANB) =P(A)-B(B) VA€ F, VB e F.

Le funzioni misurabili f : 2 — R vengono chiamate variabili aleatorie reali:
due variabili aleatorie f; e fo vengono dette indipendenti se o(f1) e o(f2)
sono indipendenti.

Definizione 1.11. Una variabile aleatoria f : 2 — R si dice avere legge
normale se f3P, la legge di f, é assolutamente continua rispetto a L' con
densitd data da una Gaussiana di media m e varianza o, fyP = N(m,o).
Cioe, denotata con p = fIP, avremo:

m:/R:c p(dz), J:/IR{(:L'—m)2 p(dx).

Dall’assoluta continuita segue che la legge ha una densita; questo si ottiene
grazie al seguente teorema

Teorema 1.12. (Radon-Nikodym) Se i e v sono due misure finite e p <
v, allora esiste una funzione p € L*(|v]), detta densita, tale che p = v, = pv.

2
1 |z—m]

Nel caso di legge normale si avra quindi che f;P(dz) := —2—=
Nel caso m = 0 e 0 = 1 si parla di legge normale standard.

Definizione 1.13. Si chiama processo stocastico una famiglia {X;}i>o di
variabili aleatorie definite su uno stesso spazio di probabilita (2, F,P), dove t
varia in sottoinsieme di R™. Il processo puo essere discreto o continuo se il
parametro é discreto (successione di variabili aleatorie) o continuo.

Nel secondo caso si tratta di una famiglia (X;);>0 di variabili aleatorie
X : © — R (se processo stocastico reale).

Introduciamo ora il processo di filtrazione.

Definizione 1.14. Considerato lo spazio di probabilita (2, A,P), una filtra-
zione (Fi)eso € una famiglia di o-algrbre crescenti contenute in A.

La o-algrbra F; rappresenta linformazione disponibile all’istante t. Diciamo
che il processo (Xi)i>o € adattato a (Fi)io , se per ognit , Xy é Fy-misurabile,
cioé o(X;) C F;.

Solitamente, dato un processo stocastico, si puo costruire una filtrazione
definendo F; := o(X; : s < t), la piu piccola o-algebra che rende misurabili
tutte le X, s <'t.
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Definizione 1.15. Data una variabile aleatoria X, denotiamo con E[X] la
media, o speranza, di X definita da

E[X] :/QX d]P’:/QX(w)]P’ (dw).

Utilizzando la definizione di legge di X, che denotiamo con pu = XP, si
vede facilmente che Vf : R — R Boreliana si ha che

E[f(0)] = [ f(X@)P (@) = [ f(x)u (d).
Definiamo inoltre la speranza condizionale come segue:

Proposizione 1.16. Date due o-algebre G C F di €1, la speranza della
variabile aleatoria X : (Q, F,pu) — R condizionata a G, denotata con E(X|G)
e l'unica funzione G-misurabile tale che

/E@Wﬁm:/XﬂeEwm] VB e g.
B B

Dimostrazione. Se X € L'(F), allora devo dimostrare che esiste un’unica
variabile aleatoria Z € L'(G), G sotto-o-algebra di F, tale che:

/ZdP:/XmPVBEQ

B B

tale variabile aleatoria sara la speranza condizionale che denotiamo con
7 = E(X|G).

Definisco u(A) := [, X dP, A € G, una misura assolutamente continua
rispetto a P|g. Allora, per il teorema di Radon-Nikodym 1.12, esiste la
densitd in L'(G), che ¢é la funzione Z,

u(A) :/AZ dP.

L’unico problema rimanente ¢ quello dell'unicitd : suppongo esista Y € L'(G)
che si comporta allo stesso modo:

[(Zz=v)daP=0 vaeg. (1.4)

Bisogna vedere che Z =Y per quasi ogni P. Ovvero dobbiamo dimostrare
che l'insieme {Z # Y} é trascurabile:

P({Z+£Y})=0.
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Considero {Z > Y} U{Z <Y} = {Z # Y}. Tali insiemi sono G-misurabili in
quanto Z e Y sono G-misurabili, da cui il fatto che anche Z —Y é G-misurabile.
Pongo:

A=(Z-Y) ! 0,+00)={Z -Y >0} €G.

Allora per (1.4) ho che [,(Z —Y)dP =0, masu A, (Z—-Y) > 0 e quindi
P(A) = 0.
Allo stesso modo, ponendo:

A={Z-Y<0}eg
dimostro che P(A’) = 0, e di conseguenza 'asserto é dimostrato. O

Il concetto di speranza condizionale generalizza il concetto di probabilita
condizionata ad un evento A € F definita da

PA(B) = ]P(lA)IP’(A AB) VBeF

se P(A) # 0. Si nota che P4 < P e che la sua densita e ﬁ)@.

In questo caso si ha che E(xg|Ga) = ﬁXAmB conGya={BNA:BEecF}
L’interpretazione di E(X|G) si capisce meglio in L?, dato che esso ¢ uno spazio
di Hilbert. Poiche le funzioni G-misurabili sono anche F-misurabili, possiamo
pensare a L*(G) come sottospazio (chiuso) di L?(F) (con ovvia definizione di
L*(G) C L*(F)).

Visto che abbiamo un prodotto scalare, possiamo definire la proiezione or-
togonale 7 : L?(F) — L?*(G). Tale proiezione ortogonale altro non & che la
speranza condizionale w(X) = E(X|G).

Infatti 7(X) minimizza la seguente quantita

min {||X = fllz2x) : £ € LX(G)},
cioe
1X =772 S NIX = fll2r  Vf € LXG).

In particolare possiamo prendere f = m(X) + g con g € L*(G), quindi
e || X —m(X) — 59]]%2(f) ha come minimo 0 e dato che ¢ & derivabile,
¢'(0) = 0. Ma ¢/(0) = Jo(X — 7(X))g dP = 0.

Se in particolare prendiamo g = xg, B € G, abbiamo ottenuto che

/BXdIP’:/QX-XBdIP:/Qw(X)-XBdIP’:/Bw(X)d}P’

e quindi 7(X) = E(X|G).
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Osservazione: Se p > ¢ allora
LP(Q,P) C LYQ,P), con || X||pe < || X]|Le-

Quindi la proposizione 1.16, dimostrata in L'(2,P), si estende ad ogni
LP(Q,P), p > 1.

Dimostrazione. L’immersione di LP in L? é continua. Questo fatto segue
dalla disuguaglianza di Holder:

[ 119 < | fllze00) 19l v ey
Dove, nel nostro caso, f = |X|? e g = 1. Quindi:

Wl = [ 171°08)" = ([ 1)

. . - . P 1 1 T
Scegliamo « in modo che ag = p, cioé a = o dove = + & = 1 e quindi

L—1-1=1—-9=229 Alora:
e e p p

lleeae) = ( [, 1xPap)”

1
gl = ( [, lolaP) ™ =1.

X ey = [ 11702 < ( [ xPae)”.

Ottenendo:

]

Abbiamo usato il fatto che P(£2) = 1; il risultato di immersione resta valido
anche nel caso di © con p(Q) < 400, LP(Q, u) — L4, 1) con continuitd,
p>qe

11
Lo < p€) 7 [[fl] o

Principali proprieta della speranza condizionale: elenchiamo le pro-
prietd della speranza condizionale che useremo nel corso dell’elaborato (per
la dimostrazione rimandiamo a [4]).

1) E(XY|G) = XE(Y|G) se X ¢é G- misurabile;
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2) E[E(X|9)] = E[X];

E
3) E(X|G) = E[X] se X ¢ indipendente da G;
E

4) EQAX +pY|G) = AE(X|G) + uE(Y]9);

4) se G' é una sotto-o-algebra di F, allora E(E(X|G)|G") = E(X|G);
5) continuita: la mappa X — E(X|G) é continua in LP(F).
Chiudiamo con delle definizioni:
Definizione 1.17. Un processo stocastico adattato X; si chiama:
(1) martingala rispetto alla filtrazione F; se:

i) X; € misurabile Vt rispetto a Fi;
i) B[ X|] < 400 Vi;

(2) Sub -(super)- martingala se E(X|F:) > Xy (rispettivamente <).

Osservo che i) significa che, note le informazioni al tempo ¢, posso
fare una previsione su cosa accadra successivamente e posso immaginare un
andamento X;.

Esempio: Il prezzo azionario é un processo stocastico. L’investitore che
acquista le azioni ritiene che il valore atteso sia maggiore o uguale del valore
corrente, cioé¢ suppone di avere una sub-martingala.

Di conseguenza, sia § > 0, nel caso di martingala avremo:

]E(Xt+5 - Xt|~7:t) = ]E(Xt+5|~7:t> - E(Xt|]:t) =X — X, =0.

Dunque le previsioni sugli incrementi fanno zero. Non siamo in grado di
prevedere una direzione del movimento. Non so se il trend é crescente o
decrescente, sono nel caso di imprevedibilita.

Invece nel caso di sub-martingala ho un trend crescente, di super-martingala
ho un trend decrescente.

Da notare che trend crescente non significa traiettoria crescente: le traiettorie
potrebbero essere altalenanti ma i valori attesi sono crescenti. E il processo
che ha tendenza crescente.






Capitolo 2

Il mercato e le opzioni

La finanza e sicuramente una delle aree che piu sta subendo un veloce
sviluppo nel mondo economico moderno e cio accade anche attraverso la
nascita di strumenti finanziari sempre piu complessi e sofisticati. Tra questi,
hanno particolare importanza gli strumenti derivati, ovvero quei prodotti il
cui valore dipende dal prezzo di un altro bene, chiamato bene sottostante.
Tra i derivati che storicamente hanno piu attecchito nei portafogli finanziari
possiamo ricordare i contratti a termine backward o futures e le opzioni. Al
contrario, praticamente tutto puo essere un sottostante: i titoli finanziari, gli
indici azionari, i tassi d’interesse correnti e futuri, i tassi di cambio ma anche
le merci.

2.1 Le opzioni

Le opzioni sono uno degli strumenti derivati di maggiore importanza e
diffusione. L’acquisto di una opzione nella sua forma piu semplice, detta
vanilla, attribuisce al possessore, ovvero a colui che acquista 'opzione, il
diritto di acquistare (opzione call) o di vendere (opzione put) un bene, a un
prezzo prestabilito entro un certo limite temporale. Se tale diritto puo essere
esercitato solo al momento della scadenza del contratto, I’opzione si dice di
tipo europeo; se invece puo essere esercitato in qualsiasi istante compreso tra
I’emissione e la scadenza dell’opzione, si dice di tipo americano. Il bene di
riferimento e chiamato sottostante.

Al di la di queste prime e basilari tipologie, possiamo incontrare sul mercato
una serie molto variegata e diversificata di opzioni, che noi pero non trattere-
mo.

Il sottoscrittore, ovvero colui con cui si stipula il contratto d’opzione, tipica-
mente il mercato, deve obbligatoriamente comportarsi di conseguenza: nel

13
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caso il possessore decidesse di vendere il sottostante, il sottoscrittore deve com-
prare e viceversa, se il possessore decide di comprare, deve vendere. L’istante
di esecuzione di questa scelta viene chiamato tempo d’esercizio o di payoff,
che indichiamo con 7', e varia a seconda della tipologia di opzione. Il prezzo
prestabilito della transazione ¢ detto strike price o prezzo di esercizio. E
importante osservare che il possessore di un’opzione puo esercitare un diritto
ma non ha alcun obbligo mentre, al contrario, per il sottoscrittore sussiste un
obbligo. Per questo motivo 'opzione ha un prezzo che deve essere versato
al sottoscrittore all’apertura del contratto. Tale valore dipende sicuramente
dall’evoluzione del prezzo del sottostante, che indicheremo con S; e dal tempo
t nel quale si vuole valutare I’opzione. Poiche il prezzo dipende dall’andamento
delle quotazioni di un bene di riferimento, le opzioni finanziarie appartengono
alla famiglia dei titoli derivati.

Il problema dal punto di vista matematico-modellistico ¢ dunque il seguente:
come si puo determinare il valore di un’opzione istante per istante, e dunque
anche il prezzo d’acquisto ragionando al tempo ¢ = 0, in virtu della tipologia
della stessa?

Si impone dunque un’attenta analisi di tutti quei fattori che direttamente
influenzano il valore di un’opzione nel tempo, primo fra tutti il prezzo del
sottostante.

2.2 Un modello per il prezzo del sottostante

Come anticipato nel paragrafo precedente, dobbiamo a questo punto co-
struire un modello che riesca a descrivere in maniera quanto piul precisa, nei
limiti del possibile considerata ’aleatorieta del problema, 'andamento del
prezzo del sottostante, che sara nel seguito indicato con S;.

A questo punto introduciamo i tasselli matematici che compongono 1'e-
quazione stocastica che descrive 'andamento di S;. Innanzitutto occorre
osservare come non siano interessanti da monitorare le variazioni assolute
del prezzo di un bene, ma quello che in economia si chiama return, ovvero il
rapporto tra la variazione assoluta del prezzo del bene e il suo valore origina-

. . R dS; .
le. Matematicamente esprimiamo questa quantita come < Ipotizziamo a

t
questo punto che tale entita possa scomporsi in due termini:

1. Un termine puramente deterministico assimilabile al return di denaro
investito senza rischio in banca e caratterizzato dal parametro i, detto
parametro di drift che misura il tasso medio di crescita del prezzo del
bene. In pratica ¢ nei modelli pitt semplici un valore costante che indica
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I’andamento medio del titolo: se e quanto guadagna oppure perde.
Matematicamente dunque questo termine é esprimibile come

dSaripe = Sypdt.

2. Un secondo termine stocastico per modellizzare gli aspetti aleatori legati
all’evoluzione del prezzo

dsstoc = StUth )

dove il coefficiente o prende il nome di volatilita e misura la deviazione
standard del prezzo, mentre con W, indichiamo un moto Browniano
standard le cui proprieta discuteremo in seguito.

Dunque I'equazione differenziale stocastica che rappresenta 'andamento del
prezzo del bene in ipotesi di mercato efficiente ¢ la seguente:

d
B0 _ it + oaw,, 2.1)
S}
che possiamo riscrivere come:
dSt = ILLStdt + O'Stth. (22)

Vedremo in seguito come determinare la soluzione S; della precedente equa-
zione.






Capitolo 3

Moto Browniano

In questo capitolo tratteremo il moto Browniano e le sue proprieta. Esso
venne individuato nell’800 ma formalizzato solo nel 1923 da Wiener che fu il
primo ad interessarsene: parlare di processo di Wiener o di moto Browniano
é la stessa cosa. I processi di Wiener si ottengono come limite di passeggiate
casuali, quando dt — 0. Iniziamo col dare la definizione di processo di Wiener.

Definizione 3.1. Si dice che un processo stocastico X; seque un processo di
Wiener generalizzato se la variazione dX; da essa subita in un intervallo di
tempo infinitesimo dt,é data dalla sequente formula:

dX; = adt + bdz. (3.1)

La costante a viene comunemente indicata come il drift del processo, mentre b
prende il nome di volatilita. Il termine dz rappresenta la componente stocastica
e corrisponde ad un numero casuale estratto da una distribuzione normale
con media nulla e varianza part a dt. Possiamo dunque riscrivere dz come:
dz = wVdt, dove w é una variabile aleatoria la cui densitd di probabilitd,
P(w) é una distribuzione gaussiana con varianza unitaria e media nulla:
Plw) = ——eF (3.2)
V271
Analizziamo ora le proprieta del processo di Wiener, nel nostro caso
unidimensionale, meglio noto come Moto Browniano W; che e parte integrante
della formula (2.2). Innanzitutto ricordiamo la Definizione 1.13 di processo
stocastico, e arriviamo a definirne la densita, che ¢ la seguente:

w2

ez (3.3)

1
INw,t) =
(w,?) vV 2mt
dove w e la variabile che rappresenta ’esito del processo. Quindi come per
tutti i processi stocastici fissando un tempo t* € R si ottiene una variabile

17
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aleatoria su cui posso calcolare la probabilita come da teoria classica di
probabilita:
P{W(t) eI} = /F(w,t*)dw,
I

dove I C R ¢ un insieme di Borel o Boreliano.
Se invece fissiamo w* € {2 otteniamo una funzione reale continua in quanto il
parametro tempo € una variabile reale che descrive uno dei possibili cammini
della particella Browniana. Si puo mostrare che le traiettorie di questi cammini
punto per punto non sono differenziabili.

Analiziamo ora piu specificamente il moto Browniano.

Definizione 3.2. Per moto Browniano standard unidimensionale intendiamo
un processo stocastico W(-) : Q@ — R che soddisfa le sequenti proprieta:

1. Wy =0 quasi certamente;

2. Wy — Wy ha , YVt > s >0, legge normale N'(0,t — s) cioé media nulla e
covarianza;

3. Per ogni 0 < t; < to < .-+ < ty le variabili aleatorie Wy, Wy, —
Wi, ..., Wi, — W, | sono indipendenti.

Per costruire il moto Browniano esplicitamente dobbiamo prima costruire
lo spazio di probabilita (£2,P) e quindi il processo stocastico W (+) : [0, +00) X
) — R. Definiamo quindi:

Q = Cy([0, +00)) = {w € C([0, +o0),R) : w(0) = 0} C RO+,

La misura di Wiener e una misura di Borel: infatti {2 € uno spazio di Banach
con la norma

lw]| = sup [w(t)],
>0

quindi €2 € metrico e possiamo considerare la o- algebra generata dagli aperti,
cioe la o- algebra dei Boreliani B(2).

Su €2 vogliamo definire una misura di probabilita P. Sfruttiamo la struttura
di prodotto di €2 nel seguente modo. Su R fissiamo la misura di probabilita
data da:

pldx) = g(x) L' (dx) = g()dz, (3.4)

. . 1z . . .
con L' misura di Lebesgue su R e g(x) = \/%eT. La scelta di tale misura e

legata all’equazione del calore (equazione che descrive il processo di diffusione
standard); infatti, se definiamo, data una funzione u, € L*(R), la funzione

(@, t) = U * gi(x) = /R Uuo(t) P, (, dy)
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con g;(z) = %g(%) e Pi(z,dy) := gi(x — y)L(dy), ¢ la soluzione dell’equa-
zione del calore su R con dato iniziale u,, cioe

O = 0% u(z,t)
uw(z,0) = uy(x) ’
Premesso cio, su {2 = C; ([0, +00)), spazio di Banach infinito dimensionale,

si definiscono gli insiemi cilindrici come segue: si fissa un numero finito di
istanti F' C [0, 4+00) tale che:

Vo € R,Vt > 0.

F={t,ty,...,t,}, dove 0<t;<ty<---<t, <40
e si considera la proiezione finito dimensionale:
mp: Q — R¥ =R"
tale che, preso w € Cy([0,400)), risulta cosi definita:
mr(w) = (w(t1),w(ts), ..., w(t,)) € R™
Preso B C B(R™), considero gli insiemi cilindrici:
7 (B) = {w € Q: (wty),...,w(ty) € B} :=C(t1,...,tn, B)

e su tali insiemi definisco la misura P ponendo

P(C(th,. .., B)) ::/B(27r)’5\/t1(t2—tl)...(tn—tn_l)dxl'”dx"'

La funzione P cosi definita si dimostra avere buone proprieta, piu precisa-
mente:

1. compatibilita: Presi F' e (G, due insiemi finiti di istanti con F' C G
F={tito,....tat, G={ti,tay. . tutust, . tm}, m>n
e considerate le rispettive proiezioni finito dimensionali:
Q) —R", 75:Q—R"
si ha che
Trq : R" — R™
BCR", B =7p5(B) CR™
e inoltre
P(rg' (B')) = P(rpG™'(B)).
La proprieta di compatibilita consiste nell’affermare che

P(rg'(B') = P(rz' (B)).
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2. finita additivita, cioe se c¢q, ..., ¢, sono cilindri disgiunti, allora

P(U) ) = S P(ey).

j=1 =1

Si puo allora applicare il Teorema di Kolmogorov (vedere ad esempio
[1]) per concludere che P ammette un’unica estensione ad una misura di
probabilitd Boreliana su (€2, B(£2)); tale misura viene chiamata misura di
Wiener.

Si verifica immediatamente che le proprieta (1) e (3), nella definizione di moto
Browniano 3.2, sono soddisfatte.

3.1 Proprieta del moto Browniano

Le proprieta che descriviamo ora sono principalmente proprieta di martin-
gala: con F; intendiamo la o- algebra generata da Wy, s <t.

Proposizione 3.3. Se (Ws);>0 € un moto Browniano standard, allora:
1. Wy e una F;- martingala;

2. W2 —t ¢ una F;- martingala;
o2
3. exp (aWt — 2t> e una Fy- martingala.

Dimostrazione. 1. La dimostrazione ¢ semplice in quanto W; — W e
indipendente da F; e quindi

EW, — W, | Fs) =E[W, —W,] =0
poiche W, — W, ha media nulla
2. Sfruttiamo il fatto che (W;);>¢ € una martingala e quindi

E(Wf—Wf ] ]-“s) = E((Wt — Ws)2 + 2W W, — QWf ] ]—"s)
=E((W; — Wo)? | Fs) + 2W.EW, — W, | Fs)
=E((W, — W,)* | F,) = E[W2 s]

2(t s)
_/Wfs )dP = / T =t

\/27(t — s)
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in quanto il moto Browniano ha incrementi indipendenti e stazionari e
la varianza di W;_, ¢ t — s. Se ne conclude che

t—s=EW;-W;|F)=EW|F)-W;
cioe la proprieta di martingala
EWZ —t| Fs) =W2—s.

3. La prima osservazione ¢ che se X ¢ una variabile aleatoria normale
standard, allora

B[] = /Q AMXOP(dw)
)\2

1 —2
Az A\ A%
= eXIP’dx:—/e e 2 dr=ez.
/]R Pldz) V21 JR

D’altra parte Wy ¢ F,- misurabile e W, — W ¢ indipendente da Fj,
quindi

t<72

E(e™™ 5 | F) = W 5 E(e”We W)

eaws—g]E[ea(Wt—Ws)]

fs)

2 2
t o“(t—s)
= eUVVS_UTe 2
2
e QO-WS_SZ ,

che era quanto volevamo dimostrare.






Capitolo 4

Integrali di It6

Il modello di moto Browniano descritto precedentemente ¢ in realta un’a-
strazione matematica, in quanto nella realta i prezzi dei beni sono quotati
ad intervalli di tempo discreti e non istante per istante. Questo modo di
operare pero porterebbe a trattare una quantita di dati enorme, il che non
sarebbe ne utile né conveniente. Risulta quindi molto conveniente trattare
I'equazione differenziale (2.2) continua piuttosto che simulare il processo su
scale temporali discrete. Ma per far cio abbiamo bisogno di alcuni strumenti
propri della teoria delle equazioni differenziali stocastiche. In particolare, ci
serviremo della formula di It6 che mette in relazione le piccole perturbazioni
di una funzione di variabile aleatoria con le piccole variazioni della variabile
aleatoria stessa. Per maggiori dettagli rimandiamo all’articolo [8].

Vediamo ora di dare la definizione di processo di Ito.

Siano f funzione misurabile e h funzione di classe C*. Di solito definiamo
gli integrali per “somme di Riemann”: se P, é una partizione dell’intervallo 1
data da Ps = {t;}, e sup |tix1 — t;| <9,

[ dh = T S () (bt) = b))
Ps

=0 & tiv1 — t

(tir —t;) = /1 FIOR (1) dt.

L’ultima uguaglianza ha senso quando dh(t) & una misura, h t.c. dh ¢ una
misura sono le funzioni BV (a variazione limitata).
Per la teoria dell’integrale di Riemann-Stieltjes rimandiamo ad esempio al
capitolo 3 del libro Riesz-Nagy [7].

23
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Dato un moto Browniano, Yw € Q = Cy([0; +00),R), t— Wi(w) =w(t) ¢
continua.
La misura di Wiener ha la proprieta che

P(BV N (Cy[0; +0),R)) = 0;

in particolare P(C}[0; +00)) = 0. Quindi 'integrale costruito alla Riemann-
Stjlties non ha mai senso.
Andremo ora a definire I'integrale stocastico

t
HH%:AHJM

pensando a (Hg)s>p come un processo stocastico e all'integrale come una
variabile aleatoria. Non potremo definire tale integrale come

zw%;[mwmmm¢£mwm@mg

infatti, poich¢ P(C}[0; +00)) = 0 non ha senso considerare W.

4.1 Costruzione dell’integrale stocastico

Supponiamo che (W};);>¢ sia un moto Browniano standard JF;-misurabile,
definito su uno spazio di probabilita filtrato (€2, (F%)t>0, P). Dobbiamo dare
significato all’espressione [j H, dW, per una certa classe di processi H,(w)
adattati alla filtrazione (F;)¢>o . Per fare cio, iniziamo col costruire I'integrale
stocastico per un insieme di processi chiamati processi semplici.

Sia 7" un numero reale finito, 7" > 0.

Definizione 4.1. (H;)o<i<1 € chiamato processo semplice se puo essere scritto
come:

Hife) = 3 000 ) (@)

dove 0 =ty <t; <---<t, =T e®; ¢ F, , misurabile. Cioé l'intervallo
[0, T sard unione di intervalli disgiunti:

p

U[ti—17ti)' (42)

i=1
Definiamo quindi l’integrale stocastico di un processo semplice, il processo
continuo (I(H)¢)o<i<r , definito per ognit € [ty tgi1):

[ AW, = T(H), = 3 0i() (W ()= Wi, () @ (@) W, ()= Wi ()

i=1
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Se H, ¢ un processo semplice dato da (4.1) allora vale la seguente identita:
E[I(H)}] = [ (I(H)(@))* dB(w) = [[1(H)i] 20

:IEUDtHSQ ds} :/Q(/OtHs(w)Q ds> dP(w).

Questa stima che dimostreremo all’interno del Teorema 4.2, & importante
perche se H! & una successione di processi stocastici di Cauchy in L?(Q x

. 2
[0,T],P x ds) , che converge ad un processo Hy, H' L H,, cioé se

lim // (w))? ds dP(w) = 0,

i——+00

allora dato che
E[I(H // (Hi(w (w))? ds dP(w) —s 0,

se ne deduce che la successione I(H"); é una successione di Cauchy di L?(, P)
e quindi esiste un unico elemento I € L*(Q,P) tale che:

1(8), " .= 1(H),.

In altri termini, si ha che il seguente limite esiste e definisce 'integrale
stocastico di H:

lim I(H%), = I(H), < / H,dW, in L%(Q,P).

j—o0
Teorema 4.2. Se (Hy)o<i<t € un processo adattato € L*(Q x [0,T],P x ds):
o (J§ HidW,)o<i<r ¢ una Fy - martingala continua;
o Elfy H}dW,] = E[fy H:ds];
o Elsup,<r | Jo H2dW, [?] < 4E[f)" HZds] .

Dimostrazione. Per dimostrare questo teorema, nel caso in cui H; sia semplice,
utilizziamo il processo stocastico discreto M,,, cosi definito:

M, /HdW Z(I) L))

dove t,, ¢ uno dei punti della partizione 0 =ty <t <--- <t <t,=1T. Se
includiamo s e t nella suddivisione 0 =ty < t; < --- <t, =T e chiamiamo
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G, = Fi, per 0 < n < p, abbiamo che ®; ¢ G; ; misurabile. Inoltre per
mostrare che ( fg HdWy)i~ € una G, - martingala dobbiamo verificare che,

per ogni t > s,
t
E(/EMM
0

Noi dimostreremo soltanto i primi due asserti del teorema. Iniziamo dal fatto
che:

E):fHﬂmp
0

EMZ = 3 E[@,,(W, — W, ) (W, — W, )

4,j=1

dove (W})i>0 € moto Browniano.

Analizziamo i seguenti casi:

Supponiamo ad esempio i < j, da cui

ti—l < tj—l — ‘F-ti_l g ftj_l
Sfrutteremo i seguenti fatti:

- ®; ¢ Fy,_, misurabile, quindi ¢ anche F;, | misurabile e
®; ¢ Fy,_, misurabile;

- Wy, = Wi

- Wy, — Wy, _, ¢ indipendente da Fy,_,.

¢ Fy, misurabile, allora F;, | misurabile;

Allora ®;®;(W;, — Wy, )(W;, — Wy,_,) coincide con la sua speranza
condizionata a Fy,_,:

]E(@Z(I)](th - VVti—l)(Wtj - Wtj—1)|‘th—1) -
= ¢l¢](Wtz - Wti—1>E(Wtj - Wtj—1)|ftj—1)
= ¢1¢](I/Vtz - Wti71)E [Wtj - Wtjfl}
= 0.

E se vado a calcolarne la media ottengo:

E[(I)lq)](wtz - Wtifl)(Wtj - Wtjfl)] =
— E[E(@Z(P](th - Wti—l)(Wtj - Wtj—1) | Ej—l)]
= E[Qﬁl(ﬁj(th - Wti,l)E<Wtj - Wtj—l ‘ ‘th—l)]
= 0.
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Avendo considerato il fatto che W, ¢ una martingala = E(W,, | F,_,) =
Vth—l = E(V[/tj—l | ‘Ej—l) = E((V[/t] - Vth—l) | ‘/—-;fj—1) = 0.

Dunque effettivamente il valore atteso degli incrementi ¢é zero, cioé gli
incrementi sono imprevedibili, come mi aspetto nelle martingale.

E[02(W;, — Wi,_,)%] = E[O¥E((W,, — Wi_,)? | Fi,,)]
Considerato che:
E(Wy, — Wil )? | Foo) =BW2 | Foply) + W2 —2W,  E(W,, | Fi,,)
= E(WE —t | Fo_y) +ti — Wil
=W? | —ti+ti— W7
=1 —ti1,
poiché per una proprieta delle martingala (3.3):

E(WZ — 1 ‘ ‘Fti—l) = Wt%r,l —ti1-

Concludendo:

E[M2) = ZHIE[‘D?(% e =E[ [ as].
Dimostriamo ora che
E(M,1 | Fi,) = M,,. (4.3)
Sappiamo che:
- ¢; ¢ Fy, , misurabile, dove &3, | CF, Vi=1,...,n+1;
- (W,)s<i € Fy, misurabile, dove Fy, C F,, Vi=1,...,n;
- oWy, € Fy, misurabile C F,  Vi=1,...,n;
- oW
Quindi:
E(Mnia | Fr,) =

., ¢ F;, misurabile C F,, Vi=1,...,n+1

= ZE(gbZWtz - gbimz'—l ’ En) + E(¢n+1(th+1 - th) | Ftn)
=1

- Z¢2E((Wtz - Wti—l) | ‘En) + ¢n+1]E(th+1 | ftn) - ¢n+1th
=1

= M,.



28 CAPITOLO 4. INTEGRALI DI ITO

Considerato il fatto che E(W,, ., | Fi,) =Wy, e

¢n+1E(th+1 | fn) - ¢n+1th =0;

ho quindi dimostrato (4.3) per Hg semplice. Si conclude che vale VH, adattato,
sfruttando la continuita in L? di X, — E(X, | F).
[



Capitolo 5

La formula di Ito

In questo capitolo dimostriamo la formula di It6 (5.3), rimandando all’ar-
ticolo [9] per eventuali dettagli e chiarimenti. Iniziamo col seguente risultato
preliminare.

Lemma 5.1. (Disuguaglianza di Burkholder—Davis—Gundy)
Denotiamo con
t
Mt:/ HdW,, — telo,T],
0

con Hg processo stocastico tale che fg Hfds < 400 quasi certamente e
denotiamo con

t
<M>t:/ HSZdS;
0

allora, per ogni p > 0, esistono due costanti c1(p), ca(p) > 0 tali che

o (p)E ()]

(5.1)

0<t<T

<& sup |14¢] < B |00

Il precedente Lemma al momento non lo dimostriamo; passiamo diretta-
mente a dimostrare la formula di Ito.

Definizione 5.2. (X});>0, processo stocastico adattato, si dice processo di Ito
se AK,H, funzioni univocamente determinate tali che

t t
Xo=Xo+ [ K, ds+ [ H, dW, (5.2)
0 0

Teorema 5.3. (Formula di Ité) Sia Xy, t € [0,T], un processo di Ito, cioé
un processo stocastico adattato tale che

t t
X, :X0+/ sts—i—/ H.dW.
0 0

29
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con
T T
/ |Ks|ds < +o0, / H2ds < +00 P — quasi ovunque.
0 0

Sia quindi f:]0;+00) x R — R una funzione di classe C*; allora il processo
stocastico Yy = f(t, Xy) € un processo di Ité determinato da

£, X)) =F(0, Xo) + /Ot Fu(s, X.)ds + /Ot Fuls, X Kods+
+/0t fx(s,Xs)HSdWs+;/0t foo(s, XOH2 ds.  (5.3)

Dimostrazione. Dimostriamo la formula nel caso in cui f non dipenda esplici-
tamente dal tempo; il caso generale si dimostrera con una semplice espansione
di Taylor nel tempo. Supponiamo anche che f € CZ(R), cio¢ f ¢ limitata
insieme alle sue derivate prime e seconde; supponiamo infine che valga anche
la stima

T T
max {/ des,/ st|ds} < M < +oo.
0 0

Fissiamo una partizione 7 dell’intervallo [0, ¢] determinata dagli istanti 0 <
to <t; <...<t, <t edindichiamo con

|’7T| = slup |tz — ti—l‘-

Dalla formula di Taylor del secondo ordine applicata alla funzione f otteniamo
quindi che

£ ; (060 - 7%,.)) (5.4)

Zf’XtM( - X ) 5 2P E) (X - X))

=1

abbiamo denotato con X;_; un punto aleatorio compreso tra X;, , e X;,. Se
scriviamo

t; t;
X, — X, , = /t K.ds + /t H,dW,, (5.5)
1—1 i—1

possiamo notare subito che per || — 0, dalla continuita di f’, si ottiene che

n

Zf,(Xti—l)(Xt ) Zf Xt ) / K. ds+

=1

ithll/HdW—>/f de+/f ) H, AW,

tzl



31

Resta quindi da considerare il secondo addendo del membro di destra in (5.4).
Da (5.5) otteniamo che

2
t;
<th Xt“>:</ sts> +2/ de/ HdW+</ HdW).
ti—1 ti—1

Osservo che, quando si sceglie la partizione in modo che |7| — 0, si ottiene
che in L*(Q, P):

n

— ti 2 n —~ ti L
S f(Xi) ( / sts> 0, S f(X) / K.ds / H,dW, — 0.
ti1 i=1 li1 ti1

i=1

Dimostrazione. Dato [] |K,| ds < +oo, si ha che: se |t;_; —t;| < & allora
Jit | K| ds < . Dunque:

n

S ([ Kas) <3 ([ 1 as) (1l as)

i=1 i=1
< el ([ 150 0s)
< el | M

Analogamente si ragiona per il secondo membro. O

Dimostriamo quindi che per |7| — 0 si ha che

1 & 2
S P E) (X=X ) g [ e

=1
Ma )
t
/f X, H2ds — Zf” ( _ X, > L+ L+ I
0
con
L=Y [ () - (X)) Hds
i=17ti—1
n t; t; 2
= Zf”(Xtifl) </ Hszds - </ Hsd5> )
i=1 ti—1 ti_1
e

n

=3 (7 - &) ([ Has)

i=1
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La continuita di f” ci garantisce che preso € > 0 esiste || piccolo a sufficienza
in modo tale che

L] < ( sup | f"(Xs) — f"(Xa)|> /Ot Hjds <e

[s—o|<|n|

cosi come

1) < ( sup  |f"(X,) — f”(XU)]> X: (/tt HSdWS)2 <e.

ls—o|<|n]|

Resta da stimare I5; sappiamo, dalla costruzione dell’integrale di Itd, che

t; 2 t;
( Hsds) _ [ m2as

ti—1 ti—1

e una martingala, infatti:

ti 2 t;
]E((/ Hsds) - [ s fj_1> -
ti—1 ti—1
t; 2 t;
:IE((/ Hsds) }"jl>—]E(/ H2ds
ti—1 ti—1

tj 2 tj
_( Hsds> _[7 H2s,

ti—1 ti—1

J-}1>

Quindi dalla formula di Burkholder (Lemma 5.1) otteniamo che

zn:f”(Xti_l)2 ((/tz Hds - (/“ H5d3>2>2}
i=1 fiz1 fi

<ellf"I ZE [( [ omas) ([ omas) <o [C mas( [ Hsdsﬂ
gcuf"ugogE l(/j Hgds)Q] +o((m))

/ " Hds

per |r| — 0. O

E||LP] =E

<eM|f'|LE [ sup

ls—o|<|n|

4
]—>0

Poiche:

t; 4 t; t; 2
</ H5d5> — 0, / Hfds(/ Hsds) — 0
ti—1 ti—1 ti—1
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per la Disuguaglianza di Holder, infatti abbiamo che

ti ti % t; %
/ H, - 1ds < (/ Hfds) </ 12ds>
ti_1 ti—1 ti—1

t: 1
i 9 2
= t, — tz‘—l ( Hs dS)

ti—1

(5.6)

e quindi

t; 4 9 t; 9 2
Hsd) < (ti—t; (/ Hsd)
(/ti—l 5 - ( 1) ti—1 s (57)

< (tl — ti,1)2M2 —0
mentre

t;

t; t; 2
E Hfds( Hsds) < OME | (t; — t“)( Hfds)
ti1 ti—1 ti—1 (58)

< 2M2(tz — ti—l) — 0
pOiChé ‘tl — tifl‘ — 0.

La formula di It6 & particolarmente utile nel caso dello studio di opzioni, in
quanto le azioni sono modellate tramite un processo di Wiener generalizzato
e poiche le opzioni non sono altro che funzioni del proprio sottostante ¢ chiaro
che ad esse puo essere applicata la formula di Ito.






Capitolo 6

Applicazione degli integrali di
It6

L’integrale di It6 viene usato innanzitutto per determinare la soluzione di
un equazione differenziale stocastica.

6.1 Equazioni differenziali stocastiche

Definizione 6.1. Le equazioni differenziali stocastiche sono equazioni della
forma
dXt - K(t, Xt) dt + H(t, Xt) th

1l significato di questa espressione viene dall’analoga espressione integrale

t t
X — Xy, :/ Kt X)) dt+ [ H(t, X)) dW;, (6.1)

to to

dove si assume come filtrazione F, g = F; e si allarga la o - algebra in modo
tale che Xy, sia F,- misurabile.

Definizione 6.2. X; ¢ soluzione forte dell’equazione differenziale stoca-
stica rispetto alla filtrazione F; e con dato iniziale X, se:

- Xy, € Fi,- misurabile, Xy e F;- misurabile;
- H(t,X;) ¢ misurabile e [} |H(t,X;)| dt < +oo quasi certamente Vt;
- J |K(t, X0) > dt < +oo quasi certamente Vt;

- wvale la relazione (6.1) quasi certamente.

35
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La soluzione ¢ forte perche la filtrazione ¢ data dal problema. La soluzione,
invece, & debole se F; non e data ma e da trovare assieme a X;. Noi non
tratteremo quest’ultimo caso.

Vediamo ora come si risolve, utilizzando la formula di It0, I’equazione che
descrive ’andamento dei mercati finanziari:

SO = 29
i,0 € R costanti.

Definizione 6.3. Per soluzione di tale equazione si intende un processo
stocastico (Sy); per cui

t t
S, = w0+ / 1S, ds + / 7S, dW,
0 0

dove, considerata la definizione (5.2), posso pensare nSs = K e 0Ss = H;.

Supponiamo ora S; > 0 e definiamo Y; = In(S;) € C?(0; +00). Stiamo
quindi componendo il processo (S;); con la funzione regolare

f(t,x) = In(z).

Supponiamo di sapere che S;, soluzione del sistema (6.2), esista e vediamo
quale equazione risolve Y;:

Y, = £(S)) = f(So) +/f de+/f VHL AW, + /f” S, H2ds,
Allora si avra:

t
Y, = lnx0+/SuSds+/SanW+2 §0252d5

1
=Ilnxy+ pt + oW, — 50275,

cioe
2

In(S;) =Inzg+t (u — U2> + oW;. (6.3)

Quindi la soluzione del sistema iniziale sara data da:

o2
S = g exp ((M_ 2) t‘f‘UWt) .
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Altro modo di vedere cio:
2

o2 t o t
Xt—<u—)t—i—aWt—/(,u—)ds—i-/adWS
2 0 2 0

¢ un processo di It6 con
K, =p— %2
Ht =0

Vedo cosa risolve la funzione

Se=1(X) = FX0) + [ F(X)Kds + [ t f’(Xs)Hdes+; / " (X)) H2ds
0 0 0

2

t g i 1 t
= "0 +/ Xt ——|ds —i—/ eto dW, + */ eXo’ds
0 9 0 2 Jo

t ¢
=" +/ ety ds —I—/ eXto dW.
0 0
(6.4)

Quindi rimane S; = Sy + fot wSsds + fg 0S,dW, e cioe S; risolve il problema
iniziale.
Altrimenti posso considerare

t t
m=0+/ 0ds+/ 1dW,
0 0

che & un particolare processo di It6 con

KtZO
thl,

o2
vedo cosa risolve Sy = e~ F)HoWe — £(¢ TW,) con

0_2
f(t,z) = e=Fttor ¢ 2

Sy = 1(6, W) = F(0, W) + [ (s W) ds + / " (s, W) Kods
0 0
+/0 fx(s,Ws)Hdest;/o Jea(s, We)HZds.

o2 ot t t 1t
St:xg—l—(u—?)/oSsds+/()u580ds+a/() Sdes+§/OaSsds

Anche in questo caso ottengo S; = xy + f(f uSsds + f(f 0S,dWy, cioe che S;
risolve il problema iniziale.
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6.2 Unicita della soluzione

Dimostreremo in questa sezione che la soluzione di (6.2) é unica. Per far
questo premettiamo il seguente risultato

Proposizione 6.4. Supponiamo di avere Xy e Yy, due processi di It soluzioni
del sistema, cioé due processi tali che:

X, :X0+/Othds+/OtHdeS,
Y, =%+/OtK;ds+/0tH§dWS.
Allora X;Y; é un processo di Ité determinato da :
X,Y; = XoYo + /Ot X.dY, + /Ot YidX, + /Ot H,H'ds.
— XY, + /Ot XK' ds + /Ot X, H W, + /OtYSKSdﬁ
+ /OtYSHSdWS + /Ot H,H'ds.
Dimostrazione. Utilizziamo la formula di Itd con f(z) = 22 e la applichiamo

al tre processi

(Xe +Y)e, (X, e ()

ottenendo:
(X +Y2)? = (Xo + Yp)? +2 /Ot(Xs + Yo (K, + Kl)ds+
+ 2/0t(X5 + Y. (H, + H)dW, + 2; /Ot(HS + H!)? ds
= X2+ Y2+ 2XYo + Q/Ot X Kods + 2/0tYSK;ds + 2/; X K!ds+
+ 2/Oty;sts + 2/; X, HodW, + Q/Ot X H'dW, + 2/OtYSH;dWS+

t t
+2 [ VoHaW, + [(H, + H.)ds,
0 0
t t 1 t t
XZ2= X214 2/ X Kods + 2/ X H,dW, + 25/ / H2ds,
0 0 0 JO

t t 1 t t
= Y02+2/ YSK;dHQ/ Y;H;dWS+2§/ / Hds.
0 0 0o Jo
Per ricavare X.Y; utilizziamo:

(Xi +Y2)" = X7 + Y7 +2X.Y,
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= (X;+Y)? - X7 - Y2 =2XY,
ponendo poi dYy = Klds + H.dW; e dX, = K ds + H,dW; ricaviamo:

t t
(X +Y))? = X2~ Y2 = 2XYo + 2/0 X,dY, + 2/0 YodX,+
XY X Y (XX, — (YY),
t t
— 2X,Y) + 2 / X,dY, +2 / YadX,+
0 0

t t t
+/ (HS+H;)2ds—/ Hfds—/ H"ds
0 0 0

t t t
= 2X,Yp + 2/ X.dY, + 2/ Y.dX, + 2/ H,H'ds.
0 0 0

t t t
= XY, :X0Y0—|—/ XSdYs—i—/ Y;dXs+/ H,H'ds
0 0 0

Di conseguenza, X;Y; € un processo di [t6 con:

d(X,Y,) = X,dY, + YidX, + H,H'ds

6.5
= (X,K' + YK, + H,H)ds + (X,H' + Y,H,)dW.. (6.5)

Diamo ora dimostrazione dell’unicita della soluzione del sistema (6.2).

Proposizione 6.5. Dato un processo stocastico S; e le costanti p,o0 € R, 1l
sistema:

dSt = St/.Ldt + StO'th
So = 2o

ammette un’unica soluzione nell’intervallo [0,T], per ogni T > 0.

2

Dimostrazione. Sia S; = Sgexp ((M — 02> t+ O'Wt> la soluzione che abbia-

mo determinato in precedenza e definisco

S o?
= S(t)—exp<<—u+2>t—awt>.

Dimostro che e un processo di Ito; in particolare mostro che

Zt_1+/ i+ 0)ds — adW,)

_ / K'ds + / H AW,
0 0
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avendo posto K = Z(—u+0?) e H, = —0Z;.

Sia ora X; un altro processo di Ito che risolve il sistema (6.2), cioé tale
che

t t
X, = 2o + / U X ds + / o X dW..
0 0

Ponendo H, = 0 X, considero:
t t t
XiZs = XoZo + / X,dZ, + / Z.dX, + / H,H'ds
0 0 0

t t
= 29 + / XsZS(_:u + Uz)ds + / XSZS(_U)dWS+
0 0

(6.6)
t t t
+/ XSZS;LCZS—G—/ XSZSUdWS—i—/ X Z,(~0%)ds
0 0 0
= X9-
cioe d(X;Z;) = 0.
S
:>Xt:$02;1:x0 i :St
So
0

Noi abbiamo considerato il caso in cui u e o sono costanti ma la proposizione
pub anche essere generalizzata al caso in cui p e o siano funzioni. Con
opportune condizioni, in tal caso si ottiene il seguente

Teorema 6.6. Supponiamo che p e o siano funzioni continue tali che esista
una costante K < 400 con

Lo |u(t, ) — pt,y)| + ot z) —o(t,y)| < K|z -yl ;
2. |u(t,z)| + lo(t,z)| < K(1+ |z]);

3. E[S?] < +o0 .
Allora, per ogni T > 0 esiste un unico processo di Ité Sy tale che:
E [ sup |S|?| < +oo, (6.7)
0<t<T

soluzione in [0,T] del problema

{dSt = ,u(t, St)dt + O'(t, St)th

S():ZEO

In particolare, se p e o sono costanti, la soluzione é:

o2
St:x0+exp<<u—2>t+aWt>.
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Applicazione della formula di It6

Prendiamo W; e consideriamo W?2.Vogliamo vedere se anche W}? é un
processo di It6 o meno. Notiamo che non pué essere un processo con

Kt =0 e Ht = 2Wt,

in quanto, in tal caso, avremmo:
t
E[/ W, dW,] = E[M,] :/Mt dIP:/ My dP =0
0 Q Q

e quindi 1E[W?] = 0 da cui W; = 0 quasi ovunque V¢ > 0, che & un assurdo,
in quanto la sua legge non potrebbe avere varianza t.
Se applichiamo invece la formula di It6, prendendo:

X, =W, K,=0, H,=1 e f(z)=2"
cioé considerando dW; = 0 - dt + 1 - dW;, dalla formula di It6 si ottiene:
d(WE) — 2Wt th ‘I— dt

dove dt é dovuto alla stocasticita della situazione. Ricordiamo che con questo
si intende:

t
W3=2/ W, dt +t.
0

6.3 Conclusione

Sia S, il prezzo di un’azione al tempo ¢. Le variazioni nel prezzo dell’azione
sono descritte dal seguente processo di [to:

ds

—L = pdt + odW,. (6.8)

St
In altri termini le variazioni percentuali dei prezzi azionari sono caratterizzate
da un termine deterministico, proporzionale a y, e da un termine aleatorio
Gaussiano. Inoltre, ricordando la formula di It6, si deduce la (6.3):

2

In(S;) =Inzg+t (u — 02) + oW,

ovvero il logaritmo dei prezzi ¢ caratterizzato da un processo di Wiener gene-
ralizzato; si dice anche che il prezzo dell’azione segue un processo lognormale.
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Si puo ottenere quindi la soluzione in forma chiusa per il processo stocastico

(6.8):
0.2
St = T €XpP ((M — 2) t"‘UWt) )

dove z ¢ il prezzo dell’azione al tempo zero.
E interessante calcolare il valore atteso del processo S;:

2

E[S] = /QSt(w)IP(dw) = /on exp ((u — 02> t+ O'Wt> P(dw)

— zexp ((u - "2> t) /Q Wi@P(dw)
(

2

02 t O’$6 C; d
—_ — (& i
B R \/ﬁ

t 2t+ / ( 1( 20zt + 2t2)>d
= xpex - —t+ —= ex r° —20xt+ 0 x
0 Py /271' P

1
= xgexp(ut) /IR ﬁemp (—zt(x - Ut)2> dx.

r—otl

Ponendo y = = % ottengo:

E[S;] = xg exp(ut)

x/_ / (6.9)

= zoet.

Si nota che nel valore atteso non compare la parte stocastica, ci sono solo i
coefficienti della parte non stocastica. Dunque la speranza della mia soluzione
S; ha un andamento esponenziale, come se il termine stocastico non ci fosse,
e verifica un’equazione differenziale lineare del primo ordine, non stocastica.
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