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Capitolo 1

Cenni di teoria della misura

In questo capitolo richiameremo alcune nozioni di base di teoria della
misura a partire dalla definizione di misura esterna, che permette di introdurre
il concetto di misura positiva tramite il criterio di Carathéodory, fino ad
arrivare ad importanti proprieta delle misure di Borel definite sui Boreliani
di uno spazio metrico localmente compatto 2. Queste nozioni ci serviranno
in seguito per lo studio pili particolareggiato della teoria in R

Definizione 1.1. Sia () un insieme diverso dal vuoto. Si definisce misura
esterna una funzione, definita sull’insieme delle parti di Q, p* : P(2) —
[0, 4+00] tale che

(a) p*(0) = 0;
(b) (monotonia) se A C B allora p*(A) < p*(B);

(c) (subadditivita numerabile) se A =] A; allora p*(A) < p*(Ay).
i=1 i=1

Vediamo alcuni esempi:

(1) La misura di Lebesgue su R?. In tal caso 2 = R? e p* = L% Ricordiamo
che la misura di Lebesgue viene costruita a partire dalla misura di un
rettangolo di R?, ovvero

R =[ay,b1] X ... X [ag,bg] con a;,b; € Rea; <.

Tale misura € cosl definita
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similmente viene definita la misura di un pluri-rettangolo, unione di
rettangoli con parte interna disgiunta, P = U" | R; in questo modo

£9(P) =" LRy,

i=1
Quindi dato un insieme limitato £ C RY si definisce misura esterna
LAE) =t {> LYR):|JR: 2 E}

mentre per un insieme illimitato £ C RY, se consideriamo i sottoinsiemi
limitati di £, B, N E per ogni r > 0, allora la misura esterna diventa

LYE) =sup LYB, NE).

r>0

Osserviamo che la misura di Lebesgue £¢ & invariante per traslazio-
ni, infatti le traslazioni trasformano prlurirettangoli in plurirettangoli.
Inoltre L4A\E) = NL4(E). Infatti, dato R un rettangolo di R?, allora
AR = May, b] X ... x Mag, bg], e quindi LYAR) =TI, A(b; — a;).

(2) La misura Delta di Dirac per un punto wy € €2, u* = d,,, € cosi definita

1 se wy € A,
5w0("4) a {0 Sse Wy ¢ A.

(3) La misura indicatrice, cosi definita

1 se A1),
I(4) = {0 se A =0.

Il concetto di misura particolareggia quello di misura esterna richiedendo
la proprieta di o-additivita cio¢ data {A;},  una famiglia numerabile di
insiemi disgiunti a due a due allora

. (u Aj) )

jEN jeN
In particolare si dimostra che una misura esterna diventa misura con la
sola ipotesi di finita additivita:

Lemma 1.2. Sia p* una misura esterna. Se, per ogni A e B € P(2) tali
che ANB =10, p*(AU B) = u*(A) + p*(B), allora p* é o-additiva.



Dimostrazione. La tesi e dimostrabile sia utilizzando la proprieta di o-subadditivita,
sia utilizzando la continuitd su successioni monotone. Infatti, data {A4; }j N

una famiglia numerabile di insiemi disgiunti a due a due, dalla o-subadditivita,
segue

+o0 +o0 Foo
M*(UAJ‘) SZM*(AJ'):”ETOOZM = lim 4* (U j) SN*(UAJ')-
=1 = =1

J=1

3

Utilizziamo ora la proprieta di continuita su successioni monotone, ovvero
data una successione (F},), tale che F, ;1 C F,, con N, F,, = 0, allora

lim p*(F,) =0.

n—+00

Da questa proprieta, data {A; }j <y una famiglia numerabile di insiemi disgiunti
a due a due, segue

oo n —+o00 “+oco
(U 4;) =p (U 4 (U A) =D wA)+e (U A
J=1 J=1 j=n+1 J=1 Jj=n+1
e mandando n all’infinito si ottiene la tesi. O]

Facciamo una piccola digressione richiamando alcune nozioni importanti
che ci serviranno in seguito.

Definizione 1.3. Sia ) un insieme non vuoto e A una collezione di sottoin-
stems di ).
- A ¢é detta algebra di 2 se
(i) Qe A
(ii) AUB € A per ogni A e Be A
(1i7) Q\ A e A per ogni A € A.

- A ¢ detta o-algebra di 2 se é un algebra e per ogni infinita numerabile
di insiemi {Ai},_,,  C A lunione U2, A; appartiene ad A.

- Se A é una o-algebra di ), la coppia (2, A) é detta spazio misurabile.

- Se Q) e uno spazio topologico definiamo o-algebra di Borel, e la indichia-
mo con B(Q)), la o-algebra minimale di Q) che contiene tutti gli aperti

di €.

Osserviamo che ogni o-algebra e ogni algebra contiene sempre il vuoto e €.
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Vediamo ora come rendere p* una misura partendo dalla definizione di
insieme gp*-misurabile (misurabile secondo Carathéodory).

Definizione 1.4. Un insieme M si dice misurabile per p*, e scriveremo
M e M(u*), se per ogni T € P(2) wvale

p(T) = p(T\ M) +p* (TN M).

Proposizione 1.5. M(u*) = {M € P(Q) : M p*-misurabile} é una o-
algebra e f1 = ifpq,») € una misura.

Dimostrazione. Osserviamo che M(p*) # () poiché Q e ) € M(u*) .
Siano M e My € M(pu*) e T € P() allora si ha

p(T) = p"(T' 0 My) + p7(T°\ My)
= p (TN M)+ p* (TN My \ My) + p*(T\ (My U My))
= p (TN (My U My) 0 My) + p* (T 0 (My U M) \ My) + p*(T\ (M U My))

= (TN (MU M)+ g (T\ (M U My)).

quindi M; U My € M.
Vediamo ora che po = i/, ¢ additiva sugli elementi disgiunti di M. Siano
My, My € M(p*) allora

p(My U M) = p((My U Ma) 0 M) + p((My U Ma) \ My) = p(My) + p(Ma).

Grazie all’ipotesi di subadditivita di p*, p ¢ anche o-additiva. Resta da
dimostrare che M(u*) & chiusa per un’unione numerabile. Sia M; una
successione di insiemi y*-misurabili disgiunti tale che M = U5 M; e T C Q.
Allora si ha

() < (T M) 0 (T M) < (T M) + 3 (10 M)

p (T\ M)+ lim Zu (TN M)

h—4o00

w* (T\ L_hJ Mj) + (Tﬂ L_hJ MJ)] = (7).

Quindi le disuguaglianze diventano uguaglianze e M € M (u*).

< lim

~ h—+oco




Abbiamo quindi dimostrato che data un misura esterna, i misurabili
formano una o-algebra e che la misura esterna ristretta a tale o-algebra e
numerabilmente additiva, quindi ¢ una misura.

Riferendoci agli esempi precedenti, possiamo osservare che per la Delta di
Dirac ¢ facile vedere che tutti i sottoinsiemi di 2 sono misurabili M(d,,) =
P(2), mentre per la funzione indicatrice solo il vuoto e tutto lo spazio lo
sono, M(I) = {Q,0}. Invece, per la misura di Lebesgue la questione &
piu delicata in quanto esistono insiemi non misurabili, quali ad esempio
I'insieme di Vitali: consideriamo l'intervallo reale [0, 1] e su esso la relazione
d’equivalenza x ~y <= x —y € Q. Sia V l'insieme dei rappresentanti
delle classi d’equivalenza (ottenuto mediante 1’assioma della scelta) allora

0,11c U (V+gq

qe[_lvl}m(@

da cui segue che 1 = L1([0,1]) < ¥ ci_1.1n0 £'(V).
Se chiamiamo ¢ = L(V) > 0, poiche Uye(—1,1j00(V + ) C [-1,2], allora

3251( U (V+q))= Y. Lv)y= Y ¢
g€

-1,1]nQ q€[-1.1]NQ q€[-1.1]nQ

quindi ¢ = 0, ed ecco I'assurdo dovuto all’aver supposto che V' sia misurabile.

Diamo ora la definizione di misura:

Definizione 1.6. Dato uno uno spazio misurabile (2, E) dove € é una sotto-
o-algebra delle parti di ), si definisce misura p una funzione p: & — R? tale
che

(a) p(0) =0
(b) per ogni successione (A;); € € disgiunta si ha la o-additivita, cioé posto
u(A) = Y (4.
j

Si definisce quindi (2, €, ) uno spazio misura.

In questa definizione non si richiede la monotonia per inclusione, che
perd ¢ conseguenza dell’additivita sui disgiunti. Una misura si definisce
positiva quando il codominio ¢ [0, +oc], con segno o scalare, se il codominio &
[—00, +00] ed infine vettoriale se il codominio ¢ R? e p > 1. In questi ultimi
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due casi la condizione (b) dovendo valere per ogni successione A;, implica che

la serie
> u(4))
J

deve essere assolutamente convergente, altrimenti facendo dei riordinamenti
potremmo ottenere qualsiasi numero.

Definizione 1.7. Sia (Q,&, ) uno spazio misura. La misura p si dice
completa se dato un insieme E € & tale che u(E) =0, per ogni A C E allora
Aecé.

Definizione 1.8. Sia (X2, d) uno spazio metrico. Una funzione p* : P(2) —
[0,00] si definisce metrica se dati A, B C Q tali che d(A,B) > 0, allora
W(AUB) = ' (A) + i (B).

Teorema 1.9. (criterio di Carathéodory) Se la misura esterna u*
P(2) — [0,00] & metrica allora B(Q2) C M(u*) e quindi pn = pjgq) € una
misura.

Dimostrazione. Definiamo
F={FeBQ): " (BNE)+u (B\E)=p(B)VBCQ},

chiaramente F C M(p*). Basta dimostrare che B(€2) = F, in particolare
basta dimostrare che ogni chiuso C' C ) & p*-misurabile e quindi che per ogni
Boreliano B valga

W (B) > 1*(BNC) + u*(B\ C)

in quanto 'altra disuguaglianza segue dalla subadditivita. Non e restrittivo
supporre che p*(B) < +o0o0. Chiamiamo B, = {m € B:d(z,C) < 1%'} e

1 1
B;=SxeB:—— <d(z,0) <
J+1 J
per j > 1. Dunque per l'ipotesi di additivita sui disgiunti avremo
p p
> 1 (Byy) < p(B), Z (Baj41) < p(B)
=1 =0

e quindi Z;;Of pw*(Bj) < 4+o00. Usando ora la subadditivita di 4* otteniamo

pH(BAC) 3 (B\C) < ' (BACY b (BB, 4 1 (By) < (B4 i (B).

Facendo tendere p a +00 otteniamo la tesi. O
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Pertanto, dal fatto che la misura di Lebesgue di un insieme limitato £
puo essere definita come

LYE) = y—% {Ld(R), ECR= ]L:Jl R; con diam R; < 5}
deriva che £2 & metrica e quindi B(R?) C M(L?).

Vediamo ora alcune proprieta delle misure, dando prima la definizione di
misura di Borel.

Definizione 1.10. Sia (2, B(£2), 1) uno spazio misura. Allora la misura
w:B(Q) — RP si definisce misura di Borel.

D’ora in poi ci riferiremo, se non diversamente indicato, a misure di Borel,
ma teniamo presente che molte delle successive proprieta valgono anche per
generiche misure.

Definizione 1.11. Sia i una misura scalare o vettoriale. La variazione totale
|| di g é una misura cosi definita

|Mu»:wu{§iMBm:B=Jj&,&m3f:@

=0

dove il sup ¢ fatto al variare di tutte le partizioni di B in insiemsi disgiunti di
Borel.

Proposizione 1.12. Se p é una misura non positiva su 2, allora |p| é una
misura positiva e finita cioé |p|(2) < +oo. Inoltre |u|(B) > |pu(B)| per ogni
B e B(Q).

Dimostrazione. Dimostriamo inizialmente la subadditivita di |u|. Sia B C Q
insieme di Borel e B, una successione di sottoinsiemi di 2 di Borel tali che
B C U;2, By Definiamo una nuova successione disgiunta di insiemi Bj, = By,
B! = B;\ Uﬁ;lo By, per ogni @ > 1 e consideriamo una partizione numerabile
di B, (A;). Allora si osserva che la successione (A; N By,);, per ogni j € N e
una partizione numerabile di A; e con l'ipotesi che p sia o-additiva abbiamo:

ITERIEDS

> n(B,NA)
h=0

SHWTEHPHES NI

h=0 j=0

Per I'arbitrarieta della partizione (A;), abbiamo la subadditivita di ||
Dimostriamo ora 'additivita. Siano B; e By due sottoinsiemi di €2 di Borel
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disgiunti. Per ogni € > 0 possiamo trovare due partizioni numerabili di B; e
By, (B}) e (B?) tali che

ul(B1) = Z (Bi)| + e, |ul(Bz) < Y [n(BR)| + e
h=0 h=0

ed inoltre B N BE = (0 per ogni h, k € N. Pertanto l'insieme B; U By ammette
una partizione numerabile formata dagli insieme delle due partizioni (B}) e
(B?) e quindi vale la relazione:

2

(B UBo) = 35" [u(B)] = ul(By) + [l (Ba) — 2.

i=1 h=0

Per arbitrarieta di € abbiamo Padditivita di |u| che unita alla subadditivita
mi permette di dire che |u| & o-additiva, quindi & una misura.

Resta da dimostrare che |u| ¢ finita. Per questa dimostrazione consideriamo
w reale infatti nel caso in cui p sia vettoriale per esempio = (p1, ..., fm)
vale la disuguaglianza:

|ul(B Z || (B

per ogni insieme di Borel B C ().
Assumiamo per assurdo che |u|(2) = oo. Allora esiste una partizione
numerabile (X3) di 2 e un n € N tale che

S G601 > 2]+ 1)

Inoltre dividendo i termini positivi con i termini negativi ¢ possibile formare
un insieme B unione di alcuni di questi X}, tale che |u(B)| > |u(Q)] + 1;
chiamiamo C' = Q\ B allora |u(C)| = |u(Q) — w(B)| > |u(B)| — |pu(2)] > 1 e
per additivita di |u| o [p](C) = o0 o |u|(B) = 0o. Assumiamo che |u|(C) = oo
e chiamiamo B; = B. Ripetiamo il ragionamento appena fatto applicandolo
a C' unione disgiunta di By e C} con |u(Bs)| > 1 e |u|(Cy) = co. Di questo
passo otteniamo una successione di insiemi (B},) tale che |u(Bp)| > 1 e quindi
la serie Y27, u(Bp,) non puo convergere e cio ¢ assurdo. Quindi |¢| ¢ finita.
[

Da questo risultato segue quindi che p € una misura ben definita, nel caso
non positivo, se e solo se |u|(Q2) < 4o0.

Definizione 1.13. Sia 2 uno spazio metrico localmente compatto e separabile.
Una misura o su S si dice finita se |u|(Q) < 400. Una funzione d’insieme
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w: B(Q) — RP si chiama misura o-finita se esiste (), tale che Q = U2, Qn
e pa, : B(Q) — RP & una misura finita. Diremo invece che u, misura di

Borel, é una misura localmente finita o di Radon in ) se ¢ una misura finita
u (K, B(K)) per ogni insieme di Borel relativamente compatto K C B((2).

In questa tesi denoteremo con M (€2, R?) l'insieme delle misure in Q a
valori in RP finite e con M,.(€2, R?) 'insieme delle misure di Radon.

In seguito vedremo che lo spazio vettoriale M (€2, R?), diventa uno spazio
di Banach se come norma si considera la variazione totale.

Definizione 1.14. Sia pu una misura scalare. Possiamo definire parte positiva
e parte negativa di v in questo modo

L lul+e ~ el -
H 2 a 2

Chiaramente u* e u~ sono misure positive e vediamo che p = p*t — u~ e
lul = p* +pm.

Definizione 1.15. Il supporto di una misura p su €2, supp u, € il piv piccolo
chiuso C C §Q tale che

H@\C)=o.

Se i & una misura non negativa e f € L*(§, u; R?) oppure p ¢ una misura
vettoriale e f € L'(Q,|u|) indichiamo con pul f o semplicemente fu (da
Federer indicata con la notazione f ® p) la misura cosi definita

uLf(B) = [ f(x)dula

per ogni insieme di Borel di §2. La misura pL f € Boreliana se la funzione f e
Boreliana.

Proposizione 1.16. |uL f| = |u|L]|f].
Dimostrazione. Sia B € B(£2). Dimostriamo prima che |uL f|(B) < |u|L|f|(B):

mLfKB%Zﬁm{EZWLfU%H113=LJBnE%ﬂBj=@}
1=0

i=0
=sup {Z

Lf@%:B:GBH&ﬂ&Zw}

{Z/ [fldlul = B = UBQ,BmB @}
=w4§wumm:3 H&Bﬂ } L] fI(B)
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Pertanto per dimostrare che |uL f|(B) = |pu|L|f|(B) bisogna trovare una
opportuna partizione di B. Possiamo supporre che p sia una misura scalare e
f € LY, |u)); il caso vettoriale infatti si dimostra considerando componente
per componente. Definiamo la seguente partizione di B

By={zeB : fr) <O0p(x) <0}, By={reB : f(zr) <0 pu(x) >0},

Bs={xeB: f(x) >0u(x) <0}, By={x € B : f(x) >0 ux)>0}.

Dividiamo f e p in parte positiva e parte negativa
f=1=f n=p"—pn

allora abbiamo
4

;|M'—f(Bz‘)| =>

=1

J, (@) dn(a)

J

= [ f [t
b [ et = G ()

= [ At [ Al dut = [ 11 dlul
B1UB3 BoUB4 B

come volevasi dimostrare. O

In generale, data una misura p e E un insieme di Borel si denota con
pL E la restrizione di p a E, ovvero

plE(A)=u(ENA).

Quindi nel caso in cui f = xg, dove xg e la funzione caratteristica di un
insieme di Borel E, scriveremo pul xg = pulL E. Infatti

uLf(B) = [ f@)du() = [ xpdu(x)= [ du(a) = (ENB) = pLE(B).

nE

Definizione 1.17. Siano X e Y spazi metrici. Una funzione f : X —Y ¢é
detta funzione di Borel se, per ogni aperto A CY, f~1(A) € B(X).

Proposizione 1.18. Sia p una misura positiva localmente finita in 2. Per
ogni insieme di Borel B C ) si ha

w(B) = sup{u(K) | K C B compatto}
w(B) =inf{u(A) | B C A aperto}

Le proprieta precedentemente enunciate sono definite regolarita interna
ed esterna di una misura.



Capitolo 2

Derivazione di misure

2.1 Teoremi di ricoprimento

Definizione 2.1. Una famiglia di sottoinsiemi di R, B, si dice disgiunta se
BN B =0 per ogni B,B' € B, B+# B'.

Per la separabilita di RY, ogni famiglia disgiunta costituita da insiemi
aventi parte interna non vuota ¢ al pit numerabile.
In seguito scriveremo
UB = U B.

BeB

Definizione 2.2. Sia A C R%. Una famiglia di palle chiuse B si dice rico-
primento fine di A se per ogni x € A esiste una palla in B di centro x e con
raggio arbitrariamente piccolo cioe

inf{p>0|Fp(x)€B}:O Vo € A.

Teorema 2.3. (Besicovitch) Esiste un numero intero £(d) (dipendente solo
dalla dimensione dello spazio) con la sequente proprieta: se B é una famiglia

di palle chiuse di R? tale che A = {x eRY|3p>0B,(x) € B} (insieme dei
centri) ¢ limitato allora esistono & famiglie disgiunte e al pit numerabili

Bi,... ,Bg tale che
3
Ac|JUB.
i=1
Dimostrazione. Possiamo supporre che
sup {7" : B.(z) € B,z € A} < 400, (2.1)

15
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perche se cosi non fosse, dimostriamo il teorema considerando una sottofami-
glia B C B che verifica (2.1). Dividiamo la dimostrazione in tre parti.

Parte prima. Costruiamo una sottofamiglia al pit numerabile B' C B che
ricopre A. Definiamo per induzione su n una famiglia descrescente di insiemi

in questo modo Ag = A, Ay = Ap\ B(1), ..., Apy1 = A, \ B(n+ 1) dove

B(1) {Bg(x) eB:o> gsup {fr : B, (z) € B,x € AO}}

— 2 —
B(n+1) € {Bg(x) eEB:xe€A,0> gsup{r:Br(x) EB,[EGAn}}.

Quindi avremo una successione Ag D A;... D A, D ... ed in particolare
Ao\ A,, C Uj_, B(h), dove scriveremo B(h) = B,, (xp).

Nel caso in cui n sia il pitt piccolo numero naturale tale che A,, = () allora
poniamo n., = n + 1, altrimenti, se tale n non esiste, poniamo n., = co. In
entrambi i casi si dimostra che B’ = {B(h) : 1 < h < ny} ricopre A. Questo
€ oVVio se ns < 00, ma vediamo ’altro caso: consideriamo la successione
(xp)n e k> h > 1allora |z, —xk| > on e o < %gh, per come abbiamo definito
i B(n), ma siccome A ¢ limitata g, — 0. Quindi se supponiamo che esista un
x € Ay, per ogni h allora dovrebbe esistere B;(z) € B tale che g, > %@ ma
cio ¢ in contraddizione con il fatto che la successione dei g, € infinitesima.
Parte seconda. In questa parte dimostreremo che la cardinalita dell’insieme

I,={he[l,n—1]: B(h)N B(n) # 0}

non supera &, costante dipendente solo dalla dimensione N dello spazio, per
ogni n < M. Definiamo I! ={h € I, : op <To,} eIl =1,\1.

Ragioniamo prima su I]. Sappiamo che, per k > h, |z, — x| > on € 0r < %Qh
e da cio segue che le palle B 20 (xp) sono a due a due disgiunte e per h € I,

sono contenute in Bsag, (7,). Infatti se x € B2, (z1,) e h € I, abbiamo
5 5

540y,

) 140,
!x—xn\S!x—wh|+|wh—xn|§ﬁ+9h+gn§ 0 =

5 )

+70n + 0n =

Inoltre, siccome h < n, o > %Qn e quindi E% () C Bae, (z1,) per ogni
5

h € [1,n —1]. Da cio segue che I} non contiene pitt di (£)? elementi. Infatti
usando la misura di Lebesgue abbiamo

LYBogn () = D LYBags (w4)) > $1,L(Bag (1))

hel!,
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e quindi wd(M%)d > ﬂ];iwd(%‘)d cio¢ semplificando $1I, < (5)%.

Stimiamo ora la cardinalita di ;,. Siano h,k € I}) con h < k e definiamo
Tp — T, Ty — Tn
= y N = :
|zh — 0| | Tk — 0
I vettori v ed 7 sono unitari. Dimostreremo che |y —n| > ¢ dove ¢ & una
costante positiva, infatti in questo modo la cardinalita di I}/ sara minore del

massimo numero di punti sulla sfera S%~! che distano tra di loro di un valore
maggiore di . Dall’identita

Cwn = @l e — @l — 2y — al?

deduciamo
<’7 77) < (Qh+Qn)2+|xk:_xn|2_Q}2l _ On Qi + ’xk_xn’
’ 20p| TR — 20| |Tx — 2| 20n|Tk — 24| 20n
2
. 2 Yo, 1 1 3 1 191
<@y O OETOn ot
On  20n0k 20n 7 98 4 14 196
Dunque se prendiamo 0 = g abbiamo |y—n| > 0, come volevamo dimostrare.

Parte terza. Disponiamo in righe le palle B(h) per h € [1,n4,) in modo che
palle nella stessa riga siano a due a due disgiunte: poniamo B(1) nella prima
riga, e B(h) nella prima riga nella quale troviamo palle che non la intersecano.
Se chiamiamo B; la famiglia disgiunta delle palle della riga i, allora dalla
seconda parte segue che il numero delle righe e finito £, dalla prima parte
segue che By, ..., Be ricoprono A. ]

Teorema 2.4. Sia A C R? limitato e p: A — (0,00) allora esiste S C A al
piu numerabile tale che

AcC U By (@)

TE€S
e ogni punto di R? appartiene ad al pit & palle centrate in punti di S, ovvero
> xswy) <€ VyeR”
z€S

Il teorema precedente vale anche per famiglie di palle aperte e si possono
anche prendere in considerazione famiglie piu generali di insiemi.

Dimostrazione. Se poniamo B = {Bp(x)(x) |z € A} allora A e I'insieme dei
centri di B e quindi per il Teorema 2.3 esistono B, ..., Bs sottofamiglie
disgiunte al pitt numerabili tali che

3
i=1
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e S e l'insieme dei centri delle palle delle famiglie B;. O

Teorema 2.5. (Vitali-Besicovitch) Sia A C RY un insieme di Borel limi-
tato e B un ricoprimento fine di A. Allora per ogni misura p localmente finita
e positiva su R? esiste una famiglia numerabile e disgiunta B' C B tale che

p(A\UB) =o.

Dimostrazione. Siccome B € un ricoprimento fine di A per il Teorema 2.3
¢ possibile trovare ¢ famiglie disgiunte al pit numerabili Dy, ..., D¢ che
ricoprono A. Inoltre esiste un intero i € [1,£] tale che

1
WANUDy) = EN(A>’
e quindi esiste una sottofamiglia finita disgiunta B; C D; tale che

L.

mANB) = 2%

Consideriamo ora A; = A\ U By, allora
(A1) < (1 o)
2 25

e sia

D ={B,(z) € B| B,(x)n|JB1 = 0}.

D e un ricoprimento fine di A;, dunque ripetendo il ragionamento appena
fatto possiamo dire che esiste una sottofamiglia finita disgiunta By C D
(quindi anche disgiunta da B;) tale che

(AN UBs) > —pu(Ar).

25

Proseguendo in questo modo otteniamo una successione (Aj)pen tale che

) < (1= ) utan) < (1—21§)h+1u<A1>

e quindi p(Ap) € infinitesimo. In conclusione se poniamo B = X, B;,
abbiamo una sottofamiglia numerabile disgiunta e tale che

W(A\UB) < () An) = 0.
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2.2 Decomposizione di Radon-Nikodym

Definizione 2.6. Sia p1 una misura di Borel su §). Diciamo che p € concen-
trata in un insieme di Borel I se

u(B) = (B 1 E)
per ogni insieme B € B(f2).

Ricordiamo che un insieme A si dice trascurabile per una misura u se
p(A) = 0. Questa definizione e legata al fatto che noi considereremo sempre
misure complete.

Definizione 2.7. Sia A una misura scalare o vettoriale su ) e p una misura
positiva su ). Diciamo che

1. X\ é assolutamente continua rispetto a p, A << u, se ogni insieme di
Borel p-trascurabile ¢ A-trascurabile.

2. X e singolare rispetto a , X L p, se esiste un insieme di Borel ji-
trascurabile B tale che A\ é concentrata in B.

Un esempio per quest’ultima definizione ¢ £¢ 1 6, dove §,,, ricordiamo,
¢ la misura Delta di Dirac e £¢ la misura di Lebesgue. Infatti 'insieme {wg}
e trascurabile per la misura di Lebesgue mentre la Delta di Dirac si concentra
su di esso.

Osserviamo che le due definizioni precedenti valgono non solo per le misure
di Borel, come nel caso considerato, ma anche per misure piu generali.

Teorema 2.8. (di Radon-Nikodym) Sia A una misura vettoriale su ) di
codominio RP e p una misura positiva o-finita su . Allora esistono un’unica
funzione f € LY(Q, u, R?) e una misura \° tali che

A= fu+ XN € AL .
La funzione f e chiamata derivata di A fatta rispetto a p.

Corollario 2.9. Dal teorema precedente seque che, siccome p << |ul|, esiste
v e LYQ, u,RP) tale che

p=vlul.
In particolare si dimostra che v : Q0 — SP™1 per |u|-quasi ogni x € €.

Passeremo ora ad introdurre il concetto di derivata di una misura rispetto
ad un’altra, partendo da questa definizione:
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Definizione 2.10. Siano pu e v due misure di Radon positive e x € supp ju.
Definiamo allora due funzioni di Borel:

Tu(z) == limsu M () ‘= limin M
D=t Gy e R, oy

Definiamo dunque derivata di v fatta rispetto a p la misura D,v = lim, :(B"

Osserviamo che le due densita non cambiano se al posto di palle aperte
consideriamo palle chiuse.

Proposizione 2.11. Siano i e v due misure di Radon positive in R? e sia
t € [0,00). Per ogni insieme di Borel E C supp p valgono le due implicazioni:

D, v(r) <t Vee E = v(E) <tu(F),
Div(z) >t Ve E = v(E) > tu(E).
In particolare se v ¢ finita allora p ({x | Dfv(r) = oo}) = 0.

Dimostrazione. Dimostriamo che se D v(x) <t allora v(E) < tu(E). Non ¢
restrittivo supporre che E sia limitato; sia A un insieme aperto limitato tale
che £ C A, e per € > 0 definiamo

B={B,(z) |z € E, By(x) C A, v(B,(x)) < (t+ )u(By(x))}.

B ¢ un ricoprimento fine di £ e quindi per il Teorema 2.5 esiste una famiglia
numerabile disgiunta B C B tale che v(E \ UB’) = 0 e quindi avremo

E)<v(UB) <(t+eulUB) < (t+e)u(A).

Mandando € — 0 e grazie alla regolarita esterna di p, Proposizione 1.18,
otteniamo v(FE) < tu(FE). La dimostrazione dell’altra implicazione & analoga
a questa. O

Teorema 2.12. (di derivazione di Besicovitch) Siano |1 una misura
positiva localmente finita in un aperto Q C R e v : B(Q) — RP una misura
vettoriale localmente finita. Allora, per p-quasi ogni x € supp u, il limite

esiste in RP e la decomposizione di Radon-Nikodym di v € data da
v=fu+v® dove v’ =vLE ed FE ¢ un insieme p-trascurabile cosi definito

= su T & su 1mM:oo
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Dimostrazione. Non é restrittivo supporre che v sia una misura positiva

e v e j siano misure finite. In tal caso, per la Proposizione 2.11, I'in-

sieme {x € su | lim B, (=) oo} ¢ p-trascurabile quindi E e pu-
' pp p—0 w(Bp () 2 q K

trascurabile.

II nostro obiettivo ¢ dimostrare che f = D, v esiste p-quasi ovunque e che

pl f=vL F dove FF = Q\ E. Definiamo quindi
AF(B) = /B Div(x) du(z), A (B) = /B D, () du(x)

per ogni insieme di Borel B di Q. Se verifichiamo che AT < vLL F < A\~ allora
la dimostrazione e conclusa, infatti se cosi fosse avremmo

e X))
WP By ()) = P (B, ()

p-quasi ovunque e quindi le disuguaglianze diventerebbero uguaglianze. In
tal caso quindi f esiste pu-quasi ovunque e plL f = vL F.
Proviamo prima che A\™ < v;siat > 1e B € B(Q) fissato, tale che B C supp p
e Dfv € (0,00) su B, quindi contenuto in F'. Definiamo

B, = {x € B:Djv(z) € (t”,t”“]} n e Z.

Dal fatto che D, v < t"*! segue direttamente che A™(B,,) < t"*'u(B,,) men-
tre dalla Proposizione 2.11 dal fatto che D, v > " segue che

t"*1u(B,,) < tv(B,); unendo le due cose e sommando rispetto a n ottenia-
mo A" (B) < tvL F(B), e mandando t — 1 otteniamo la disuguaglianza.
Analogamente si dimostra 'altra disuguaglianza. ]

Siamo finalmente arrivati alla definizione di derivata di una misura rispetto
ad un altra, infatti la funzione f che abbiamo appena dimostrato esistere
[-quasi ovunque é:

v v(B,(1))

T = ) = 2 i )

Corollario 2.13. Sia p una misura di Radon positiva su un insieme aperto
QCcRIefe LY Q). Allora per u-quasi ogni x € Q wvale la sequente
uguaglianza:
1

lim [ 1f() = f(@)] du(y) =0,

0=0 ((By(7)) JBy(w)
Ogni punto x € ) per cui vale l'uguaglianza ¢ chiamato punto di Lebesque di
f rispetto a p.



22 CAPITOLO 2. DERIVAZIONE DI MISURE

Dimostrazione. Consideriamo v, = pL|f —¢| con ¢ € Q e applichiamo il
Teorema 2.12:
Va(Bp(2)) 1

|f(z) —q| = }g%m = }7%;1(&;@))/3‘,(@ \f(y) —al du(y). (2.2)

Questa uguaglianza vale per ogni x € Q\ IV, dove N, ¢ un insieme trascurabile
per la misura p. Chiamiamo ora E = UJ,cq Ny, allora u(E) = 0, e per ogni
x € Q\ E e per ogni ¢ € Q vale (2.2). Da cio segue che per ogni ¢ € Q vale

. 1
lim sup

wep s ) M) = F@)]dnty)

1
p—0 (By(2)) /B,(=) 1/ (y) | dp(y) + | (2)] | f(z) |
e quindi per la densita di Q 'enunciato e dimostrato. ]

Riprendiamo ora il Corollario 2.9 e vediamo che dal Teorema di derivazione
di Besicovitch segue che |v(x)| < 1 per |u|-quasi ogni x € Q: supponiamo
infatti che p = f\ allora

1(By(z)) _ Op

flz) = L%W = 5(@
cioe . ]
f(z) = })1_%(1) NB, (@) /Bp(x) f(y) dA(y).

Nel nostro caso abbiamo p << |u| e quindi esiste v € L'(€, u, R?) tale che
i = v|u| ma allora per |u|-quasi ogni x € Q) vale che

1

0 a5 o ) )

v(z)] = p=0 | p|(By(x))

Osserviamo pero che

|1l (Bo(2)) = [1(Bp())] =

[, 00 )

da cui segue, per |u|-quasi ogni z € Q




Capitolo 3

Teorema di Riesz e convergenza
debole di misure

Anche in questa sezione considereremo {2 uno spazio metrico localmente
compatto e separabile.

In seguito denoteremo con C,(£2,R?) I'insieme delle funzioni continue in
2 a valori in R? a supporto compatto e con Cy(£2, RP) la sua chiusura nella
norma || f||ec = sup,g | f(2)], dove Cy & I'insieme delle funzioni continue che
si annullano sul bordo di 2. Pertanto, data una successione (), di elementi
di Q convergente a x € 01, allora, se f € Cy, f(x,) — 0 . Similmente, data
una successione (), C 2 tale che ||z, || — oo, allora f(z,) — 0.

Enunciamo un’importante proprieta delle funzioni di Borel:

Teorema 3.1. (Lusin) Sia f € L*(Q, |u|,RP). Per ogni ¢ > 0 esiste
o € Co(2,RP) tale che

[ul({f # oc}) <e.

Questo teorema puo anche essere riformulato in questo modo: data una
funzione di Borel f : 2 — R" esiste una successione (K}), di compatti di
tale che f|x, ¢ continua per ogni h e

(2 \ U5 K) = 0.

Vedremo ora un importante risultato che permette di identificare il duale
di Cp(£2,R?) con 'insieme M (€2, RP) e similmente il duale di C.(€2, RP) con
Moe (2, RP); questo permette di utilizzare proprietd note dei funzionali lineari
per dedurre ulteriori caratterizzazioni delle misure finite. Inoltre si osserva che
la variazione totale coincide con la norma dello spazio di Banach M (£, RP).

23
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Teorema 3.2. (Riesz) Per ogni funzionale L € (Co(2,RP)) esiste ed ¢é
unica una misura 1 € My(€Q,RP) tale che

L(¢) = ﬁ;/g@(x) dui(z) Vo € Co(Q,RP).

Inoltre ||L|| = |p|(£2).

Dimostrazione. Possiamo supporre L : Cp(€2) — R, e dimostrare che esiste
po€ Mg(Q), perché il caso vettoriale segue dall’analisi componente per
componente. Supponiamo prima L(¢) > 0 V¢ > 0. Per ogni A € B(Q)
definiamo

pu(A) :=sup{Lo : 0< ¢ <xa}

e dimostriamo che p & una misura positiva. Chiaramente (@) = 0. Sia
(A;) una successione di insiemi di Borel tali che A = (JA;, vediamo che
p(A) <> u(A; ). Poiché gli insiemi

K:{¢€Co(Q)0§¢SXA}6T:{Z¢j¢j€CO(Q)€0§¢]§XAJ}
j=0
coincidono, risulta

Ay =supLp =supLp = sup > L¢; <> supLo; => u(A).
=0

peEK oeT 0<¢;<x4; j=0 =0

Applichiamo ora il criterio di Carathéodory. Siano A e B sottoinsiemi di
Q tali che d(A, B) > 0. Ogni funzione ¢ € Cj tale che 0 < ¢ < yaup puod
essere scritto come somma ¢ = ¢4 + ¢p dove ¢4,05 € Cp, 0 < Pa < x4,
0 < ¢p < xB, pertanto

wAUB)= sup Lo= sup Loa+ sup Log= pu(A)+ u(B).

0<¢<xauB 0<pa<xa 0<¢B<xm

Resta da verificare che Lo = [ ¢ du. ...
O

Dal teorema di Riesz, sostituendo €2 con un qualsiasi aperto A, segue:

Corollario 3.3. Se A C Q) ¢ un insieme aperto avremo

11(4) =sup { [ p(@) du(@) |0 < (o) < xalw) 0 € C(A)}
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Dimostrazione. Del teorema di Riesz abbiamo dedotto che
0l() =sup { [ (6.0) dinl | 6 € Co(@.R?) ]9 < 1}

ma ripetendo il ragionamento per ogni aperto A C (2 e considerando che se u
¢ positiva allora g = |u|, quindi v = 1, avremo

p() = sup { [ o du| 6 € Cal4), Jol <1}

Dal Corollario 3.3 segue la seguente proprieta:

Proposizione 3.4. Siano \ e u due misure definite in B(€2). Se X L p allora
[+ AS2) = [pl(2) + A(£2).

Dimostrazione. L'ipotesi A L  significa che esiste B € B(f) tale che u(B) =
0 e per ogni F € B(2) A(E) = A(BN E). Dal Corollario 3.3 segue

i+ M) =sup { [ 6(2) d(u+ ) [0 < 6(a) < xala), ¢ € C()}

—sup{ [ o(e) du+ 1) [0 < 6(0) < xn(e). 6 € CB)}
460 210 < 60) < xnlo). € C2\ B
8(z) X[ 0 < 6(a) < xo(x),0 € C(B)}

o10) i 0.2 610) < xnalo). 0 € €0\ )|

]

Parleremo ora di convergenza debole di misure, utilizzando la definizione
e le proprieta della convergenza nella topologia debole * | o(FE’, E), quella
topologia indotta da un generico spazio normato E sul suo duale E’:

Definizione 3.5. Una successione di misure (pup,)y converge debole * a u se i
funzionali indotti L, convergono nella topologia debole * a L, cioé

p

tim 3~ [ 6ie) du () = g [ o) dita) 6 € o)

h—o0 =1



26 CAPITOLO 3. TEOREMA DI RIESZ E CONVERGENZA DEBOLE

In seguito parleremo di convergenza debole di misure riferendoci alla
convergenza debole * e scriveremo p;, — f.
In certi casi si utilizza la convergenza debole * locale, che si ha quando

hmz/@ ) dpn i Z/@ dpi(x) ¥ 6 € CL(Q,RY).

h—o00

Chiaramente la convergenza debole implica la convergenza debole locale, ma
vedremo che sotto opportune ipotesi vale anche il viceversa.

Dal teorema di Banach-Steinhaus segue che ogni successione convergente
debolmente soddisfa la condizione

sup lpn](Q) < 4o0.

Viceversa, data una successione (uy), di misure, alle quali posso associare i
funzionali Ly, se supy, |ps](2) < M < 400 e supponiamo che Ly (f) converge
nella topologia forte a L(f) per ogni f € C.(€2,RP), allora la successione di
misure converge debolmente e quindi

hmZ/fz dpin(x Z/fz dus(z) Y f € Co(Q,RY).

h—o00

Cio segue dalla densita di C. in Cy, infatti in tal caso per ogni f € Cy(£2, RP)
e per ogni € > 0 esiste f. € C.(2,RP) tale che ||f — fe||o < € € quindi

[ = gl < [ 1f = £l dlp] <

L = Feloe il =115 = Fllclinl () < e

Pertanto avremo
M < liminf/(f ~f) dp < limsup/(f— £.) dpn < M.
Inoltre, possiamo scrivere

| f d= [ fodun+ [ (F = 1) dp.

Da queste ultime due osservazione, con l'ipotesi che L, (f) — L(f) per ogni
f e C., segue:

timsup [ f dun = lim [ fo dyu+limsup [ (F = 1) dun < [ S dp+eM
Q h—o0 JQ Q Q

h—4o00 h—o00
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liminf/ f duyp = lim / fe dmﬁ—liminf/(f— fe) dup > / fedu—eM
0 h—o0 JQ h—+o00 JO [¢)

h——4o00

e quindi per arbitrarieta di € si ottiene la convergenza debole.

Quindi abbiamo dimostrato che, con lipotesi sup, |un|(©2) < +oo, la
convergenza debole locale implica la convergenza debole.

Richiamiamo la definizione di funzione semicontinua inferiormente, e un
risultato legato ad essa:

Definizione 3.6. Una funzione f : 2 — R si dice sequenzialmente semicon-
tinua inferiormente se per ogni x € ) e per ogni successione (xy)y, tale che
xp, — x allora f(z) < liminf, o f(zp)

Proposizione 3.7. Sia F = {f : Q — R continua}, allora g(x) = sup;c» f(v)
e semicontinua inferiormente.

Dimostrazione. Sia x;, — x. Per definizione di sup esiste f. € F per ogni
e > 0 tale che g(x) < fe(z) + e. Inoltre:

IR < Tim i
fe(w) =liminf fc(2,) < liminf g(z))
da cui segue che g(z) < liminf, o g(zs) + €. O

Corollario 3.8. Per ogni aperto A di ), la funzione p — |u|(A) é semicon-
tinua inferiormente.

Dimostrazione. Segue dal Corollario 3.3 e dalla Proposizione 3.7. [

Teorema 3.9. (Proprieta della convergenza debole di misure) Siano
(up) misure in 2 a valori in RP tali che la successione |up|(2) é limitata.
Allora

(a) esiste una sottosuccessione (fp,) convergente debolmente in ;
(b) se p=1 e le misure sono non negative, allora pp — p implica
lim inf p,(A) > p(A
im inf iy,(A) > p(A)
per ogni insieme aperto A C € e

lim sup i, (K) < p(K)

h—o0 -

per ogni insieme chiuso K C §Q;
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(c) se up — pelpp| — o siha |u| <o e
Jim g, (E) = p(E)
per ogni insieme di Borel E CC § tale che o(OF) = 0.

Dimostrazione. (a): Consideriamo By = {Ly € C{ : ||Ly|| < M}, dove gli
Lj, sono i funzionali associati alle misure py,, per il teorema di Riesz. Allora
per il teorema di Alaoglu-Bourbaki, essendo Cy uno spazio di Banach, esiste
una sottosuccessione (Lyp, ) che converge nella topologia debole * e quindi,
sempre grazie al teorema di Riesz, esiste una sottosuccessione di misure (pp,
convergente debolmente.

(b) Prima parte: Definiamo Ay (1) = [4 ¢ du per ogni ¢ € Cp(2) [¢p| < 1e
per ogni 4 misura positiva; A, € sequenzialmente continua, perché se p, — p,
per definizione si ha

Jim Ay () = hlggo/A¢ dp, = /Acﬁ dpe = Ny (p).

Sia F ={¢ € Cy(Q) : || <1} e I'(u) = supyer Ay () allora dalla Proposi-
zione 3.7 segue che I'(u) & semicontinua inferiormente; inoltre dal Corollario
3.3 segue che

I'(p) = sup Ag(p) = sup | ¢ du = p(A),
PEF peF JA

pertanto avremo
w(A) =T(p) <liminf I'(uy) = liminf py,(A).
h—00 h—o00
Seconda parte: Sia K un compatto allora K = 2\ A dove A & un aperto
e quindi pp(K) = pp(Q2) — un(A) per ogni h. Da cio e dalla prima parte del

punto (b) segue

lim sup g (K) = lim sup(5,(2) — pn(A4)) < limsup ps(€2)+

h—00 h—00 h—o0
lim sup(—pn(A)) = pu(Q) = liminf 1 (A) < p(Q) — p(A).
—00 —00

(¢) Prima parte: Sia A C 2 un aperto dimostriamo che |u|(A) < o(A). Sia
¢ € Cy(A,RP) allora

< [ 6@ il (@)

; J, #i(@) dynta)
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e mandando h — oo

i/A ¢i(z) dpi(z)

Ma dal Corollario 3.3, sappiamo che |u|(A) = sup{ [, ¢ du | ¢ € Co(A), |¢] < 1}
quindi |p|(A) < o(A).

Seconda parte: Sia E € B(R) tale che 0(OF) = 0 e y;, w;, le parti positive
e negative di py; per il punto (a) possiamo supporre che pf — vt e p, — v~
e quindi avremo p=vT — v~ e o > |u| > |v¥| = vE. Sia ora K la chiusura
di £ e A la parte interna di E. Usando il punto (b) e il fatto che o > v*
abbiamo

< [ 16@) do(a)

limsup p;, ;(E) < limsup iy, ;(K) = v;,(K) =

h—o00 h—o00
= Vi:zt,i(A) + Vi:::,i(aE> < h]{gioglf Mii(A) < h}{gg}f Nii(E)

e quindi

lim inf pp,(E) = limsup pp,(E) = hh_)rglo wn(E) = u(E).

h—o0 h—00
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3.1 Misure di Hausdorff

Le misure di Hausdoff k-dimensionali in R¢ sono misure esterne o misure
di Borel molto importanti in teoria geometrica della misura perché la loro
definizione e indipendente dalle parametrizzazioni locali ed ha senso anche
per insiemi non regolari.

Al fine di comprendere la definizione di tale misura ricordiamo che il
diametro di un sottoinsieme E C R? non vuoto & definito da

diam(F) =sup{|lx —y| : =,y € E}.

Sia k € N, e wy, la misura di Lebesgue della palla unitaria di R¥. La definizione
di wy si puo dare per ogni k € [0, +00) in questo modo

dove T'(t) = [5° s'™te™* ds ¢ la funzione di Eulero.

Definizione 3.10. Sia k € [0,00) ¢ E C R La misura di Hausdorff
k-dimensionale di E ¢ data da:

HE(E) = sup HE(E)

>0
dove, per 0 < & < +oo, HE(E) ¢é cosi definita:
Wk | , .
HEE) = 2—:1nf {ZI [diam(E;)]" - diam(E;) < 6, E C UIEZ} :
1€ 1€

Osserviamo che la definizione ¢ ben posta infatti I'applicazione § — HE(FE)
¢ monotona decrescente ed in particolare da cio segue che in (0, co]:

HE(E) = supHA(E) = lim HA(E).

6>0

Si puo anche parlare di misura di Hausdorff sferica S* definita in modo
analogo alla misura di Hausdorff ma in cui i ricoprimenti sono fatti non con
insiemi generici F£; ma con palle B;.

Teorema 3.11. (Proprieta delle misure di Hausdorff)

(a) Le misure H* sono monotone, numerabilmente subadditive sulle parti
di R? e, in particolare, o-additive sugli insiemi di Borel;
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(b) HE ¢ identicamente nulla per k > d e coincide con la misura del
conteggio quando k = 0;

(c) se k >k >0 allora

HEE)>0 = H"(E)=oc;

(d) per ogni insieme di Borel B C R ed ogni § > 0 si ha
LY(B) = H§(B) = H'(B)
dove L% ¢ la misura di Lebesque in R?;
(e) H* < SF < 2¥(F;
(f) per ogni insieme di Borel B C R™ ed ogni k > 0 si ha

HY(B)=0 <= HE(B)=0.

Dimostrazione. (a) Prima parte: basta dimostrare che le funzioni H% per
ogni 6 > 0 sono numerabilmente subadditive cioe

+o0
EcUE = HIE <ZH5

7=0

in tale caso infatti, passando al sup si ha la stessa proprieta per H*.

Supponiamo che £ C U2, Ej con Ej C R? e HY(F;) < +o0o. Sia poi per
ogni 7, (E}); un ricoprimento d1 E; tale che diam(E?) < § e tale che, fissato
e > 0 si abbia:

;}Zg(diam(Eg)) < HY(E;) + 277

Dato che (E) al variare di i e j & anche un ricoprimento di E si ha

—+00

“+oo
HE(E) < % > (diam( (EH)F < Z HE(E;) +277¢ Z”H?(E]) +e€

,J

e dal’arbitrarieta di € segue la disuguaglianza cercata.

Seconda parte: utilizziamo il criterio di Carathéodory per dimostrare la
o-additivita sugli insiemi di Borel. Supponiamo che A e B siano insiemi
distanti e 0 < § < 44 B), allora ogni insieme di diametro minore di § interseca
A o B, ma non entrambi; allora HY(A) + HE(B) = HE(A U B) e quindi
passando al sup abbiamo che H* ¢ additivo sugli insiemi distanti.
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(b) Prima parte. La tesi segue dalla o-subadditivita e dall’invarianza per
traslazioni della misura di Hausdorff. Consideriamo (), il cubo di lato 1 di

R?: questo puo essere ricoperto da n cubi chiusi di lato % e quindi diametro
?; pertanto avremo H5(Q) < wk(\[d);# con § > %. Mandando n — oo
H*(Q) = 0 e quindi dallipotesi di o-subadditivita e invianza per traslazioni
segue che H* & identicamente nulla.

Seconda parte. Supponiamo che E sia un insieme finito di s elementi e &g
la minima distanza degli elementi di F, allora per § < d, ogni ricoprimento
di E fatto da insiemi aventi diametro minore di ¢ ¢ costituito da almeno s
insiemi; ma in particolare esiste un ricoprimento costituito da esattamente
s insiemi e quindi HY = s se § < & e quindi H°(E) = s. Se F invece ¢
costituito da infiniti punti, si considera F, C E una selezione di s elementi
di E; dalla monotonia segue H°(E) > H°(E;) = s per ogni s € N, quindi
HY(E) = 4o0.

(¢) Segue dalla disuguaglianza

2k

“—H(E) < M —

Wi Wit
facendo tendere § — 0.

(d) Da questo punto risulta chiara la ragione della scelta di una tale
normalizzazione nella definizione di misura di Hausdorff. Per dimostrare
questo punto ¢ necessaria la disuguaglianza isodiametrica, in base alla quale
I'insieme avente misura di Lebesgue massima tra quelli di diametro fissato e
la palla, cioe

diam(B) a
")

£(B) < w (

Dimostriamo prima che H¢(B) < £4(B). Supponiamo che B sia un insieme
limitato. Dal fatto che la misura di Hausdorff e invariante per traslazioni e
omotetie, risulta quindi finita sugli insiemi limitati. Dato § > 0 e un aperto
limitato A contenente B, possiamo considerare la famiglia B di tutte le palle
chiuse aventi centri in A e diametro minore di d; siamo pero nelle ipotesi del
Teorema 2.5 pertanto esiste una famiglia numerabile e disgiunta B’ C B tale

che
1 (A\UB) =0.

Quindi B’ ricopre H%quasi tutto B e in particolare i suoi elementi li denotiamo:

By, = B, (z5) C A. Allora avremo:

HIUB) < S HUB) <wad_pi = L£B,,) < L"(A)
h=0 h=0 h=0
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dove, nel primo passaggio, abbiamo utilizzato la subadditivita numerabile di
H¢. Sfruttando larbitrarieta di § e di A si ottiene la disuguaglianza cercata.

Per dimostrare che £4(B) < HE(B) usiamo la disuguaglianza isodiametri-
ca. Sia (By), un ricoprimento di B tale che diam(B},) < d per ogni h, allora
otteniamo:

Z L4 (Bp) < Z (diam Bh

e quindi dall’arbitrarieta del ricoprimento la disuguaglianza ¢ verificata.

(e) La prima disuguaglianza ¢ ovvia perché nella misura di Hausdorff
abbiamo piu insiemi; la seconda segue dal fatto che un insieme F; lo si puo
mettere in una palla centrata in un punto di F; con raggio uguale al diametro
di E;, da cui il coefficiente 2F.

(f) La prima implicazione = ¢ ovvia. Dimostriamo <. Supponiamo
HE (B) = 0, allora possiamo trovare per ogni ¢ > 0 un ricoprimento di B

costituito da insiemi (B;); aventi diametro 2b; e tale che 3, wpbF < 0. Siccome
1

. ) . A . ®
il massimo dei b; puo essere stimato con (:—k) allora

k o\
B) < (o) =2 () ,
Hsp)(B) <o con d(0) o
e quindi mandando o — 0, si ottiene H*(B) = 0. O

Osserviamo che dal punto (d) del Teorema 3.11 si puo dedurre che per
ogni insieme B contenuto in un k-piano 7 C R? si ha

HM(B) = Hy(B) = L3(B) (3.1)

dove HE e £F indicano la misura di Hausdorff k-dimensionale e la misura di
Lebesgue k-dimensionale sul piano 7. Per k-piano si intende un sottospazio
di R? di dimensione k.

Grazie alle proprieta viste nel Teorema 3.11 ha senso la seguente definizio-
ne:

Definizione 3.12. Se E C RY, definiamo la sua dimensione di Hausdorff
mediante

dimy(E) == inf {k > 0 : H*(E) =0}.

Osserviamo quindi che per il Teorema 3.11 se k < dimy (E) allora H*(E) =
+00 e se k > dimy/(F) allora H*(E) = 0.
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Definizione 3.13. Sia p una misura di Radon positiva in un insieme aperto
QCR? ek >0. Le densita superiore e inferiore k-dimensionali di pu in x
sono rispettivamente:

1(Bo())

O (i, z) := lim sup -

, Oue(p, ) :=liminf P ).
0—0 W0 0=0

Se O5(p, x) = O (u, ), allora si parla di densita k-dimensionale di p in x e
si indica O (u, ).
Per ogni insieme di Borel EE C ) definiamo inoltre

HA(E 0 By(a)

"ENB
O (F, x) := limsup A kQ(I)), O, (E, z) := liminf
00 Wk 0 e=0 Wk

e se questi coincidono, denotiamo il valore comune delle densitd con O(E, x).
Quando k = d otteniamo

O*(F,x) := limsup M7 O.(E,z) := hminfw
o0 [ Bol(2)] >0 |By(x)]

Se le due densita coincidono otteniamo O(E, ) che viene chiamata densitd
dell’insieme E in x.

Definizione 3.14. Sia E C R? in insieme di Borel. Definiamo l’insieme
E* = {x cR: O(E,x) :a}.

Chiaramente, dal Teorema di Besicovitch, segue che, per quasi ogni € R¢,
re E°UFEL

Teorema 3.15. Sia Q C RY un insieme aperto e u una misura di Radon
positiva in 2. Allora per ogni t € (0,00) e ogni insieme di Borel B € )
valgono le sequenti implicazioni:

Of(u,x) >t VYo € B= u>tH".B

O (i, x) <t Vo€ B=—= pu<2"H".B.

Dimostrazione. Senza perdere di generalita possiamo supporret =1, k> 0e
B limitato.

Dimostriamo la prima parte. Fissato 6 € (0,1), consideriamo le palle
aperte C' contenute in un aperto limitato A centrate in punti di B e con

diametro d¢ < 0 tali che pu(C) > (1 — 5)wki—%. Applicando il Teorema 2.4 a
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questo ricoprimento di B otteniamo una famiglia di palle (C;), con intersezione
controllata da una costante £(d) che ancora ricopre B. In particolare:

) < Z 2k Z — ) < f<_d)5u(A).

Mandando § — 0, otteniamo H*(B) < &(d)u(A) < 4+oo. Quindi possiamo
applicare il Teorema 2.5 al ricoprimento di B costituito dalle palle iniziali C'
contenute in A e ottenere quindi una sottofamiglia numerabile disgiunta di
palle C; che ricopre H*-quasi tutto B. Pertanto avremo:

1 1
Z *dk zl: ﬁ“(ci) < mM(A)
cio¢ sfruttando I'arbitrarieta di d e di A si ottiene H*(B) < u(B). Potendo
ripetere questo discorso per qualsiasi sottoinsieme di Borel di B, si ha la
prima disuguaglianza.
Dimostriamo ora la seconda disuguaglianza. Fissato t > 1, per ogni intero
h > 1 consideriamo gli insiemi

Bh::{xEB ; M((JJBpij;))<t Vp € (0, }11)}

La successione (Bp,), € crescente e la sua unione ¢ l'insieme B. Fissato h,
siano (C;) gli insiemi con diametro minore di 5 la cui unione contiene By, e
tali che

1
Zwkpl <H (Bh)"i_ﬁ
=0

con p; 1= % Possiamo supporre che gli insiemi C; intersechino gli insiemi
By, in punti z;. Definiamo allora gli insiemi C] = By, (x;), che ricoprono
ancora By, e si ha

p(BL) < S pCh) < 1 (200 < 2 (H(B) + ).

Facendo tendere h — +o00 e t — 1 si ottiene la disuguaglianza voluta. ]

Osserviamo che la seconda disuguaglianza non necessita del 2% se usiamo
la misura di Hausdorff sferica al posto della misura di Hausdorff.

Corollario 3.16. Due consequenze importanti del Teorema 3.15 sono
(1) O;(u,z) < oo perHF — quasi ogni x € Q; (3.2)

(2) BeB(Q),u(B)=0 = O;(u,x) =0 perH" — quasi ogni x € B.
(3.3)
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Dimostrazione. Per ogni insieme B C {z € Q : Oj(u,x) = oo} limitato, dal
Teorema 3.15 segue che u(B) < tH*(B) per ogni ¢, dunque H*(B) = 0. Dalla
subadditivita di H* segue la prima disuguaglianza. Similmente si dimostra,
anche la seconda implicazione. O]
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3.2 Insiemi rettificabili

Partiamo con la definizione e alcune proprieta delle funzioni Lipschitziane,
classe di funzioni molto utilizzata nella teoria geometrica della misura.

Definizione 3.17. Sia E € R? ¢ f : E — R™. Diciamo che f ¢ una funzione
Lipschitziana in E e scriviamo f € [Lip(E)]™ se

|f(x) = f(y)l

Lip(f, E) := sup { P—

:x#y,x,yEE}<oo

Per definizione Lip(f,E) ¢é il minimo M € [0,00] tale che

f(@) = fy) < M|z —y| Ve,yc Ex#y.

Vedremo ora che ¢ possibile estendere una funzione Lipschitziana, definita
in un sottoinsieme di R¢ a valori reali, allintero spazio mantenendo la stessa
costante di Lipschitz:

Proposizione 3.18. Sia E' C R4 e sia [+ £ — R una funzione Lipschitziana;
allora esiste f: RY — R tale che f(x) = f(x) per ognix € E ¢

Lip(f,R?) = Lip(f, E).

Dimostrazione. Sia L = Lip(f, E) e sia f:RY - R, quella funzione che ad z
associa

Fw) = inf {£(2) + Lz — 2]}

Per ogni x € F, dalla lipschitzianita di f segue che f(z) < f(z2) + L|x — 2|
per ogni z € E, quindi

Fl) < (@) = inf {£(2) + Ll — =]} < (@)
ciod f(z) = f(z) per ogni z € E. Dimostriamo ora che

[ (@) = f(y)l

. x,y € RY x#y}:L. (3.4)
|z —y]

Lip(f,R?) = sup {
Nel caso in cui z,y € E, (3.4) € ovvia. Supponiamo ora x € F ey ¢ E, allora
per ogni € > 0 esiste z. € F tale che

fly) > f(z) + Ly — 2| — .
e quindi

fl@) = Fly) < f@) = fz) = Lly — z| + e < Llz — 2| — Ly — z| +
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<Llz—2—y+z|+e=Llx—y|l+e
Inoltre se y ¢ E, allora per ogni z € F

fly) < f(2) + Lly — 2|

in particolare anche per z = x, pertanto

fy) = f(z) < f(2) + Lly — 2| = f(z) < Lz —y].

In conclusione

—Llz —y| < f(z) — fy) < Llz —y| +¢

e (3.4) deriva dall’arbitrarieta di e. Supponiamo ora z,y ¢ F, allora per ogni
€ > 0 esistono y. e z. in F tali che

F) > flye) + Lly —yel — ¢, f(z) > f(z) + Lz — x| — €.

Pertanto, utilizzando quanto abbiamo appena dimostrato, segue

f(x)_.f<y)Sf(x)_f(ye)_L|y_ye|+€SL|‘r_ye|_L|y_ye|+€
§L|x—y€—y+y6]+6=L\x—y\+e

ma anche

fly) = f(2) < fly) = flz) = Llo =z +e < Lly — x| — Lz — 2| + ¢

<Ly—z.—x+zx|+e=Llxr—y|l+e

Dall’arbitrarieta di € segue (3.4), e la tesi ¢ dimostrata. O

Esiste anche un Teorema piu generale per funzioni vettoriali; in tal caso e
facile costruire una estensione ragionando componente per componente ma
meno facile e farlo in modo che la costante di Lipschitz sia la stessa. La
dimostrazione generale va sotto il nome di

Osserviamo che la funzione utilizzata nella dimostrazione della Proposi-
zione 3.18 viene anche indicata con f* ed ¢ la piul grande estensione di f;
similmente viene anche definita la piu piccola estensione di f in questo modo

f(z) :=sup{f(y) — Lz —y| : ye€ E}.

Esiste un particolare legame tra le funzioni Lipschitziane e la misura di
Hausdorft:
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Proposizione 3.19. Sia f : R? — R™ una funzione Lipschitziana, e E C R,
Allora

HY(f(E)) < (Lip(f))"HE (E).

Dimostrazione. Escludiamo i casi banali e supponiamo k > 0, H*(E) < oo
e L = Lip(f) > 0. Fissati ¢ > 0e d > 0, si ha H¥(E) < oo ed esiste un
ricoprimento di £, (F;);, con diam(F;) < 9§, tale che

% > (diam )" < HE(E) + e

Osserviamo che diam(f(E;)) < L diam(E;) e quindi { f(E;)} € un ricoprimento
di f(E) tale che diam(f(£;)) < Lé. Allora avremo

His = 2k Z (diam( f F< Lk il Z (diam(E;))* < LEF(HE(E) +¢)

e quindi mandando € e § a zero otteniamo la tesi. O

Un’altra proprietd importante delle funzioni Lipschitziane in R ¢ la
differenziabilita, £-quasi ovunque:

Teorema 3.20. (Rademacher) Sia f : D C R? — R™ Lipschitziana.
Allora f ¢ differenziabile in L%-quasi ogni punto di D.

Dimostrazione. Ricordiamo che una funzione f : R? — R™ & differenziabile
in z € R? se esiste una mappa lineare L : R — R™ tale che

o [f@) = fly) = Lz —y)|

R |z — 9

=0.

Se questa mappa esiste & chiaramente unica e la si indica con D f,.
Osserviamo che f = (fi,..., fi) & differenziabile in a se e solo se ogni funzione
fi e differenziabile in a, quindi non e restrittivo supporre m=1.

Prima parte: dimostriamo prima che f € Lip(a,b), con —oo < a < b < +00,
¢ differenziabile in £'-quasi ogni punto di (a,b).

Sia g € C!(a,b) e definiamo I'operatore

LW@%ZKf@+2_ﬂ@%@MZ—L%@W@_Q_“@d

T

dove h ¢ tale che |h| < dist(supp g, (a, b)¢) e la seconda uguaglianza ¢ ottenuta
mediante un cambiamento di variabile. Osserviamo che

x—l—h f(x)

1L (g ()| da < L||g||oo(b — a)
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dove L e la costante di Lipschitz della funzione f, e quindi applicando la
convergenza dominata si ottiene

jim 2 (g) = — [ £(@)g'(2) de = L(9).

h—0

Siccome Ly € (Ce(a,b))’, per il Teorema di Riesz esiste una misura p €
Mioe(a,b) tale che

Li(9) = [ o@) du(e) =~ [ Fa)d(@) do ¥g € Clab)

a

Dimostriamo ora che p << L. Sia (¢,d) C (a,b) tale che |[d — ¢| < §. Dal
Corollario 3.3 segue

uterd) = sup [ o) dute) | € G ol <1

—sw{- [ f0lg'@) ] g € Cute.. ol < 1}

c

= sup {}llii%/cd Gk, hli_ f(x>g(:1:) dx | g € Ce(e,d), |lg]] < 1} < Lo.

Allora per il teorema di Radon-Nikodym esiste ¢ € L'(a,b) tale che u = gL'
e quindi

/ab f(x)g' () dov = — /ab g(z)q(z) dz Yg € Ca,b).

Per ogni x1, 29 € (a,b), 1 # w2, ¢ h < min{x; — a,b — x5} consideriamo la
funzione g(x) € C.(a,b) tale che nellintervallo [z}, 2] assume valore costante
1

L, in [z; — 5,71] ¢ la retta y = ho + 1 — x1h in |29, 75 + %] ¢ la retta

y = —hx+ 14 hxs e fuori dall’'intervallo [x; — %, To+ %] ¢ nulla. Allora avremo

n[" fayde—n | fla)da =~ [ " g@)a(a) de

1=R

e mandando h — oo

)

f(x2) = f(xy) = / q(z) dz.

1

Pertanto per ogni x¢ € (a,b) e per ogni 0 < € < (b — xy) avremo

f(xo+€) — flwo) 1/“Jre (

€ €
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e quindi per il Teorema di Lebesgue per quasi ogni xy € (a,b) esiste il
lim,_,o M e coincide con q(xg). Quindi esiste N C (a, b), LY(N) = 0,
tale che f ¢ differenziabile per ogni z € (a,b) \ N e f'(z) = q(x).

Seconda parte: Sia ora d > 1. Per la Proposizione 3.18 possiamo conside-
rare l’estensione f : R¢ — R. Dalla prima parte segue che per ogni x,v € R,
la funzione Lipschitziana f, ,(t) = f(z + tv) di una variabile, ¢ differenziabile
per quasi ogni ¢t € R. Dunque, fissato v € R?, per il Teorema di Fubini e i
precedenti risultati, per quasi ogni x € R esiste

fla+ to) = f(a)

D,f(x) = 113% ;
In particolare, se consideriamo (ey,...,eq4) la base canonica di R, avremo
quindi
of
— D..f,
8J]i elf
cioe per quasi ogni z € R? esiste il gradiente V f(z) = (aanl? ce 887’;). Vogliamo

ora mostrare che per ogni v € R% e per quasi ogni € R% abbiamo

Dy f(x) =v- V[(x).

Fissato v = (v1,...,v4) € R? e fissata una funzione ¢ € C5°(R?) abbiamo
D,f(z)o(z) de = | lim fl+tv) = J(@) o(z) dx
R4 Re t—=0 t
iy [ syt ==
== L f(z)Dyo(z) dz
d 8@5
= —Zzlvi/wﬂx)axl( ) d
S u [, L wota) do = [0 V@) da
=" Jra Oz R '

Per arbitrarieta di ¢ I’asserto ¢ dimostrato per quasi ogni x € R%. Conside-
riamo ora un insieme denso e numerabile di direzioni v; di R¢, che chiamiamo
V C 84! Fino ad ora abbiamo dimostrato che esiste un sottoinsieme A C R?
tale che L4(R?\ A) = 0 e che per ogni v; e per ogni a € A vale

D, f(a) =v; - Vf(a).
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Ora fissiamo a € A. Per ogni v € D et € R, t # 0 definiamo

fla+tv) — f(a)
t

D(v,t) := —v-Vf(a).

Dobbiamo dimostrare che D(v,t) — 0 per ¢ — 0 indipendentemente da v.
Fissato € > 0 scegliamo vy,...,v,, € V tali che per ogni v € V esiste un
qualche ¢ = 1,..., k. tale che |[v — v;| < ¢, allora avremo:

f(a+tv)—tf(a+tvz’) + (v —v;) - Vf(a)|

< Ll(v = 0)] + [V (@)l (v - v)] < Ce,

|D(v,t) — D(v;, )] <

dove C' = (1 + v/d)L non dipende da v. Infatti

Poiché lim;_,o D(v;,t) = 0 per ogni v;, allora possiamo scegliere un 6 > 0 tale
che per |t| < 0, D(v;,t) < e per ogni i = 1,...,k e quindi, per [t| < J

|D(v,t)| < Ce
dove C' non dipende da v, come volevasi dimostrare. O
Iniziamo ora lo studio degli insiemi rettificabili a partire dalla definizione:

Definizione 3.21. Sia E C R? un insieme H*-misurabile. Diciamo che E ¢
o-k-rettificabile se esiste una famiglia numerabile di funzioni Lipschitziane
fi : RF — RY tale che

1=0

Diciamo che E ¢ o-H"-rettificabile se esiste una famiglia numerabile di funzioni
Lipschitziane f; : R¥ — R? tale che

HA (2 U AR =

Infine diciamo che E ¢ H¥-rettificabile se E ¢ o-HF-rettificabile e H*(E) < oo.

Per k = 0 insiemi o-k-rettificabile e o-H*-rettificabile corrispondono a
insiemi finiti o numerabili, mentre insiemi H*-rettificabile corrispondono a,
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insiemi finiti. Dalla Proposizione 3.19 segue che insiemi rettificabili sono
stabili sotto trasformazioni Lipschitziane.
Facciamo ora alcune premesse. Per k-grafico in R? rispetto al piano 7 si
intende l'insieme
{x eR? : ¢(nx) = 7TL£L’} dove ¢ ¢ una funzione definita nel k-piano di R?, 7
a valori in 7+. Ricordiamo che per k-piano intendiamo un sottospazio di R?
di dimensione k e quindi con 7+, intendiamo il sottospazio di R¢ ortogonale
a m. Infine con 7wz si intende la proiezione ortogonale di x sul sottospazio .
Facciamo un esempio di insieme o-k-rettificabile:

Esempio 3.22. Il grafico di una funzione Lipschitziana di k variabili (k-
grafico) ¢ un esempio di insieme o-k-rettificabile. Sia ¢ : 7 — 71 una
funzione Lipschitziana e IT" il grafico di ¢. Scelta {ej, ..., e;} una base di 7 e

data una funzione f : R¥ — T cosi fatta

k k
fly) = E%@z‘ +¢ (Z ?/z'ez‘)

otteniamo che I' & o-k-rettificabile.

Definizione 3.23. Sia u : B(RY) — R™ una misura vettoriale di Radon.

Diciamo che i ¢ k-rettificabile se esiste un insieme S o-H*-rettificabile e una
funzione di Borel § : S — R™ tale che u = 0HLS.

Nel caso in cui k = d le misure k-rettificabili coincidono con le misure
assolutamente continue rispetto a £%. Inoltre, dal Teorema di Radon-Nikodym
segue che = OH LS, dove S € B(R?), se e solo se p ¢ assolutamente continua
rispetto a H* ed & concentrata in S.

Definizione 3.24. Sia 7 C R¢ un k-piano e M > 0; il cono Ky () con asse
m e apertura M ¢ definito da

Ky (m) := {ac eR? : |rtz| <M |7r3:|}

Osserviamo che se M = 0 allora K)/(7) = m, mentre per M — oo allora
Kay(m) \ {0} — R2\ 7+,

Proposizione 3.25. Sia S un sottoinsieme del k-grafico di una funzione
Lipschitziana f, allora per ogni x € S esiste un k-piano ™ e una costante M
tale che S C x + Ky(m). Viceversa, se per ogni x € S esiste un k-piano 7 e
una costante M tale che S C x + Ky(m) allora S ¢é grafico di una funzione
Lipschitziana.
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Dimostrazione. Sia f : m — 7 una funzione Lipschitziana di k-grafico I e
S cT. Siano 1,2, € S, allora x; = ma; + mta; = 7oy + f(wa;) peri=1,2.
Da cio e dal fatto che f ¢ Lipschitziana segue che

|7 (21 — 22)| < M|m(zy — 29)| con M > Lip(f).

Pertanto, per ogni x € S, ogni elemento z di S & anche contenuto nel cono
r+ Ky (r) = {y eER? : |1t (y— )| < M|m(y — x)|} con M > Lip(f).
Viceversa, per ogni x € S, S C x + Ky(w), percié per ogni y € S vale

7t (z — y)| < Ml (z —y)|

e ponendo f(m(z)) = mt(x), f(7(y)) = 7t (y) si ottiene che S & grafico di
una funzione f, Lipschitziana. O

Dalla precedente dimostrazione si puo osservare che la costante di Lipschitz
non supera M.

Nel prossimo risultato vedremo una condizione sufficiente affinché un
insieme sia o-k-rettificabile. Parlemo di distanza tra due k-piani, riferendoci
alla norma dell’operatore lineare individuato dalla matrice di rappresentazione
[v1,...,vx] € RE*¥4 dove (vy,...,v;) & una base ortonormale del k-piano.

Teorema 3.26. (criterio di rettificabilita per insiemi) Sia S C RY e
assumiamo che per ogni x € S esiste p(x) > 0, M(x) > 0 e un k-piano
m(x) C R? tale che

SN Bg(x)(l‘) Cx+ KM(:E)(W($)). (3.5)

Allora, S é contenuto nell’unione di una famiglia numerabile di k-grafici di
funzioni Lipschitziane con costante di Lipschitz non superiore a 2sup, M (x).

Dimostrazione. Consideriamo i sottoinsiemi di S

1
Si::{:cES : Q(x)>,} 1eN;ji>1
i
e dimostriamo l’enunciato per questi insiemi. Possiamo assumere senza
perdere di generalita che a = sup, M (z) € (0, 00) infatti se cosi non fosse si
modificano i sottoinsiemi S; in 5;; aggiungendo la condizione M (x) < j. Sia
0 > 0 soddisfacente

a+d0(a+1)

Sl Nt S
[~ 3(at 1) <2a da+1)<1
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e sia {m,...,m,} un insieme di k-piani tali che min; |r; — 7| < ¢ per ogni
k-piano 7, dove |r; — w| = d(m;, 7). Definiamo ora

Sij={xeS; : |n(zx)—mj| <0} 1<j<nm;

dobbiamo allora dimostrare che ogni sottoinsieme 7' C S;; con diametro
minore di % ¢ contenuta in un k-grafico di una funzione Lipschitziana con
costante di Lipschitz minore di 2a.. Siano z, 2’ € T', allora

7 (x = 2)| < |75 (2 — o) — 7 (@) (@ — )| + |7 (2) (@ — o)
<|mj = w(@) e — 2| + |7 (2) " (v — @)

ricordando che ci troviamo in S;; e applicando la condizione di cono (3.5),
otteniamo

7 — () |l — 2| + |w(z) " (@ — 2')| < blz — 2| + |7 () (z — o)
<dlz —2'[+alr(z)(r —2")| < 0lz — 2|+ a(|r(z) — ||z — 2| + |7 (x — 2")])
S(14a)|z—a'|4+a|mj(z—2")| < (a+d(1+a))|m(z— x)|+|7r (x—2')|6(1+a).

Da questa successione di disuguaglianze segue quindi

(a+d(1+ a))
— 1-461+a)

7 (= ') [7mj(x — )| < 2alm;(x — )

cioe T C x + Ky,(m;); grazie alla Proposizione 3.25 la dimostrazione e
conclusa. O

Esistono anche altre condizioni necessarie e sufficienti per un insieme
rettificabile che noi ci limiteremo ad enunciare: la prima coinvolge il concetto
di densita, la seconda il concetto di k-grafico di una funzione Lipschitziana:

Proposizione 3.27. Sia E € B(R?) con H*(E) < co. Allora, E ¢ H*-
rettificabile se e solo se Op(E,x) =1 per H*-quasi ogni v € E.

Proposizione 3.28. Ogni insieme E, H*-misurabile, ¢ o-H*-misurabile se
e solo se esiste una famiglia numerabile di k-grafici di funzioni Lipschitziane
I; ¢ R? tale che

k <E\f:jol“> =0

Inoltre, dato € > 0, i grafici I'; possono essere scelti in modo che la costante
di Lipschitz sia minore di e.
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3.3 Misure tangenti

In questa sezione considereremo j una misura vettoriale di Radon a valori
in R™ definita in un aperto Q € RY. Inoltre definiamo i, ,(B) := u (z + 0B)
una misura che per g < dist(z,02) & definita per ogni insieme di Borel
C C By, dove By ¢ la palla unitaria di R%.

Definizione 3.29. Denotiamo con Tan(u, x) linsieme delle misure v finite
di Radon definite in By a valori in R™ limiti debole * delle misure

1
Mo CON Cag = || (Bo(1))

Cx’gi
per una qualche successione infinitesimale (9;) C (0,00). Gli elementi di
Tan(u, z) sono le misure tangenti a p in x.

La scelta di una tale normalizzazione ¢ dovuta al fatto che
1 1
— |ﬂx7@| (Bl) = g

x7g I7Q

|| (By(x)) =1 Vo € (0,dist(z, 092)).

Questo implica, ricordando il Teorema 3.9, che 'insieme Tan(u, z) € non
vuoto. Inoltre per la semicontinuita inferiore di g — |u|(B1), e per definizione
di misura tangente

lv|(B;) <1 Vv € Tan(p, x).

Infatti supponiamo che v € Tan(u, x), cioé esiste una successione infinitesimale

(0;) tale che
1
?@M%Qi v.

Allora dal Corollario 3.8 segue
1

W|(B)) < limint
1— 00

| :] (Br) = 1.

T,0i

Esempio 3.30. Sia ¥ C R? una superficie k-dimensionale di classe C! e sia
p=H*LY. Allora Tan(u, ) contiene solo la misura

1
—HFr(x
- Hin(o)
per ogni x € X, dove m(z) = T,X ¢ lo spazio tangente a X in x.
Infatti supponiamo di avere una k-varieta regolare parametrizzata da

r:DCRF RN Y =r(D). Sia X,,, = % parametrizzata da r,, ,(u) =
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TWT—IO dove xg = r(ug), ug € D e sia r > 0 tale che B,(uy) C D. Nel nostro

Ly
— k ; : Hagp _ H z0,P
caso p = H"L Y quindi o = o

HLY,,, = HFLT, Y. Sia ¢ € Co(R?), utilizzando la Formula dell’area,
otteniamo

, pertanto basta dimostrare che

/ﬂ d(x) dH"(z) = /D ¢ (W) Tdr s (1) du.

P

Poiché dry, ,(u) = %dr(u), abbiamo

/o (7“(“);> Tidrag p(1t) dut = — / < °)> Tidr () du
= plk/D¢ (dr(uo)u _puo ¢ Al p “°||)> Tielr (1) du

= Ipu 10) (dr(uo)v + 0('0|p|v||)> Trdr(ug + pv) dv

P

dove nell’'ultima uguaglianza abbiamo utilizzato un cambio di variabile
v o= S Poiché B,(up) C D allora B% C %, e quindi se p << 1,
T o, p(supp ¢$) C B T Utilizzando queste ultime osservazioni proseguiamo le
uguaglianze:

~ /¢ ( o+ ol <|'|Lj'|'))zkdr<uo+pv> dv

e mandano p — 0

[ 6 (dr(u)o) Tidr(u) dv = [ o(w) dH*(w)

come volevasi dimostrare.

Teorema 3.31. Sia p una misura di Radon vettoriale a valori in R™ definita
in Q e sia p= flu| la sua decomposizione polare. Per ogni punto di Lebesgue
x di f relativo a p vale la sequente proprieta:

Hooi ) ¢ Tan(p, x) <~ L‘x’gi — |y

Ca,0; Ca,0;

ev = f(z)|lv|. In particolare

Tan(p, ) = f(z) Tan(|u], 2).
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Dimostrazione. Siano pu® per i = 1,...,m le componenti di u e scriveremo
Hp = Pz py Cp = |p|(B,(x)). Sia ¢ € C.(By), allora abbiamo

[, 06 dl2) = 3 i) [ ote) du o)

:/B 6(2) dl|(= Zfl / ) filx + pz) dlpd)(2)
= [, o)1 = (@ + p2). £(2)) dl|(2)

. ( ) (1= (F(), £ @) dlal().

p

Poiché |[1—(f(y), f(z)) | < |f(y)— f(z)| e ¢ & limitata, supponendo di poterla
maggiorare con una costante M, abbiamo

y—x
[ (50 0= s i < ) 1t - 560 )

Pertanto, essendo x punto di Lebesgue:

/Bl( e Zfz / 2) diid (2) = o(c,).

Dunque vale

'upi
&

— v = |H’,01 — Zfz

Pi Cpi
dove le convergenze deboli sono da intendersi in By. Scrivendo v = g|v| e
utilizzando il punto (¢) del Teorema 3.9, possiamo dire che |v| < o e quindi
(f(x),9)|v] > |v|. Questo implica che g = f(x) |v|-quasi ovunque in B; e
quindi |v| = 0 e v = f(x)|v| = f(x)o. Abbiamo cosi dimostraro la prima
implicazione e I'inclusione Tan(u, ) C f(z) Tan(|u|, ).

Viceversa se supponiamo che |i—s| converga debolmente a o in By, allora
possiamo supporre grazie al punt(; (a) del Teorema 3.9 che % converga

debolmente in B; a una misura v. Ma allora, per il punto precedente,
abbiamo che v = f(x)|v|, |[v| = ¢ e quindi f(z)o = f(z)|v] = v. Con cid
abbiamo concluso la dimostrazione.

]

Vedremo successivamente un’importante proprieta delle misure k-rettificabili.
Queste misure infatti, per quasi ogni x nel supporto, sono asintoticamente
concentrate vicino ad z, su un k-piano. Possiamo quindi definire quello che
viene chiamato piano tangente approssimato alla misura:
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Definizione 3.32. Sia p una misura vettoriale di Radon a wvalori in R™
definita in un aperto Q € R e x € Q. Diciamo che p ha uno spazio tangente
approssimato in x, 7, con molteplicita 0 € R™, dove © ¢ un k-piano di R? e
scriveremo

Tan®(u, z) = OH L7

se 0 "y, converge debolmente localmente a OH” L7 in R per o — 0.

In altre parole possiamo dire che lo spazio tangente approssimato a p in
x & quell’unico k piano 7 nel quale le misure o %, , sono asintoticamente
concentrate. Quindi se consideriamo il cono K/ () di asse 7 e apertura M
vale

Hl(By(2) \ (z + Ka(m))) = o(d") ¥M > 0. (3.6)

Ricordando la definizione di convergenza debole locale, possiamo dire che
la misura © ammette un piano tangente approssimato, 7, in x con molteplicita
0 se

o [0 (Y57 ) auts) =0 [ o) amtt) voe O

0—0 0
dove abbiamo anche utilizzato la definizione di i, ,.

Corollario 3.33. Siano u e v misure di Radon definite in Q C R? a valori
in R™. Se Tan®(u, x) = o e |v — p|(B,(x)) = o(0") allora Tan®(v,z) = 0.

Osserviamo un caso particolare: sia £ C R? un insieme H*-misurabile

con misura finita, e sia = H*L E. Osserviamo che o~ *u, , = H*L E, , con
o E_CE . .
E,,= 2 , infatti

0 11y o(B) = 0 *pu(x + 0B) = 0 *H" L E(x + 0B) =

— Kk k — k — 2k E B
O [y B = [ M) = ML By (B)

Ey,oNB

dove abbiamo applicato un cambio di variabile y = x4+ oz e abbiamo utilizzato
la proprieta della misura di Hausdorff di essere invariante per traslazioni e
HFAE) = NFH¥(F). Quindi possiamo dire il k-piano 7 & uno spazio tangente
approssimato di H¥LL E , in « con molteplicita 1 se e solo se

lim [ o(y) dH"(y) = [ o(y) dMM(y) Vo € CURY).

0—0 Eg,

Vediamo ora una proprieta dello spazio tangente approssimato:
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Teorema 3.34. Sia p una misura vettoriale di Radon a valori in R™ definita
in RY e assumiamo che o~ *|u|(B,(x)) & limitata per o — 0. Se p = flu| e x
¢ un punto di Lebesgue per f relativo a |ul|, allora

v="Tan"(u,z) < |v| = Tan"(|u|, ).

La dimostrazione ¢ simile alla dimostrazione dell’analogo Teorema 3.31.

Utilizzando questo ultimo risultato osserviamo che se Tan(u, z) = OH L«
dove u = flu| e z un punto di Lebesgue di f allora o~ *|ul,, converge
debolmente localmente a |0(z)|H*L 7 in R? quando ¢ — 0, quindi per il
punto (¢) del Teorema 3.9 vale che

. w(By(x o1
iy AL i o (B1) = 0 () = O

Da cio segue che
Tan®(u,2) = 0(x)H*Lr =  Op(u,2) = 0(z). (3.7)

Quando abbiamo definito la misura k-rettificabile, cioé una misura p
rappresentabile come §H*L_ S, dove S & un insieme o-H*-rettificabile e 6 :
S — R™ ¢ una funzione di Borel, abbiamo anche osservato che per il Teorema
di Radon-Nikodym p = §H*_ S, per un qualche S € B(R%) e §: S — R™, se
e solo se p1 ¢ assolutamente continua rispetto a H* e concentrata in S. Perd
il teorema di Radon-Nikodym non fornisce una forma esplicita per ¢, mentre
il seguente teorema, grazie anche al risultato (3.7), mostra che, quando u &
concentrata in un insieme o-H*-rettificabile, #(x) coincide p-quasi ovunque
con O (u, z). In particolare vedremo che & possibile usare lo spazio tangente
approssimato per caratterizzare la rettificabilita.

Teorema 3.35. (Criterio di rettificabilita per misure) Sia u una
misura positiva di Radon definita in un insieme aperto Q C R<.

(a) Se pu=0HLS e S & o-HE-rettificabile, allora u ammette uno spazio
tangente approssimato con molteplicita 0(x) per H*-quasi ogni x € S.
In particolare 6(z) = O (11, x) per H*-quasi ogni x € S.

(b) Se p é concentrata in un insieme di Borel S e ammette uno spazio
tangente approssimato con molteplicitda 0(x) > 0 per p-quasi ogni x € S,
allora S & o-k-rettificabile e = OH* LS. In particolare

esiste Tank(,u, x) per p-quasi ognix € = & k-rettificabile.
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Dimostrazione. (a) Prima parte. Supponiamo che S = f(K) dove f : R* —
R?¢ & una funzione Lipschitziana iniettiva e K & un compatto di R¥. Sia
E un sottoinsieme di K costituito da quegli elementi y tali che esiste df, e
jkdfy > O, @k(K, y) =1le

lim o™ [ o, U DTt = 05 () T | d= = 0. (3.8)

0—0

cio¢ y & punto di Lebesgue per 6: chiaramente H*(K \ E) = 0. Dobbiamo
dimostrare che per ogni z € f(F) esiste il piano tangente approssimato a
OH"L f(K). Siayy € E, g = f(yo) e ¢ € C.(R?) allora applicando la formula
dell’area si ottiene

Q / d,Ua:og ) Q_k Rd¢<x_$€0> du(x):

0
fly) — f(yo)>
0

= o™ [ 0()o (””‘Q%) dHH(x) = o K9(f(y))¢< Tudf, dy =

(f(yo + @Z) - f(yo)>

= / yO + 0z )(b jkdfyo—l-gz dy

dove nell’'ultima uguaglianza abbiamo applicato un cambio di variabile y =
Yo + 0z e abbiamo posto K, = K=w  Per la convergenza dominata e per la
Formula dell’area, mandando ¢ — 0, otteniamo

lim o™ [ 6(@) dpiay o) = 00) ey [ 0(dfyn(2) d2

0—0

— 0(x0) / 0la) dH(2)

con o = df,,(R¥). Abbiamo cosi dimostrato che 8(zq)H*Lmy = Tan"(u, zo).
Osserviamo che da LF(K \ E) = 0 segue H*(f(K) \ f(E)) = 0, grazie alla
Proposizione 3.19, e quindi Tan®(p, x) esiste per H*-quasi ogni x € f(K).

Seconda parte. Affrontiamo ora il caso generale. S, essendo o-H*-
rettificabile, pud essere considerato, H*-quasi ovunque, come 'unione di
un infinita numerabile di insiemi compatti S; parametrizzati da funzioni
Lipschitziane iniettive. Definiamo j; = L S; allora Tan” (14, ) esiste con
molteplicita §(x) per HF-quasi ogni € S;. Inoltre per il punto (2) del
Corollario 3.16 vale

Or(uL(S\ S;)) =0 per H* — quasi ogni = € S;.

Ora, poiche p = p; +pL(S\S;), da queste ultime osservazioni e dal Corollario
3.33, segue che Tan(u, ) esiste con molteplicita §(x) per H*-quasi ogni x € S,
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e quindi per arbitrarieta di ¢ la dimostrazione & conclusa. L’ultima parte
segue dall’equazione (3.7).
(b) Per ogni numero intero n > 1 definiamo

Sy 1= {x €S 1 p(By(x)) > ik‘v’ge (O, i)}

Dall’implicazione (3.7), I'unione degli S,, ricopre p-quasi tutto S, infatti,
#(Bo(x))
wkgk )

poiché O (i, x) = lim, g

U S,={zeS : o(x)>0}.

neN

Dimostriamo percié che S,, per ogni n ¢ k-rettificabile. Dimostriamo per
assurdo che S, verifica le ipotesi del Teorema 3.26 con M(x) =2 e o(z) > 0
sufficientemente piccolo. Sia (xp), C S, \ (¥ + Ko(7(z))) una successione
convergente a x € Sy; allora poiché zj, ¢ x + Ky(w(x)) vale

7 () (zn — @) > 2|m(2)(2n — )|
e dal fatto che
| — xf? = |7 () (zn — @) + |7t (@) (2 — 2)

unendo le due cose troviamo

fon — 2f? < I @) (an — D) + | @) (wn — ) = (@) — )

In COHChlSiOl'le 9
7 (z)(zp — )| > —=|o) — . 3.9

Si dimostra inoltre che se g, = w;i\g' allora By, (zp) Nz + Ky(m(x)) = 0.

|zp—|

Infatti, preso y € B,, (z5) e quindi |y — | < N vale

7 (@) (y— )| > |7 (@) (2w —2) | =7 (@) (y —2n)| = |7 (@) (2 — )| = |y — 2]

> et (@) —a) - 2

- 05 2

dalla disuguaglianza (3.9) e dal fatto che zj, ¢ x 4+ Ks(m(x)) segue

o (@) =) -l () (e )]~
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e infine sempre utilizzando |y — zp| < ‘“”;7\;5””'

> |m(@)(en — o) + |y — n| = 7w (@) (@n — o) + |7 (2)(y — 2a)| = [7(2)(y — )]

uindi z + Ky (m(x)). Consideriamo ora o = 1+ 2v/5 e g, < L. Poiché
Q (0 On < 5

k
Ty € Spy 1(By, (1)) > gn—h. Inoltre da o5, < % segue che |z, —z| < % mentre
se y € B, (z3), allora

ly — 2l <y —anl + |on — 2| < on+2V50n = an
e quindi y € By, (x). Da cio segue

#(Bag, (€) \ (x + Ki(7(2)))) = pu(By, (x1))

che ¢ in contraddizione con (3.6), quindi dall’assurdo deduciamo che S,, &
k-rettificabile.

Consideriamo ora S = {x € Q : esiste Tan(u,z)}. Dal Teorema 3.15
e dall’implicazione (3.7) segue che p & concentrata in S e in particolare
pu << H¥LS. Pertanto per il Teorema di Radon-Nikodym anche 'ultima
implicazione ¢ dimostrata. [






Capitolo 4

Insiemi di perimetro finito

In questa sezione, se non diversamente indicato, €2 verra considerato un
aperto di R?. Prima di definire la funzione perimetro e affrontare le relative
proprieta, introduciamo il concetto di funzione a variazione limitata.

Definizione 4.1. Sia Q € R? un insieme aperto e sia u € L*(). Diremo
che u ha variazione limitata in Q, e scriveremo u € BV (Q), se

|Dul| () := sup {/ﬂudivg dr | g € CHQ,RY), |g] < 1} < 0.

Lo spazio vettoriale delle funzioni a variazione limitata in {2 lo indicheremo
con BV (€2). Diamo subito un esempio di funzione a variazione limitata.

Esempio 4.2. Sia £ C R? un insieme limitato, non vuoto e OF regolare.
Allora xg € L'(Q2), poiché

/QXdezﬁd(EﬂQ)<oo.

Sia ora g € C1(Q,R?) tale che [|g|lc < 1, dal Teorema della divergenza,
chiamando v il versore normale interna a JF, segue

: _ - _ d—1 d—1
/QXEdlvgda:—/QmEdlvgdx— /QmaE<g’V> dH () < HH(QNOE)

e quindi |[Dxg|(Q2) < oo cioe xg € BV (). In particolare dal Corollario 3.3
segue che

[Dxi| () := SUP{/QXE div g dz | g € Co(ARY), |9l < 1} =

—sup{ [ {g.0) i g € CHORY, gl < 1} = poH LOE| ().
N

95
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Similmente si dimostra anche che le funzioni di classe C* in 2, sommabili
e con gradiente sommabile, hanno variazione limitata in 2. Infatti utilizzando
I'integrazione per parti si ottiene

/Qudivg dr = —/Q<g,Vu) dr Vg€ CHQ), [lgllse <1

e quindi |Du|(2) = ||[Vu|| 1) < oo.

Proposizione 4.3. [l funzionale che ad ogni elemento u € L}, () associa

|Du|(§2) é semicontinuo inferiormente nella convergenza in norma || - ||z .

loc

Dimostrazione. Sia
foru— / udivg de Vg€ CHQ,RY) Yu e L (Q)
Q
un funzionale continuo nella norma || - ||z . Poniamo

F={geCHOR : |igl <1},

allora il funzionale
u — |Du|(2) = sup f,(u),
geF

per la Proposizione 3.7, € semicontinuo inferiormente. O

Vedremo che la misura Du, nominata nella definizione di funzione a
variazione limitata coincide con la derivata distribuzionale di u, pertanto
valgono i seguenti risultati:

Proposizione 4.4. Sia u € BV (Q2). Per ogni funzione ¢ Lipschitziana allora
up € BV (Q) e
D(ugn) = ¢nDu + uV LY,

Inoltre in Q. = {x € Q : dist(x,00) > €} si ha
V(u* pe) = Du * p,.
Dimostrazione. Prima parte. Sia ¢ € C}(Q) tale che [|¢||« < 1, allora

(D(ug), ) = /Qudiv(gmp) dx — /QuV¢g0 dr = —/ngp dDu+

— [ 46 do < [l6]oc| Dul() + [[ull 13y | V6

dunque ugp € BV () e dall'integrazione per parti segue
D(uén) = onDu + uVey L.

Seconda parte. Segue dal Teorema B.6. n
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Teorema 4.5. Sia u € L'(Q). Le sequenti affermazioni sono equivalenti:
(i) we BV (Q);
(ii) esiste p, € M;(Q,R?) tale che

[udivgdr=—[(g.dn) ¥geCHQRY): (41
Q Q
(iii) esiste una successione (u;); C C*°(Q) tale che ||uj — ul|L1q) — 0 e
su‘p/Q |Vu;(z)] de < C < oo.
j

Inoltre si verifica che

Dul(9) = |p0|(Q) = inflim inf [ Vu;(2)] da.

IDul(©) = (@) = fimin [ (Vo ()]
Dimostrazione. (i) = (ii) Sia u € BV (2) e sia

L.(g) := / udivg dr Vg € CH(Q,R?)
Q

un funzionale, che vedremo essere lineare e continuo. Infatti

| Lu(g)| =

g
Lu(Mllgllm)‘ < llglll Dul(©).

Utilizzando un corollario del teorema di Hahn-Banach, possiamo estendere
'operatore L, allo spazio Cy(€2, R?) e otteniamo cosi un funzionale lineare, L,
di norma minore o uguale a |Du|(Q2) e tale che L(g) = L,(g) per ogni
g € CHQ,RY). Per il Teorema di Riesz, esiste quindi p € M (2, R?) tale che
L(g) = — [o{g,du) per ogni g € Co(2,R?) e |u(2) < |Du|(Q). Unendo le
due cose si ottiene

—/(g,d,u)z/udivgdx Vg € CH(Q,RY)
0 "

come volevasi dimostrare.
(i1) = (i) Sia u € LY () e p € M(Q,RY) tale che valga (4.1), allora

Dul(©) = sup{ [ wdivgde : g€ CHORY, gl < 1]
Q

=sup{ [ (g.du) : g€ CHORY, gl <1}
< |pf(€2) < oo.
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In realta utilizzando il Corollario 3.3 e osservando che C! ¢ denso in Cj si
ottiene: |Du|(Q2) = |u|(Q).

(7i1) = (i1) Data una successione di funzioni (uy), € C*(Q2), allora per
ogni h vale

/Q up Ve da = — /Q (6, V) dL(z) Vo € CLQ) (4.2)

e quindi up, € BV(Q2) e [Duy|(Q2) = || Vup| 1) < co. Consideriamo le misure
a variazione equilimitata pu;, = Vu,L£? e chiamiamo p il limite debole in
Q della successione (). Allora mandando h — oo nella formula (4.2) si
ottiene quanto richiesto.

(17) = (i7i) Definiamo i seguenti sottoinsiemi di 2

Ay = {x € Q : dist(x,00) > ;}

1 1
Ay = Q. — ; Q —
h {aze h+1<dzst(x,8 )<h—1}

per h > 1 intero. Mediante una partizione dell’unita relativa agli A, possiamo
trovare delle funzione ¢, : 2 — [0, 1] tali che ¢, € CX(Ap) e Y52, dn = 1.
Per ogni j € N scegliamo ¢, > 0 tali che supp((u¢p) * pe,) C Ap €

/Q(|(U¢h) % pey — upn| + [(uVn) % po, —uVoy|) do <2777 (4.3)

Allora la funzione

wy= > (won) « i, (4.4
h=1
e di classe C(£2), infatti per come abbiamo definito gli A, ogni punto di
) & contenuto in al massimo due sottoinsiemi Ay, percié la funzione (4.4) &
localmente somma di al piu due funzioni C*°. Inoltre vale che:

/Q|Uj—u\ dx:/g };(u¢h)*p€h_u};¢h dx

< Z / |(ugn) * pe, — udp| do < Z 2’j’h—z / |(uNV o) *pe, —uN ¢y | da < 277
h=1 h=1 h=1

da cui segue la prima parte. Utilizzando ora la Proposizione 4.4 si ottiene

Vu; = 30V ((udn) #pe) = S (D(ugn)) * poy

h=1 h=1
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o0

Z dnDu) * pe, + Z uV ) * pe,
h—1 h=1
= S (0nDu) o, + S (V) % p, —uV)
h=1 h=1
dove abbiamo considerato che, poiché >, ¢ = 1, V>, ¢ = 0. Dato che
u; € C, come gia osservato in precedenza, |Du;|(2) = [|Vu;||r1() e quindi,

utilizzando la condizione (4.3) e il Teorema B.6
Dy |(€) /|Vu]|dx<2 J+Z/¢hd|Du|_2 I 4 |Dul(Q).

Pertanto limsup,_, , ., [Du;](2) < [Du|(Q) = [u](£2) < oo. O

La misura p,, = Du nominata nel punto (i7), per definizione, coincide con
la derivata distribuzionale di u. In particolare se u = xg con OF regolare
allora la misura p, nominata nel punto (ii) ¢

o = veHTHLOE, (4.5)

dove vg ¢ il versore normale interna a OF; similmente se u € C*(Q), u € L'(Q)
e Vu € LY(Q), allora
py = VuLl?. (4.6)

Teorema 4.6. BV (§2) é uno spazio di Banach con la norma

lull v = llullcr@) + [Dul(2).

Osserviamo che questa norma & troppo forte, in quanto COO(Q)”'HBV +
BV (Q2); se per esempio consideriamo u = yg € BV (2), si dimostra che non
esiste una successione (up), C C* tale che ||up, — ul|py — 0 per h — o0
infatti

[ = unllBy = llu = unllLr@) + [ = fr, [(2)
utilizzando adesso le due equazioni (4.5), (4.6) e la Proposizione 3.4, si
prosegue

= |Ixg — unllL1@) + HTHOE N Q) + |, | () > HTHOE N Q),

quindi per h — oo, ||u — uy||py non converge a zero. Pero data una funzione
u € BV(2) sappiamo, per il Teorema 4.5, che esiste una successione (u;); €
C*>(Q) tale che

|lu =il =0 e ||Vuyl|pr = [Duy|(2) = |Dul|(€),
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quindi, utilizzando la convergenza debole di misure, possiamo dire che per
ogni u € BV (Q) esiste una successione (u;); C C* tale che

lu— 1wl =0 e Vu L — p.

In seguito ci interesseremo soprattutto di funzioni u = yg per lo studio
degli insiemi di perimetro finito che ora andremo a definire:

Definizione 4.7. Sia E C R? un insieme misurabile tale che LY(E) < oo.
Diremo che E ¢ un insieme di perimetro finito in un aperto Q C R? se

P(E,Q) :=sup {/ Qdivg dr | g € CHOLRY, [|g]loe < 1} < 400
BN

Osserviamo che cio equivale a richiedere che xg € BV(Q2), con P(E,2) =
|Dxz|(52).

In certi casi puo essere utile la definizione di insieme con perimetro
localmente finito in €2, ovvero un insieme F tale che

P(E,A) < oo VA CCQ,Aaperto

dove con A CC Q intendiamo che la chiusura di A ¢ un compatto contenuto
in €.

Esempio 4.8. Gli insiemi £ con QN AJE di classe C! e HIH(OEN Q) < o0
hanno perimetro finito.

Dimostrazione. Segue dall’Esempio 4.2. O]

Osserviamo che per ogni insieme E di perimetro finito in €2, la derivata
distribuzionale Dxg € una misura di Radon in Q, inoltre Dxr << |Dxgl|
e quindi per il Corollario 2.9 esiste vg € L'(Q, |Dxg|, R?Y) tale che |vg| = 1
|Dxg|—quasi ovunque e Dyg = vg|Dyxg|. Dal Teorema di derivazione di
Besicovitch segue inoltre che per |Dyg|—quasi ogni z € Q

vp(r) = imM
() ,1)—>0|DXE|(BP("E)).

Diamo allora la seguente definizione:

Definizione 4.9. Sia £ C R? un insieme di perimetro finito. Definiamo
frontiera ridotta di E [’insieme
Dxr(B,(z))

FE =<{x €supp|Dxg| | esiste lim —=——"—"~ =vg(x) ¢ |vg(x :1}.
(o < supp x| esste iy EICHERS = vie) s
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Osserviamo quindi, per i discorsi fatti in precedenza, che |Dxg| & concen-
trata in FFE cioe

|Dxp|(RY\ FE) = 0.
Inoltre dal fatto che

1
2|Dx il (By())

Dxg(B,(7))
" [Dxel(By(x))

segue che ogni elemento di FE ¢ punto di Lebesgue di vg rispetto a |[Dxg|.
Riprendendo ora la Definizione 3.14, ricordiamo che, dato £ C R? un

insieme di Borel, per il Teorema di derivazione di Besicovitch, £4(R?\ E° U

E') = 0. Questo insieme di misura di Lebesgue nulla viene cosi definito:

)

/Bp(m) lve(y)—ve(@)|* d|Dxs|(y) = 1—{ve()

Definizione 4.10. Sia E C R? misurabile. Definiamo frontiera essenziale di
E Uinsieme R\ E°U E* ¢ lo indicheremo O*E.

In seguito vedremo che la frontiera ridotta FE ¢ un insieme H? ! —rettificabile
e |Dxg| = H¥ 'L FE. Inoltre dimostreremo che

FECE: COE
e che H1(0*F\ FE) = 0.
Prima di proseguire con le proprieta degli insiemi di perimetro finito,

facciamo alcune precisazioni. Con la scrittura EAF definiamo la differenza
simmetrica, ovvero

EANF=(E\F)U(F\E)=(FUF)\ (ENF).
Diciamo che una successione di insiemi (FE});, converge in misura in ) a E se
QN (ERLAE) — 0 per h — oo.

Quando invece si parla di convergenza locale in misura in €2 si intende per
ogni aperto A CC (2. Queste convergenze corrispondono alle convergenze
delle rispettive funzioni caratteristiche nella norma || - |[1q) € || - [|z2 (@)

oc

Teorema 4.11. (Proprieta della funzione perimetro)

(i) E — P(E,Q) ¢ un funzionale semicontinuo inferiormente nella conver-
genza locale in misura in §);

(it) E — P(E,Q) ¢ locale, cio¢ P(E,Q) = P(F,Q) se |QN (EAF)| =0;
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Dimostrazione. (i) Segue direttamente dalla Proposizione 4.3.

(ii) Siano E e F due sottoinsiemi di R? misurabili, con misura finita e
tali che |Q N EAF| = 0. Allora E = F L%quasi ovunque in € e quindi
Jpradivg de = [prqdivg dx cioe P(E,Q) = P(F,(). O

Definizione 4.12. Definiamo traslata di una funzione f, la funzione
(Tnf)(w) == f(x +h) con z,h € RY

Enunciamo un importante risultato, che permette di stabilire quando un
insieme di funzioni di L”(f2) ha chiusura compatta in LP(§2). Si tratta quindi
dell’analogo in LP(€2), del teorema di Ascoli-Arzela che prende in questione
invece funzioni continue.

Teorema 4.13. (Frechet-Kolmogorov) Sia F C LP(RY) con 1 < p < oo.
Se F ¢ equilimitata ed esiste ¢ > 0 tale che

170 f = flleomey < clh| VfeF (4.7)

allora Fo ha chiusura compatta in LP(Q2) per ogni € C R? di misura finita,
dove con Fiq si intende la restrizione a §2 delle funzioni di F.

Se invece di R? si ha un suo sottoinsieme €2, allora la funzione traslata
T, la si considera definita in

wp, = {x c Q : dist(z,R*\ Q) > h}
e (4.7) diventa
| 7ht — || Lrw,) < clh| VfeF C LP(Q).
Lemma 4.14. Sia E un insieme di perimetro finito in Q. Allora
|7 XE — XEll L@, < [RIP(E, wh). (4.8)

Dimostrazione. Sia u.(z) una successione di funzioni approssimanti di xg,
ottenuta mediante 1'utilizzo dei mollificatori p,,

udle) = xi 4 pela) = [ ply =) dy = [ o (L0 dy

€

Pertanto u, ¢ una funzione C* e poiché xp € L'(2), allora

[Nl 2
Ue —=% XE Per € — oo.
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Percié le misure Du, = Vu L% convergono debolmente a Dy e quindi
Du () = [ [Vul@)| dz = [Dxsl() = P(E,Q).
Osserviamo che
ez + ) — ue(x) = /01 Vu(w + th)h dt

di conseguenza

1
/ |ue(x+h)—u€(x)]dx§/ / Vu(a + th)||h] dtdz
wh wp J0
cioe
1
\\Thue(x)—uem)uy(wh)g/o \h\/ Vaue(z + th)| drdt < |h]| V]| q-
wh,

Mandando € — 0 si ottiene (4.8). O

Osservazione 1. Sia €2 un aperto di misura di Lebesgue finita. Consideriamo
I'insieme
F={xeg : P(E,Q) <o} CLYQ).
Allora F e equilimitata infatti
Ixellzi@) = [ENQ <0 <oo
inoltre vale (4.8) allora per il Teorema 4.13 F ¢ relativamente compatta.
Teorema 4.15. Sia (Ep), una successione di insiemi misurabili tale che

sup{P(En, A) :he N} <oco VA CC Q aperto,

allora ammette una sottosuccessione (Ey, )i localmente convergente in misura
in Q. Se | < oo allora la sottosuccessione converge in misura in ).

Dimostrazione. Segue dal Teorema 4.13 e dall’Osservazione 1. [

Il seguente teorema, che ci limiteremo ad enunciare, ¢ noto con il nome di
disuguaglianza isoperimetrica locale, e viene utilizzato per la dimostrazione
della disuguaglianza isoperimetrica globale.
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Teorema 4.16. Sia Q un cubo di RY di lato L. Per ogni u € BV (Q) si ha
/Q lu— ug| dz < dL|Dul(Q)
dove .
ug =L~ /Qu dz.
Inoltre per ogni insieme di Borel E si ha

ONE| |[Q\E| PE,Q
IQOEL Q\EI _ P(EQ)

Teorema 4.17. (Disuguaglianza isoperimetrica) Per ogni d > 1 esiste
una costante vq tale che per ogni insieme di Borel E si ha

(4.9)

min {|E|, |R*\ E|} < 74 [P(E,R?)| =8
Dimostrazione. Sia @ un cubo di R? di lato L tale che
QT > 2dP(E,RY). (4.10)
Poiché |Q| = LY, la disuguaglianza (4.10) equivale a
1 dP(E,R%

1°- T opaa

e quindi utilizzando (4.9) si ottiene

QNE| 1Q\F| _dP(ERY) 1
Q| Q= 2L+t 4
Osserviamo che a(Q) := |Q‘8f‘ ¢ un valore compreso tra 0 e 1, in particolare
perd non puo assumere il valore %, perché in tal caso % = % quindi
QNE| [Q\E| _1
Q| Q4
e ¢io non e possibile. Allora
QN E| 1 1
CV(Q) = S [07 7) U (77 1]
Q| 272

Per continuita di «, si ha che per ogni cubo @ soddisfacente (4.10), o a(Q) €

(3,1], 0 (@) € [0,1). Supponiamo che

a(@) €10, =). (4.11)

2
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Tasselliamo R con cubi che verificano (4.10), cio¢ aventi lato L > (2dP(E, Rd))ﬁ.

Poiché ‘ngﬂ € [0, 3) allora % € (3,1] e quindi

2[Q\ El>1 (4.12)

Dalla disuguaglianza (4.9) e da (4.12) segue
[ENQI<[ENQ2|Q\ E| <dLP(E,Q)

pertanto
|E| < dLP(E,RY).
Facendo tendere L — (2dP(E, Rd))ﬁ, si ottiene la disuguaglianza desiderata,
dove 74 = (de)ﬁ. O
Proposizione 4.18. Sia E un insieme di perimetro finito in 2, xq € Q e
§ = d(zo,08). Posto m(p) = |EN B,(xo)| e M, la sua derivata destra, allora
P(E N By(0), RY) < P(E, Bylwo)) +m,(p) ¥pe(0,8)  (413)

Dimostrazione. Non ¢ restrittivo supporre zop = 0. Sia u € BV () e u, =
uxp, per ogni p € (0,0). Preso o € (0,0 — p) consideriamo la funzione
ug(7) = u(x)7s(|z[) dove

1 t<p
Vo(t) =1+ p<t<p+o
0 t>p—+o.

Allora u, coincide con u in B,, supp(u,) C B,y € u, € BV(R?). Inoltre
utilizzando la Proposizione 4.4 si ottiene

’ T
Dy = 75 (Je]) Du + ()3 ) 1 L
Da cio segue
Dug|®) < [ hollz)| diDul(z) + [ [u(@)y @) da
< /
<[, dpu@ [ )] dr

< |Du|(Bys,) + 0! / u(z)| d.

BP+J\BP

Inoltre si dimostra che u, converge a u, in L'(R?) quando o — 0, infatti

o = gl ey = [ Tu(@)ra (o) = u(@)xs, (@)] da
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= [ @i - xo, @) dx = [ jule)lole) - xo, ()] dz =0

e quindi Dug converge debole a Du,. Utilizzando i risultati precedentemente
dimostrati si ottiene

.. d .. .. -1
lim inf | Du,|(RY) < lim inf |Du|(By+p) + lim inf o /p+G\Bp lu(x)| da

e dal fatto che Du — |Dul(2) & semicontinua inferiormente segue
/
DuI(R < DB, + ([, o) -
, +
Se si considera u = xg, allora
| DX, [(RY) < |Dxg|(B,) +m(p)
e quindi si ottiene la disuguaglianza cercata. O

Osserviamo che se P(E, 0B,(x¢)) = 0, allora sottraendo da ambo i membri
di (4.13) P(E, B,(xy)), si ottiene

P(E N B,(x0),0B,(xg)) <m'(p) Vp e (0,0). (4.14)

Infatti per la localita del perimetro, dato che (E'N B,(zo)AE) N B,(xg) =, si
ha

P(E N By(x0),RY) = P(E N B,(x0), By(x0)) + P(E N B,(0), 0B, (o)) +
+P(E N By(r0), R\ B,(x0)) = P(E. B,(x0)) + P(E N By(0), 0B, (x0)).

Lemma 4.19. Sia E un insieme di perimetro finito in S e sia xg € FENQ.
Allora esistono gy € (0,dist(zg,0Q)) e due costanti, dipendenti solo dalla
dimensione, o, > 0 tali che

P(E, By(z,)) < ag™" Vo € (0, 00) (4.15)
min {|E N B,(x0)], | By(wo) \ E|} > 8o Yo € (0, a0). (4.16)

Dimostrazione. 11 caso in cui d = 1 ¢ ovvio. Supponiamo quindi d > 1.

Scegliamo py € (0, w) tale che

IDX(By(x0))| 2 51DXEI(By(w0) = 5 P(E, By(ao) Vo€ (0,20). (4.17)
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Sia p € (0,2pg), denotiamo con E, gli insiemi ENB,(x) tali che P(E, 0B,(zo)) =
0. Osserviamo che Dyg, (R?) = 0. Infatti utilizzando il fatto che supp(Dxg,) C
B,(x0), e scelto ¢ € CL(R?) tale che ¢ =1 in B,(xy), abbiamo

Dx, (R = [ 1dDxs,(w) = [ 1dDxs, )

p(IO)

_ /Bm) 6(y)dDx, (y) = — /E div ¢ dy = 0.

Da cio segue che Dxg,(B,) = 0, e quindi Dxg,(B,) + Dxg,(0B,) = 0. Di
conseguenza, utilizzando anche (4.14), si ottiene

|Dxe(By(10))| = [Dxe,(By(20))| = DX, (0B,(x0))]

< |Dxg,[(0B,(x0)) = P(E,, By(xo)) < m’, (p).
Osserviamo che la cardinalita dell'insieme A = {p : P(E,0B,(z()) > 0}
¢ al pitt numerabile: se chiamiamo per semplicita ¢, = P(FE,0B,(zo))
poiché 37 ¢, < +o0o e poiché la cardinalita di {p | ¢, > %} ¢ finita, al-
lora la cardinalita di {p|c, >0} < >t {p | ¢ > %} ¢ al pit numerabile.
Di conseguenza L£L'(A) = 0, ovvero per L£!—quasi ogni p € (0,2p) si ha
P(E,0B,(x¢)) = 0. Osserviamo inoltre che dalla Formula di Coarea (A.6)
applicata a u(zr) = |z — x|, dato che

Vu(@)|=1 e u'(t)={r : |v— x| =t} = 0By(x0),

segue

B0 Byw)| = [

ENB,(x0)

V(o)) do = | R (0 (1) A B B (ao)) dt

-/ T M OBy (20) N E O By (o)) di = / " UV (E N 0B, () dt.

Pertanto, poiché

m h) —m
() = lim (p+ })L (p)
abbiamo che
m(p)', = H(E 1 9B,(x0).
Perci6, dal fatto che la funzione t — H* Y(E N 0B;(xy)) ¢ continua nei
punti ¢ in cul P(E,0By(x)) = 0, segue che m’ = m/_ mnei punti in cui
P(E,0B,(xo)) = 0, e quindi per £'-quasi ogni p € (0,2p,). Pertanto, da
(4.17), segue

P(E, B,(z0)) < 2m'(p) per L' — quasi ogni p € (0,2pp). (4.18)
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Per t € (p,2p), con p < py, vale che P(E, B,(z)) < P(E, Bi(zy)), e quindi

integrando da p a 2p si ottiene

2p 2p 2m(2

P(E, By(xo)) dt < p~t / o (1) dt < 220
o P

P(E.B,(@) <o [

p

_ Q‘E N sz(ﬂfo)’ < 2|B2p($0)| < depdwd — 2d+1pd_1wd
p p p
perci6 la prima disuguaglianza ¢ dimostrata con o = 24+1w,.

Dimostriamo ora la seconda disuguaglianza. Da (4.13), (4.18), e ricordando
che P(E,0B,(x¢)) = 0 per L' — quasi ogni p € (0,2p), segue

P(E,, RY) < P(E, B,(2,)) + P(E,0B,(x0)) +m'(p) < 3m'(p)

per L' — quasi ogni p € (0,2p0). Utilizzando la disuguaglianza isoperimetrica
e quanto appena dimostrato si ottiene
1 1

(m)'(p) = —mi

y P(E, R

(oy'(p) > '+ (p)

d—1 1—d

1 1-a L. d B _ ’Yd% o
> " (p) <,Ydm1n{|Ep|,|R \Ep|}> =

per L' — quasi ogni p € (0,2p). Utilizziamo adesso una proprieta delle
funzioni monotone: sia u : (a,b) — R una funzione monotona, allora u &
differenziabile in £'-quasi ogni t € (a,b) e

b
u(b-) — u(ay)] Z/a W ()] dt + > Juty) — u(t-)|

tel'y

dove I',, & I'insieme dei punti di discontinuita di u. Sia u(p) = mi(p), allora
u € monotona crescente e positiva, percié € derivabile quasi ovunque e

ulp) = u(0) = [ ()] dt p € (0, po)
Poiché m(0) = |E N By(zo)| = 0, allora
mit(p) = mi (p) = m#(0) > [ (mi) (¢) at > 7p

e quindi
|E N By ()] = m(p) > 7p?.

Ripetendo gli stessi ragionamenti per R? \ E al posto di E, si ottiene la
seconda disuguaglianza cercata. O
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Siamo finalmente arrivati a uno dei piu importanti risultati ottenuti da
De Giorgi che, come gia preannunciato, mostra la H? '-rettificabilita della
frontiera ridotta e identifica |Dxg| con la misura H* 'L FE.

Teorema 4.20. Sia E C R? di perimetro finito. Allora FE ¢ o-(d — 1)-
rettificabile e |Dxg| = HET 'L FE. Inoltre, per ogni vy € FE valgono le
sequenti proprieta:

(E—xo)
4

H = {y c R: (y,vp(x0)) > O}

ortogonale a vg(xy) e contenente vg(xg);

(1) gli insiemi E, =
Semispazio

per 0 — 0 convergono localmente in misura al

(ii) Tan" ' (HE 'L FE, x0) = HE 'L v (o) e in particolare

“YFENB
lim H o(%0)) =1.
e—0 wq-10%71
Dimostrazione. Sia xo € FE, e gy come nel Lemma 4.19.
Primo passo. Osserviamo che per ogni ¢ € (0, gg) vale

1
P(E,, Br) = / dH = / dH < QR
dE,NBg 01 JENB, R (x0)

dove I'ultima disuguaglianza segue da (4.15). Allora per il Teorema 4.15
esiste una sottosuccessione (E,, ), localmente convergente in misura e quindi
la famiglia E, ¢ relativamente compatta nella topologia L},.(R?). Pertanto
per dimostrare che (E,) converge ad H, basta dimostrare che il limite F' di
una qualsiasi sottosuccessione (F,, ), coincide con H. Supponiamo pertanto
che la sottosuccessione (F,,) converge localmente in misura a F’; allora xg,
converge in Li . a xr, € quindi Dyg ., converge debolmente localmente a
Dy, infatti per ogni ¢ € C.(R%) si ha
lim [ ¢dDys, =- lim / div ¢ do — —/ div ¢ da :/ ¢ dDxr.
h—o0 JRd h h—oo JE,, F R4
Poiché zy € FE allora zy ¢ punto di Lebesgue di vg relativo a |Dxg| pertanto
utilizzando il Teorema 3.31 si puo affermare che [Dxg,, | converge debolmente

localmente a |Dyp| e

dove 7 = vg(xg). Quindi Dyp non ha componenti nelle direzioni ortogonali
a 7 ed inoltre (Dxp,7) = (|Dxr|P,7) > 0. Lavoriamo ora con funzioni
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approssimanti per convoluzione f. = xr * p., e utilizzando una proprieta delle
convoluzioni otteniamo

V= (DXF) * Pe = (lDXF| * pe)V.

Quindi, dal fatto che le f. hanno derivata nulla nelle direzioni ortogonali
a 7, cioe variano solo nella direzione di 7 e |Dxp| * p. > 0, segue che le
approssimanti y g * p. possono essere rappresentate come funzioni 7. ({z, 7)),
dove 7, sono funzioni crescenti definite in R a valori in [0, 1]. Mandano ¢ — 0
otteniamo

xr =7((x,7)) per L — quasi ogni z € R?

per una qualche funzione v : R — [0, 1] crescente. Pertanto, assumendo solo i
valori 0 e 1 ed essendo crescente, v puo essere solo della forma v = y con
L C R e in particolare X7 = X[¢4+o0); quindi

F:{xGRd : (x,?>20}.

Supponiamo ora che ¢ > 0. Dal fatto che

B0 By, (a0)| =

S O y = 04| Ey, |

o, MNBe
ottenuto mediante il cambio di variabile x = yo;, + x¢, segue

1o B0 By, (20)
h—o0 Q;ll

= lim |E,, N B, =|FNB,=0.
h—o0

L’ultima uguaglianza si puo dedurre osservando che se = € B, allora ||z|| < ¢,
mentre gli elementi € F sono tali che ||z|| > (z,7) > ¢. Questo pero
¢ assurdo, in quanto ro € FFE e quindi in zg, £ non puo avere densita
nulla grazie al Teorema 4.17. Similmente si dimostra che ¢ non puo essere
strettamente negativa, allorac=0e F'= H = {:c eR? : (z,7) > 0}.

Secondo passo. Poiché (E,) converge localmente in misura ad H, allora
Dx g, converge debolmente localmente a Dxy = 7HY L OH e quindi per defi-
nizione di piano tangente approssimato si ha Tan®*(Dx g, z0) = TH* 'L OH.
Inoltre dal Teorema 3.34 segue che Tan®™*(|Dygl|, zo) = H* ' LOH. Pertanto
la misura |Dxg| che, come abbiamo osservato in precedenza, ¢ concentrata in
FE, ammette uno spazio tangente approssimato con molteplicita 1 per ogni
x € FE, allora dal punto (b) del Criterio di rettificabilitd per misure, segue
che FE ¢ o-(d — 1)-rettificabile e |Dyp| = H¥ 'L FE.

Terzo passo. Dall'implicazione (3.7) segue

0=0  wy_0%7t
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d—1 d—1
o HOCFB|(By ) | HNFE N Bylwo)
e—0 wi—10%7! 0—0 wi—10%!

e il teorema ¢ dimostrato. ]

Ricapitolando, abbiamo appena dimostrato che |Dyg| = H* 'L FE,
inoltre sappiamo che se F ¢ un insieme di perimetro finito allora | Dy z|(RY) <
+00, ma non ¢ detto che la misura di Hausdorff della frontiera topologica OF
sia finita. Questo implica che non necessariamente H* }(0F \ FE) =0, e
con il prossimo teorema dimostreremo che invece vale

HIYO*E\ FE) = 0.
Teorema 4.21. (Federer) Sia E un insieme di perimetro finito in Q. Allora
FENQCE? COE e H™'(Q\(E°UFEUE"))=0.

Dimostrazione. L'inclusione FENQ C E3 segue dal fatto che £, converge
al semispazio H, grazie al Teorema 4.20. Dimostriamo ora che

P(E,B,(z)) =0(0™) = x€E°nE. (4.20)
Dalla disuguaglianza isoperimetrica locale segue
min {|E N By(x)|.| B, \ El} < cP(E, By(x)) = o(e" ")

pertanto se il minimo ¢ assunto da |E N B,(x)| allora

BB
p—=0 | By(z)]
altrimenti
o B0 B By(e)| = IBy@) \ Bl
p—=0 | B,(z)] p—0 | Bo()]

e quindi z € E° U E'. Dal Teorema 4.20 segue che
P(E, B,(z)) = |Dxg|(Bo(r)) = H* 'L FE(B,(z)) = H'(FE N B,(x))
osserviamo quindi che, per (4.20), se x € 0*E N Q allora
d—1 E B
limn sup HTH(FEN By(x))

0—0 Wa—10971

> 0.

Ma dal Teorema 4.20 sappiamo che cid ¢ vero per H4 '-quasi ogni punto di
FE pertanto
HIHQ\ (E°UFEUEY)) =0

come volevasi dimostrare.






Capitolo 5

Superfici minime

In questo capitolo, mediante la nozione di perimetro, studieremo le superfici
minime, intendendo le superfici di area minima tra quelle aventi bordo fissato.
Quindi parleremo di superficie (d — 1)-dimensionale o ipersuperficie di R,
intendendo i bordi di un insieme £ C R? misurabile di perimetro finito; di
conseguenza ’area di tale ipersuperficie viene definita come la variazione
totale della misura Dx g, ovvero come la misura del perimetro di F, P(E). In
altre parole quello che andremo a studiare ¢ il seguente problema di minimo

BAPCCO P(E, Q) (5-1)

dove € ¢ un insieme aperto di R? e F' un insieme di perimetro localmente
finito fissato. In particolare, dopo averne dimostrato l'esistenza, studieremo
alcune proprieta e discuteremo la regolarita di tali superfici.

Dimostriamo subito che il minimo esiste.

Teorema 5.1. Sia Q un aperto di misura finita, allora il problema di minimo

min P(F,Q)
EAFCCO

ammette soluzione.

Dimostrazione. Poniamo

a= _inf P(EQ)
EAFCCQ
e consideriamo una successione minimizzante (Ej);, cioe tale che

1
P(E}HQ)SQ/—{—ESCX—{—L

73
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Allora, per 'Osservazione 1, F = {xg, } ¢ relativamente compatta in L'(£2)
e in particolare per il Teorema 4.15, a meno di sottosuccessioni, esiste un
insieme E tale che

XE, = Xg 1N Ll(Q)

con EAF CC €. Infine per la semicontinuita inferiore del perimetro si ha
a< P(EQ) < li}Ilnian(Eh,Q) <«
—00

cio¢ esiste il minimo.

]

Il seguente teorema ¢ un importante risultato dimostrato da De Giorgi che
permettera in seguito di identificare la frontiera topologica con la frontiera
ridotta a meno di insiemi di misura nulla.

Teorema 5.2. (di regolarita di De Giorgi) Sia E C RY localmente
minimo allora

FE=0E ¢ H"'(OE\ FE) = 0.

Inoltre FE C OF ¢ relativamente aperto, cioé
Vo € FE Jo(x) > 0 tale che FEN By (z) C FE

e FEN Byg)(x) € grafico di una funzione analitica.

Supponiamo ora che E C R? abbia perimetro minimo, cio¢

. /
P(E,Q) = o min P(E',Q), (5.2)

allora dimostreremo che Hrr = 0. Questo risultato vedremo che deriva dalla
condizione "6 P(E, Q) = 0" (variazione prima del perimetro).

Consideriamo delle deformazioni di E, ottenute mediante una famiglia
di diffeomorfismi ®, : R? — R% cio equivale a considerare una funzione
® :R? x R — R? tale che:
1. per ogni t € R, 'applicazione che ad z € R? associa ®;(z) := ®(x,t) & un
diffeomorfismo;
2. per ogni x € RY, I'applicazione che a t € R associa ®;(z) ¢ derivabile;
3. Oy(x) = ;
4. per ogni t > 0, si ha {¢;(z) # x} CC Q.

L’ultima condizione mi assicura che FAE CC . Chiamiamo F; = &,(F),
allora per la condizione (5.2) vale

P(E,Q) < P(F,,Q)



75

e quindi la funzione che a ¢ associa P(F}, ) ha un minimo per ¢t = 0. Questo
si traduce nel fatto che la variazione prima dell’area e nulla e la variazione
seconda € positiva, ovvero

4 p@,e), ), =0 L p@yE).0

— > 0.
dt lt=o0 12 =

lt=0

Lemma 5.3. Sia f € BV,(Q), e ® : R — R un diffeomorfismo. Sia
ACCQ, fr=fod !, Q*=0(Q) e A* = D(A), allora

[.ips1= [ 11Dy
A A
dove H = |detD®| D!
Dimostrazione. Supponiamo prima che f € C1(Q) e g € C3(A,R?). Allora
[ Ag".Dfyda= [ (g0 @7, DOID(f o @) da
* A*

applichiamo la sostituzione z = ®(y)

/A(g, (DO o B)D f)|det DD| dy — /A(g,HDf)dy.

Supponiamo ora che f € BV.(f2) allora per il Teorema 4.5 esiste una
successione di funzioni (f;); C C>°(€2) tale che || f; — f|L1@) — 0 e quindi f;
convergono in L'(A*) a f. Pertanto dalla prima parte segue che

A(fﬂf;) dr = /A<g, HDf)dy

e mandando 7 — oo si ottiene

[ taDr7) = [ (g.11Df) = [ (g.110)|D]

dove nell’ultimo passaggio abbiamo utilizzato la decomposizione di Radon-
Nikodym Df = v|D f|. Supponiamo adesso che ||g|| < 1, quindi ||g*|| < 1, ed
essendo g € Cy(A,RY), supp g* C A*. Allora

J (g 10D = [ ta"DF) < [ 1DF]

inoltre passando al sup

sup [ (9. H)|DJ| = [ |HllDf| < [ 1Df) (53)
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Consideriamo adesso v € Ca(A*,R?) con ||v|| < 1 e tale che g = v o ®; allora
v=g"e

[ 0-D7) = [ o 10)|Df| < sup [ (g, 1) DI = [ |H0|lDf
pertanto

sw [ (0.0 = [ 1DrI < [ 1H0l|Df| = [ 1HDf|

Da quest’ultima disuguaglianza e da (5.3) segue I'enunciato. O]

Teorema 5.4. Sia E un insieme di perimetro finito e ®,(x) = x + tg(z) un
diffeomorfismo cont € R e g € CH(Q,R?). Allora

i1.D(c1>,5(E),Q) = / divrg g dH".
dt FENQ

Dimostrazione. Dal Lemma 5.3, posto f = xg e quindi f* = x¢(g), segue che

. n—1 __ n—1
P(D4(E), Q) = /f i = /f | Hwp(@)] aH (@)

con H, = |detD®;|D¢; . Dalla definizione di ®;(z) segue che
o' =2 —tg(z) +o(t) equindi DO, ' =1 —tDg+ o(t).

Lo jacobiano di ¢, invece coincide con D¢, = I +tDg € R4, pertanto dopo
aver scelto la base canonica di R?, {ey, ..., eq}, e indicando con §;; il simbolo
di Kronecker, si ottiene

det D®; = det[d;; + t0,9;] = 1 +tTr(Dg) + o(t) € R.
Calcoliamo dunque H;vg
(det D®;)D¢; vy = (14 tTr(Dg) + o(t))(I —tDg + o(t))vg =
= (14+tTr(Dg)+o(t))(ve —tDgvg+o(t)) = ve+tTr(Dg)ve(x) —tDgve +o(t)
e deriviamo rispetto a t

d

—(H

g Heve)
Da quanto abbiamo appena detto e dal fatto che Hy e l'identita e |vg| = 1

segue che

5 (Lt @) = ([ ey st 4

= Tr(Dg)vg — Dgvg.

[t=0

lt=0
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= (vg, Tr(Dg)vp(z)—Dgrg) dH" = / Tr(Dg)—(vg, Dgvg) dH*".
FENQ FENQ

Osserviamo che
d d
Tr(Dg) = > 0i9: e (vp,Dgvg) = > 0;q:ivv;
i=1 ij=1
ricordando la definizione di derivata tangenziale si ottiene
d

d d
divrgg =Y 0igi=)_ (&;Ch‘ -y Vjajgil/i)
=1

=1 =1

e quindi

d d d il

—PCDE,Q:/ Bigi — S 9, gvv; AHE

5 D(2(E),Q) fEm; g JZ::l i giv;V,

d d
= [ > |t vty | amtt = [ divpeg amt!
FENQ = = FENQ

come volevasi dimostrare. O]

Teorema 5.5. Sia E un insieme di perimetro finito e g € C1(Q,RY), allora

/ divrp g dH" = —/ (g9,ve)Hrp dH"™
FENQ FENQ

Dimostrazione. Supponiamo che FFE sia grafico localmente di una funzione
analitica u : A C R¥! — R con suppg CC AxRe

E={(y,t) : t€0,u(y)}

Allora mediante sostituzione si ottiene

/ divrg g dH! = / divre g(y, u(y))\/1 + |Vu(y)]? dy =
FENQ A

> [ By, @)1+ [Vulw) P dy.

Studiamo prima il casoincui F=¢g;el <i<d—1:

oF d 9F
, d-1 _ or o B 5
[ BFH = [ S () = 30 S ()| 1Vl dy

j=1 9%
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poiché 2 F(y, u(y) = 22(y, u(y)) + 22 (v, u(y)) 22, s ottiene

0 or ou| o,
) 7 !dfl — _ AVATIE:

#3000 P )

dove abbiamo sostituito v; = ay 1+\vu( )|2 per i # d. Applichiamo ora
I'integrazione per parti e il fatto che vy =
\/1+|Vu\2

= [ Pl ulo) g T VW dy- [ 5 ) 5 )y T+ FuP dy+

—Z/ Jo ) Sy O ) 2 )~
Aax] ayj 8@/2 ,/1+|vu|2 Aarvd 8% 1+ | Vul?

_ 2 Ou,  |Vul(y)
—— [ F uy))ayi\/mwyn iy [ m(y’“(y’>aw(9)m

Z/ oF au / < )28u dy
4 9y, 81/; 1/1+yw2 i=1/a0xa \Oy; ) Oyi /1 + |Vul?

Ou(y)

] ! ) B, du
=— | F—,/1 2 P Y =
/A o, V1T IVl dy+;/A ayj( ) dy

1+ |Vu(y)|? 0y;

1 1 ou 0*u Vu(y) du
F ( )5——— dy+ [ Fdiv dy
/ V1 + [Vuly)? 5= Z Di0y; / ( L+ |Vu(y)]?) 9

1 ou 9*u

d—1
+/AFZ 1+ [Va(y )’28%(9)8%8%

Supponiamo ora che ¢ = d, allora

(y) dy = —/ FHrgy; dH*.
FENQ

/J-‘EmQ o F AU = /A (x(y,U(y)) -2 a; <y)ujyn) 1+ |Vul(y)[? dy

= / (&Ud - gi;(y, u(y))Vnlin — i (,?Z(y,u(y))yjyn) m dy



79

1 OF L OF ou
_ _ Ou n .
-/, (6% T Va@IF |oma ~ 2 or, oy, <y>]) +[Vul
[Vul? > OF = laF ou
- 1+ |Vul? dy + dy+
/A (1 + |Vul? axdW / 1+ |VU|2 = 83/] 83/]

d ! aF ou, \*

_/( Vul?  OF aF Vu? 1 dlaFau)

J1+ | Vu20%n Oz /14 |Vu? \/1+\Vu\2]13y33yy
ou
_ 5 2
= ——| dy
5 (L () o)

Vu
=— | Fly,u(y))div | ——m—— | dy = — FHyrgv, dH.
/A /1 + |Vul? FENQ
Sommando gli integrali per ¢ che va da 1 a d si ottiene il risultato. [

Ricapitolando, dato un insieme di perimetro finito F, per ogni g €
C%(Q,RY) e per ogni diffeomerfismo ®;(z) = z + tg(x) si ha che

d

0=2Lp@ E,Q_:/ di Hd—lz—/ Hrpup dHO!
dt (®e(E), 2)1eco FENQ VrEg fEng FEVE

e quindi per arbitrarieta di g, deve valere Hzg(z) = 0 per ogni = € FE.
Esiste anche una variante del problema di minimo (5.1), ovvero

min _ P(E, Q) + fdz (5.4)

EAFCCQ ENQ

dove f € L*(€). Si dimostra anche in questo caso che il minimo esiste, e che
la curvatura media coincide con f.

Teorema 5.6. Sia 2 un aperto di R? con misura finita, e f € LY(Q). Allora
esiste il minimo di

min  P(E,Q) + f dx.

EAFCCQ) ENQ
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Dimostrazione. Sia

a= inf P(E,Q)+ f dx.

EAFCCQ ENQ

Consideriamo una successione minimizzante (E},), cioe tale che

1

EnnQ

Dall’Osservazione 1 segue che F = {xg,} C L'(Q) soddisfa il teorema
di Frechet-Kolmogorov e in particolare per il Teorema 4.15, a meno di
sottosuccessioni, esiste E tale che

XE, — Xe in L'(Q). (5.5)
Verifichiamo che il funzionale
Fivg— / f de
ENQ

¢ continuo. Siano xg e xg due funzioni caratteristiche allora

Pixe) = Fow)| = | [ o= |

E/
- ‘ / faz <[ |f| da
(EAE)NQ (EAE)NQ

< ([1rr dw)" ([ cwap” dw)” = 1Al e = xel)

dove nell'ultima disuguaglianza abbiamo applicato la disuguaglianza di Holder.
Dunque da (5.5), dalla semicontinuita inferiore del perimetro e dalla continuita
di F' segue che

f dx
nQ

<

= / XEAE”.ﬂ dx.
Q

P(E,Q) < liminf P(E;, ©) e / fdz = lim f do
—00

ENQ h—o00 JE,NQ

e quindi

a< P(E,Q)+ f dx <liminf P(E,, Q) + lim fdx
ENQ h—o00 h—oo JE,NQ

= lim inf (P(Eh, Q)+

h—o0

fdx) < a.

Pertanto il minimo esiste. O

EnnQ
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Abbiamo dimostrato quindi che il problema (5.4) ammette minimo quando
f € LY(Q) o anche semplicemente f € L}, .(); ¢ inoltre possibile estendere il

loc
Teorema di regolarita di De Giorgi anche a questo problema:

Teorema 5.7. Sia f € LP(Q), con p > d, e E C R? soluzione del problema
(5.4), allora FE ¢ relativamente aperto e

FE=0E ¢ H"'(OE\ FE)=0.

Inoltre per ogni v € FE e p sufficientemente piccolo, FEN B,(x) € grafico di

una funzione holderiana (0(270‘)); mentre é grafico di una funzione analitica
se [ e analitica.

Teorema 5.8. Sia f una funzione continua e E insieme di perimetro finito,
minimo per il problema (5.4). Allora

Hrp(x) = f(z) Vo e FE.

Dimostrazione. Supponiamo che FE sia grafico localmente della funzione
u: ACRITT o RY con AxR=QeE={(yt) : ye A, tel0,uly)}.
Denotiamo con

u(y)
F(u) = P(E,Q) + Emfdx:/A,/HWuP dy+/A dy/o Fy,t) dt

Poiché F in u € minimo segue che
F(u) < F(v) Wv:AcCR?— RY tale che v = u in 0A.

Consideriamo v = u + €g con g € C°(A) allora

d d u+teg
= — = — 2
0= Fluteg)o = o </A V1+[V(u+eg)l dy+/A dy/o f(y:1) dt>

‘6:0

:/A\/1+1|7W|2<VWQ> dy+/Af(y,U(y))g(y) dy
= /Ag(y) (— div (\/hzuiv”'?) +f(y,U(y))) dy.

Dall’arbitrarieta di g segue che

Vu

m) = f(y,u(y))-

(d— 1)H]:E = div (






Capitolo 6
Esempi di superfici minime

In questa ultima parte, dove considereremo d = 3, andremo ad osservare
esempi di superfici minime, spostando quindi la teoria vista fino ad ora nello
spazio tridimensionale; verificheremo inoltre che la superficie in questione ha
curvatura media nulla, condizione necessaria e sufficiente affinche la superficie
sia minima, ma non sufficiente a stabilire che sia soluzione del problema di
Plateau.

Riprendiamo alcuni concetti di geometria differenziale legati alle curve e
superfici in R3. Sia ¥ una superficie parametrizzata da

S:UCR*—=R® taleche S(u,v) € X.

Sia p € ¥ tale che p = S(up,vp). Lo spazio tangente a ¥ in p, T, sap-
piamo essere uno spazio vettoriale di dimensione due generato dai vettori
{Su(ug,vg), Sy(ug, vo) } mentre il versore normale alla superficie in p ¢ il vettore

N Su(uo, vo) A Sy(ug, vo)

nx(p) = I|Sw (uo, vo) A Sy (ug, vo) |

ortogonale a 1,3
Pertanto la Prima Forma Fondamentale, I, : T, x T, — R, diventa

I(x,y) = (154 + x2Sy, Y1Su + Y25u) = T1y1Su - Su + T2Y2Sy - Sy

E F
+(x1y2 + T2y1) Sy - Sy = {331 372} [F G] Bj

per ogni z,y € 1,2 e dove
E=258,-Sy= |57 G=5,-S,=|S:|I*), F=S.-8,.
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Percio la norma di un vettore x € T,X ¢ data dalla forma quadratica definita
positiva
L(z) = ||z||* = Ex] + Gaj + 2F 7 15. (6.1)

Consideriamo ora una curva r avente in X il suo sostegno
r:[a,b] = R® tale che r(t) = S(u(t),v(t)) € &

e tale che r(tg) = S(up,v9) = p. La curvatura di r in ¢y coincide con la
curvatura normale di ¥ in p nella direzione v = 7'(ty) e si ottiene mediante

_ "(to) - ix(p)
)
Poiché
' (to) = u'(tg) Sy (o, vo) + v’ (t9) Sy (ug, vo) €
7" (tg) = Suu(t/(t0))? + Suu (V' (t0))? + 28t (t)V' (to) + Syt (to) + Syv” (to),
usando (6.1) si ottiene
e(u')* + g(v')* + 2fu''
E(u')? + G(v')? + 2Fu'

ky =

dove

~

€= Suu<u07UO> : ﬁZ(p)a g = va(“Oav(]) : ﬁZ(p)v f = Suv(u(]vv[)) : nZ(p)

e f

g
rappresenta la Seconda Forma Fondamentale di X relativa al punto p. In un
punto p, al variare di v/, v' la curvatura k, assume un massimo e un minimo;

si tratta delle curvature principali k1, ks, le cui rispettive tangenti in p sono
perpendicolari tra di loro. Pertanto la curvatura media H si ottiene

gE —2fF + eG
2(EG — F?)

La matrice

1
H: §(k1+k2> —

Fra le prime superfici minime scoperte, troviamo il Catenoide, studiata da
Eulero nel 1744. Si tratta della superficie di area minima tra tutte quelle
aventi come bordo 2 circonferenze poste su piani paralleli. Puo essere vista
come superficie di rotazione ottenuta mediante la rotazione di un arco di
catenaria di equazione y = acosh(2). La parametrizzazione del catenoide ¢

S(u,v) = (acoshvcosu,acoshvsinu,av) con 0 <u<2m —oo < v < +00.
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Figura 6.1: Catenoide.

Osserviamo che la curvatura media ¢ uguale a zero. Supponendo a = 1,
calcoliamo le derivate

Sy = (coshvsinu, coshvcosu,0) S, = (cosusinh v, sinusinhwv, 1)

Suu = (— coshv cosu, — coshvsinu, 0) S,, = (coshv cosu, coshvsinu, 0)
Suy = (— sinh v sin u, sinh v cos u, 0)

da cuil otteniamo

E = cosh®(v), G =1+ sinh*(v) = cosh®v, F = 0.

Inoltre
€1 €9 €3

Sy xS, =det |—coshvsinu coshvcosu 0| = coshv(cosu,sinu, —sinhv)

sinhvcosu sinhvsinu 1
e quindi

2 ~ 1 . :
|Su X Sy|| = cosh®v e nx(p) = (cos u, sin u, — sinh v).
coshv

Una volta calcolati e, f, g

e=—-1,g=1, f=0 siottiene H =0
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come volevasi dimostrare.

Dopo catenoide e piano, superficie minima banale, fu scoperta 1’Elicoide,
bolla ottenuta immergendo un’elica in una soluzione di sapone e acqua. Una
sua parametrizzazione e

S(u,v) = (vecosu,vsinu,bu) con 0 <u<2rT e —o0 < v < ~+00.

e

T e T

Figura 6.2: Elicoide.

Anche in questo caso si dimostra che la curvatura media ¢ nulla infatti
e=f=g=0.

Per tutto il settecento, le uniche superfici minime conosciute rimasero
I’elicoide, il catenoide e il piano. Fu Scherk nel 1835 a scoprire la successiva
superficie minima, parametrizzata da

S(u,v) = (u,v, f(u,v)) con f(u,v)=log (Cosu> .

COS v

Osserviamo che f ¢ ben definita solo quando ¢+ > 0 quindi il piano uv sara

diviso in quadrati in cui la superfice e definita e quadrati in cui non lo e. Per
esempio negli intervalli

T < < T T < < T
—_ x‘ PR —_ PR
2 90 gV

otteniamo un pezzo di questa superficie, rappresentato nella Figura 6.3.
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Figura 6.3: Superficie di Scherk.

Dimostriamo che la curvatura media ¢ nulla:

sinx sin
Su={1,0.f) = (1,0, _Cosx)7 Sy = (0,1, fo) = (0,1, COSZ)7
S = (0.0, fu) = (0,0, — ). 8, = (0.0, fu) = (0.0, ),
cos?u cos?y
Suw = (0,0, fu) = (0,0,0).
Dalle formule
E=1+f Go14f, F=ff dnp)=_tutol
ez%z,g: Sow = fuw |
segue che

H=0 <= fu(l+f)=2fufofuw+ fou(L+ fi) =0

ma

cos?u  cos? v cos? u cos? v

) =0

come volevasi dimostrare.
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Spostiamoci ora nella seconda meta dell’ottocento, quando Alfred Enneper
scopre la superficie minima di equazioni parametriche
1 1
S(u,v) = (u— gu?’ + uv, v + v — §v3,u2 —?) con wu,v € R,

che per v ed u tali che u? 4+ v? < 3 non ha autointersezioni.

Figura 6.4: Superficie di Enneper.

Dimostriamo che la curvatura media ¢ nulla. Calcoliamo le derivate
Sy = (1 —u?+22 2uw,2u), S, = (2uv,1+u*—v? —2v),
Suw = (—2u,2v,2), Sy, = (2u, —2v,-2), Sy, = (2v,2u,0).

Pertanto
E=G=(1+u*+v*)?*F=0;

€1 €9 €3
S, x S, =det |1 —u?®+ 02 2uv 2u
2uv 1+u?—v?2 —20

= (=2u(v® + v +1),20(1 +v* +u?), 1 — (u® +v?)?).

Poiché
1Sy x Syl = (1 + 02 + u?)?
allora
_ 1 2 2
ns(p) = (—2u,2v,1 —v° —u®), e=2, g=-2, f=0

(14 02+ u?)
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e quindi H = 0.

Sul finire dell’ottocento, i matematici iniziarono a cimentarsi in una
variante del problema di Plateau, ovvero determinare quella bolla di sapone,
cioe superficie di area minima dato un bordo, il cui contorno pero non e
completamente assegnato, ma in parte libero di assumere la posizione ottimale
su una superficie di supporto. In altre parole, data una superficie I' a cui ¢
attaccata nei punti P, P, una curva C, si cerca quella bolla che poggia sulla
curva C' ma avente parte del bordo su I'. Partendo da questi studi Henneberg
scopre la superficie minima non orientabile di parametrizzazione

2
z(u,v) = 2sinhucosv — 3 sinh(3u) cos(3v)

2
y(u,v) = 2sinhusinv + 3 sinh(3u) sin(3v)  z(u,v) = 2 cosh(2u) cos(2v)).

Si dimostra infatti che tale superficie ha curvatura media nulla calcolando i
coefficienti della prima e della seconda forma fondamentale

G = E = 8cosh®u(cos(4u) — cos(4v)), F =0, e=—4cos(2v)sinh(2u),

f =4cosh(2u)sin(2v), g = 4sinh(2u) cos(2v).

Figura 6.5: Superficie di Henneberg.






Appendice A

Formula dell’area

Occupiamoci ora di funzioni Lipschitziane f : R¥ — R nel caso k < N
che abbiamo visto essere differenziabili £*-quasi ovunque. Per introdurre
la prossima definizione osserviamo che data una applicazione lineare L &€
Hom(R¥; RY) alla quale ¢ associata la matrice A, e L* applicazione trasposta
di L cio¢ alla quale & associata la matrice AT, si ha che L* o L ¢ simmetrico e
semidefinito positivo. Possiamo dunque dare la seguente definizione generale:

Definizione A.1. Dati V., W sottospazi di due spazi euclidei con dim(V') =
k< N=dim(W) eLe Hom(V,W). Si definisce Jacobiano k-dimensionale

di L
JiL :=y/det(L* o L)

dove L* : W — V' e lapplicazione trasposta di L.

In verita L* altro non e che 'operatore aggiunto di L, ovvero definito
dalla condizione

(L'z) - y=x-(Ly) YeeWeVyeV.

Osserviamo che se A ¢ la matrice associata all’operatore L, nelle basi
ortonormali di V' e W, allora J,L = y/det(AT A). In particolare JL = 0 se
e solo se il rango di A € minore di k, cioe JiL > 0 se e solo se L ¢ iniettivo.

Per il calcolo effettivo dello Jacobiano possiamo usare la formula di Cauchy-
Binet che fa uso dei determinanti delle sottomatrici k x k di A.

Proposizione A.2. (Cauchy-Binet) Dati V, W sottospazi di due spazi
euclidei con dim(V) =k < N =dim(W) e L € Hom(V,W). Allora

j’“L:W

dove B sono le sottomatrici k X k della matrice di rappresentazione di L nelle
basi ortonormali di Ve W.
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Data f : R¥ — R una funzione Lipschitziana, per il teorema di Radema-
cher, f ¢ differenziabile £*-quasi ovunque, e quindi esiste una mappa lineare
df, : R¥ — RY per quasi ogni € R*. Pertanto avremo che per quasi ogni
x € mathbbRF & definito

Tudfs = +/det(df o df,).

Introduciamo ora due lemmi che ci serviranno per la dimostrazione della
Formula dell’area.

Lemma A.3. Sia f : R¥ — RY una funzione Lipschitziana e E C R¥ un
insieme L¥-misurabile tale che Jdf, = 0 per LF-quasi ogni x € E. Allora

HE(f(E)) =0.

Dimostrazione. Senza perdere di generalita possiamo supporre che FE sia
limitato e che f e differenziabile e J,df = 0 in ogni x € E. Grazie all’ipotesi
di differenziabilita segue che, dato x € E e y € B,(x), cioe ||y —z|| < p, esiste
€ > 0 tale che

|f(x) = fly) —dfely —2)| < elly — 2] < ep

e quindi
f(EN Bp(i)) C f(z) + ]ep(dfx(Bp)) (A.1)

dove I,(F') & I'intorno aperto di raggio r di un insieme F. Siccome df,(B,)
¢ contenuto in un (k — 1)-piano, possiamo usare come ricoprimenti, cubi di
lato ep aventi facce parallele e ortogonali al (k — 1)-piano e quindi esiste una
costante M dipendente solo k e da Lip(f) tale che

H};o (Lep(dfz(By))) < Mepk Vo € E.

Per il Teorema 2.5 esiste un ricoprimento disgiunto di £*-quasi tutto E
costituito dal palle B, (z;) contenute in I;(£) e tale che soddisfano (A.1).
Dal fatto che I'unione delle immagini f(B,,(x;)) ricopre H*-quasi tutto f(E)
si ottiene

HE(F(B)) < SO HE (B (32)) < S0 HE (L (0 (B,)

M
< Me3oph = LN (I(E)).

Dall’arbitrarieta di e e dal punto ( f) del Teorema 3.11 si ottiene che H¥(f(E)) =
0. [
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Lemma A.4. Sia f : R¥ — RY una funzione Lipschitziana e E C RF un
insieme L¥-misurabile tale che Jydf, > 0 per LF-quasi ogni x € E. Allora per
ogni t > 1 esiste una partizione che ricopre quasi tutto E in insiemi compatti
E; con i > 1 tale che

(i) le funzioni fig, sono biunivoche, f ¢ differenziabile in ogni punto di E;
e Jrdf, > 0 per ogni x € E;;

(ii) esistono applicazioni lineari L; : R¥ — RN tali che J,L; > 0 e

Lip(fig, 0 L") <t, Lip(Lio (fig,)™") <t

Dimostrazione. Possiamo assumere senza perdere di generalita che E sia un
insieme di Borel e che f sia differenziabile e J.df, > 0 per ogni z € E.
Dimostriamo prima che E ¢ contenuto in un’unione numerabile di insiemi
di Borel F; che soddisfano le condizioni (i) e (ii). Fissiamo e > 0 tale che
% +e<1l<t—e¢ C C FE un insieme denso e numerabile, e S un sottoinsieme
denso e numerabile dell’insieme

{L R = RY : lineare, J, L > o} :
Per x € C, L € § e j < 1 intero denotiamo con F(z, L, j) l'insieme degli
y € Bi(x) tali che
J
1
<e 4 t) |Lo| < |df,(v)] < (t — €)|Lv| Vo € RF (A.2)

f(2) = fy) = dfy(z = y)l < e|L(z —y)| Vz € Bz(y). (A.3)
Se consideriamo v = z — y dalla precedenti equazioni deduciamo
1|L(2 —y)l <|dfy(z —y)l —€elL(z =y)l < [f(2) = fy) — dfy(z —y)|+

@)= fW=elLz=y)| < |f(2)=fW)] < [f(2)=f W) —dfy (z—y) [+ |dfy (z—y)]
< elL(z —y)[+ (t = )Lz —y)l = t{L(z — y)],

e quindi riassumendo:

LG = )| < 1)~ )] < 1Lz — ) (A-4)

per ogni y € F(z,L,j) e per ogni z € B2(y) N E.

J
Verifichiamo ora che gli insiemi F'(z, L, j) soddisfano la tesi. Per ogni y € E
possiamo trovare L € S tale che

1 —1
Lip(L o dfy_l) < (e + t) e Lip(df,o L7 <t—e
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e possiamo scegliere j e x in modo che z € Bi(y) e

1) = f) = dhle = o) < T le —ul S Lz — )l vz € By(y).

Pertanto y € F(z, L, j) e quindi gli insiemi F'(x, L, j) ricoprono E. Inoltre
siccome F(xz,L,j) C Bi(xz) C Bz(y), per ogni y,z € F(x,L,j) da (A.4)

segue che f ¢ biunivoca in F'(z, L, j). Sempre da (A.4) segue (7). Infatti da
1f(2) = f(y)| < tL(z — y)| segue

e (L1 D) = firw.n (L (@) < HLEL (p) = L7 (@) = tlp — g;

mentre da H|L(z — y)| < |f(2) = f(y)| segue
L(fiptensy @) = Lt (@)] <

<Hf(fipery®) = FFipoy @) = tp = ql.
Dalla Proposizione 1.18, gli insiemi di Borel F'z che, come abbiamo appena
dimostrato ricopromo F e verificano le condizioni (i) e (i7), possono essere
ricoperti £*-quasi ovunque da un’unione numerabile di insiemi compatti e
quindi possiamo considerare gli F; come insiemi compatti. O

Ricordiamo che una applicazione lineare O : R® — R™ si dice ortogonale se
Ox-Oy=z-y Vr,yeR"

ed in tal caso O* o O = Id. Di conseguenza se O : R" — R" ¢ ortogonale
allora la sua matrice di rappresentazione € una matrice ortogonale.
Mentre una applicazione lineare S : R” — R" si dice simmetrica se

x-Sy==Sx-y Vr,yeR"
Di conseguenza la sua matrice di rappresentazione ¢ simmetrica.

Proposizione A.5. (Decomposizione polare) Sia L : R* — RY una
applicazione lineare e k < N, allora esistono una mappa simmetrica S : RF —
R¥ e una mappa ortogonale O : R¥ — RN tale che

L=00oS8.

Da cid segue che L* o L = S0 0* 000 S = S? e quindi J,L = |det(S5)|.
Inoltre, utilizzando la decomposizione polare, dal Lemma A.4 e in particolare
dalle disuguaglianze (A.2) segue

t*TLi < Tpdfe < t*TuL; Yz € E;. (A.5)
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Infatti se scriviamo df, = O o S e L = L; = 0’ oS’ otteniamo
1
¥|O’ 0S| < 0o Sv| <t|0 o Sv| VYveRF

e quindi per ogni w = S’v € R¥, poiché O e O’ sono trasformazioni ortogonali,
vale che

|lf‘ < |So (S tw| < tw).
Dato che By C (S o (S)71)(B1) C By, dalla formula classica di cambiamento
di variabile segue

1 _
% < |det(S o (S")7H)| < tF.
Infine, poiché Jpdf, = |detS| e JpL = |detS'|, vale la disuguaglianza cercata.

Teorema A.6. (Formula dell’area) Sia f : R¥ — RN una funzione
Lipschitziana con N > k; allora, per ogni insieme LF-misurabile E C R¥, la

funzione HO(E N f~1(y)) ¢ HE-misurabile in RY e

/RN H (E nf ”(y)) dH"(y) = /E Tidfs dz.

Dimostrazione. Dividiamo la dimostrazione in 3 parti.

Prima parte: Supponiamo che f sia lineare, ovvero f(z) = Lx allora per
la Proposizione A.5 possiamo scrivere: L = O o S. Vogliamo dimostra-
re che H*(L(E)) = det(S)LF(E). Osserviamo che se det(S) = 0 allora
dim(S(R*)) < k quindi H*(L(R*)) = 0 e 'enunciato ¢ ovvio. Percié suppo-
niamo det(S) # 0. Dal punto (d) del Teorema 3.11 e dalla formula classica di
cambiamento di variabile segue

HML(B,(x)) _ LYS(B,(x)))
LH(By(x)) LH(By(x))

=det(S) Vz € RF p>0

dove nella prima uguaglianza abbiamo usato anche l'ipotesi che O sia un’
applicazione ortogonale. Se chiamiamo v(E) = H*(L(FE)) per ogni £ C R*,
allora v ¢ una misura di Radon e in particolare v << LF. Allora per il Teorema
di Radon-Nikodym esiste g(z) € L! tale che v = g£* e per il Teorema 2.12
vale

v(By()) — det(S)

e quindi la prima parte € dimostrata.
Seconda parte: Sia E' = {x € E : esiste df,, Jxdf, = 0} allora per il
Lemma A.3 H*(f(E')) = 0 e quindi

HUE N f(y) =0 per H* — quasi ogniy € RY.
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Consideriamo ora E = E '\ E'. Applichiamo il Lemma A.4 a E, quindi per
ogni t > 1 esiste una famiglia disgiunta numerabile di insiemi compatti E;
che coprono £F-quasi tutto £. Quindi avremo

HOENf! Z’HOEﬂf Y(y)) HF — quasi ogniy € RY.

Poiché¢, per ogni 4, H°(E; N f~H(y)) = Xf(E,)(y), € quest’ultime sono funzioni
H¥-misurabili, essendo gli £; compatti e f continua, la secondo parte &
dimostrata.

Terza parte: Dal punto (iz) del Lemma A.4 e dalla Proposizione 3.19 segue

H*(f(E)) = H*(fip, o L' o Li(E;)) < t"HF(Li(E)))
HMLi(E;)) = HF (Lio (fis) ™" o (fis)(E)) < "1 (f(E)).

Utilizzando quello che abbiamo appena osservato, quello che abbiamo dedotto
nella prima parte e le disuguaglianze A.5 otteniamo

EBHN(F(B)) < EHNLUE)) = LN E)TL < [ Judf, da

< LNE)JeLi = tPHN(Li(Ey)) < FHM(f(E).

Sommando rispetto a 7, tenendo conto di quanto dimostrato nella seconda
parte, otteniamo

2k Z / dH* (y) =t~ /R SHUEN () dHE ()

< / Tedf, da < 12+ /N HO(E N 1 (y)) dH (y)
E R
e facendo tendete ¢ a 1 la dimostrazione ¢ conclusa. O

Un’importante conseguenza di questo teorema riguarda il caso in cui
f & iniettiva in F, e segue dal fatto che f(FE) & il supporto della funzione
HO(E N f~(y)), infatti in tal caso vale:

HH(F(E)) :/f(E)1 " :/RN HO(Enf(y)) dHA(y /jkdfx dr.

Dalla Formula dell’area segue anche il seguente risultato:

Teorema A.7. (Cambio di variabili) Sia f : R¥ — RY wuna funzione
Lipschitziana con k < N e g : R¥ — R una funzione LF sommabile allora

/Rk 9(2) Tdf, dx = /]RN ( > g(:r)) dH" (y).

zef~y)
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Enunciamo anche la formula di Coarea, ottenuta mediante un procedi-
mento analogo a quello visto per la Formula dell’area.

Teorema A.8. Sia f : R? — R una funzione Lipschitziana e B un sottoin-
sieme o-He-rettificabile di R?. Allora vale

/B IV f ()] da = /]R HL(F71 () N B) dt. (A.6)

Piu in generale, per ogni funzione Boreliana g : 2 — R, vale

/B 9(2)|V f(2)] da = /R / g ) M )
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Convoluzione

Richiamiamo la definizione e alcune proprieta della convoluzione di funzio-
ni, al fine di introdurre la convoluzione di misure, frequentemente utilizzata
in questa tesi.

Definizione B.1. Sia f € LY(R?) e g € LP(R?) con p € [1,00], allora si
definisce convoluzione di f e g la funzione

fro@) = [ fgla—y) dy.
definita in per quasi ogni x € Re. Inoltre f x g € LP(R?) e
1+ gll, < [[f111llgllp-

La convoluzione ¢ un’operazione commutativa e associativa, e il suo
supporto, supp f * g, € contenuto nella somma dei supporti di f e g.

Nel caso particolare in cui f € L} (R?) e g € C.(R?) allora f * g & ben
definita per ogni z € R e f * g € C(R?), o ancor meglio se f € Li,.(R?) e
g € C=(R?) allora f x g € C®(RY).

Supponiamo ora che f € C*(Q), e che a = (ay, ..., ay) sia un multiindice
di lunghezza |a| = oy + ... 4+ ag < k, allora si pone
o o0
Def =

Proposizione B.2. Sia f € C*(R?) e g € L}, (R?) allora f x g € C*(R?) e

D*(fxg)=(D"f)xg conla| <k.

Definizione B.3. Una successione di funzioni (p.)e, si dice famiglia di
mollificatori se pe(x) = € %p(%) dove

peCXRY, p() 20, swpppC B, [ pla)dr=1, p) = p(~a).
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I mollificatori permettono di costruire una famiglia di approssimazioni
regolari di f, in particolare se f € LI (R?), con 1 < p < oo, , allora
f*p. € C®RY) e

lim || f * pe = fllzr(4) =0 VA CC RY.
€
mentre se f & continua f * p. converge uniformemente a f sui compatti di R?.

Questi risultati possono essere estesi alle misure, definendo la convoluzione
tra una misura di Radon e una funzione.

Definizione B.4. Sia p una misura vettoriale di Radon definita nei Boreliani
dell’aperto Q C R e f una funzione continua definita in un sottoinsieme di
R? allora di definisce convoluzione tra f e p la funzione

p f(@) = [ fla—y) duly)

Proposizione B.5. Sia (), una successione di misure di Radon conver-
genti localmente debolmente a i in R e f € C.(R) allora py x f converge
uniformemente a p* f sui compatti di R?

Consideriamo ora una famiglia di mollificatori p., allora la funzione

u*pe(x)zfgpf(x—y) du(y)ze‘dfgpc_y) dp(y)

€

¢ definita in Q. = {z | dist(z,0Q) > €}.

Teorema B.6. Sia pt = (1, ..., 1tp) una misura vettoriale di Radon definita
in Q aperto di R? e (p.)e una famiglia di mollificatori. Allora le funzioni
i * pe appartengono a C*(€2) e

D*(p* pe) = px D%pe (B.1)

per ogni multiindice .. Inoltre le misure . = pux pLE convergono debolmente
localmente in €2 a p per e — 0 e per ogni insieme di Borel E C § vale

/ | * pe|(x) de < |u|(E) con E.={xeQ : dist(z,00) < €}.
B

Dimostrazione. Prima parte. Supponiamo |a| = 1. Sia v € R? allora

0 e (e p) (x4 tv) = (px pe) ()

= lim
t—0 JRd t

pE(CL’ +tv — y) - pe(x - y) d,u(y)
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Poiché p. € C*°, si puo applicare la convergenza dominata, ottenendo

0 . pelrHtv—y) — p(z —y)
%M*pef Rd%g% t

0
duly) = px 5 -pe.

Per induzione sulla lunghezza di «a, |a], si ottiene (B.1).
Seconda parte. Per ogni ¢ € C.(2,R?), dal Teorema di Fubini e dalla
simmetria di p segue

s @) de = [ o(a) ([ pole =) duty) ) da

= [ ([ otwhnto =) dz) dut) = [ (@ p)w) duty)
pertanto,

tim [ ¢ duc=1im [ (05 p) du= [ 6 dp.

e—0

Sia E un Boreliano di ) contenuto in €2.. Allora, portando i moduli dentro
I'integrale ed usando il Teorema di Fubini, si ottiene

[l pd@ do = [ | pla =) duty)| dz

<t [ ([o(32) dlt) do=c [ ([ o(222) dr) diiw)

< [ (Lar(F5Y) de) dinltw) = (B,







Appendice C

Curve e ipersuperfici in R4

In questa sezione vengono ripresi alcuni concetti di geometria differenziale
necessari per la comprensione e lo studio delle superfici minime.
Partiamo dall’analisi di curve parametrizzate secondo la lunghezza d’arco.

Definizione C.1. Una curva k-regolare parametrizzata secondo la lunghezza
d’arco é una funzione
7 [a, b — R?

di classe almeno C* e tale che a = 0 e b = | =lunghezza della curva.
Si definisce versore tangente alla curva in r(s), il vettore

Il versore normale invece lo si trova mediante la derivata seconda

r(s) = 7 Tr(s) = kr(5)7i ()

dove k.(s) € la curvatura legata alla variazione del versore tangente o del

versore normale, n.(s), nel senso che d;; -7, = k,. 87 definisce curvatura
orientata il valore L,
r'xor
7 7P

che si distingue dalla curvatura positiva, calcolata semplicemente k,(s) =
[ ()11

Quanto abbiamo appena detto sulle curve ci servira per comprendere la
nozione di piano tangente e versore normale ad una ipersuperfice.

Definizione C.2. Sia ¥ C R un’ipersuperficie. Si definisce vettore tangente
a ¥ in p il vettore della forma 1'(0), dove r : (—e¢, +¢€) — R% ¢ una curva di
classe C* tale che r(0) = p e r(—¢,+€) C X.
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L’insieme di tutti i vettori tangenti a > in p ¢ uno spazio vettoriale di
dimensione d — 1 detto spazio tangente a ¥ in p ed ¢ denotato con T,%.
Osserviamo che se ¢ : U C R — ¥ & una parametrizzazione locale di

¥ centrata in p, e supponiamo {ey,...,eq_1} la base canonica di R?, allora
O¢ I\ & ;
(Bm s azd,l) ¢ una base di 7).

Definizione C.3. Due parametrizzazioni locali di una superficie %
Ya Uy CR™' Y e ps:Us CRT' = %
sono equiorientate se

goa(Ua) N 305(U5) =0 0 detj(gogl o gpa) > 0.

Diremo quindi che una superficie ¥ é orientabile se esiste un atlante di X
composto da parametrizzazioni locali a due a due equiorientate.

In altre parole possiamo dire che una superficie & orientabile se riusciamo
a distinguere due facce, una interna e una esterna; per esempio il Nastro di
Moebius non e orientabile.

Definizione C.4. Il campo dei versori normali a ¥ € un’applicazione
ny: 2 —R

di classe C*, tale che, per ognip € 3, nisy(p) € ortogonale a T,X, e ||ns(p)|| =
1.

Osserviamo che un campo di versori normali su X esiste se e solo se la
superficie e orientabile.

Lo spazio euclideo R? & fornito di un prodotto scalare ed essendo 7,2
un suo sottospazio, possiamo considerare su esso il prodotto scalare definito
positivo, (-, -),, indotto dal prodotto scalare canonico.

Definizione C.5. Si definisce Prima Forma Fondamentale, la forma qua-
dratica definita positiva

L, : T, — R tale che I,(v) = (v,v), = ||[v||* > 0 Vv € T2

Vediamo ora come definire le curvature di una superficie.

Sia ¥ un’ipersuperficie, p € 3, T,% lo spazio tangente e fix(p) € R? il
versore normale ortogonale a 7,>. Sia v € T,X di lunghezza unitaria e sia
H, il piano generato da {v,nx(p)} passante per p. Allora possiamo definire
la curva r regolare parametrizzata rispetto la lunghezza d’arco con r(0) = p
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avente come sostegno l'intersezione H, N X, nell’intorno di p. Orientando 7 in
modo opportuno, 7,.(0) = v e si definisce curvatura normale di 3 in p lungo v,
la curvatura orientata in p della curva r. Questo discorso mostra che ci sono
infinite curvature in un punto p € ¥, una per ogni sezione che si considera.

Vediamo ora in che modo possiamo calcolare le curvature di una ipersu-
perficie.

Un primo modo consiste nel considerare la seconda forma fondamentale,
una forma quadratica simmetrica

I, : T,% x T, — N,(5);

Infatti II(v, v) - iy € il valore della curvatura della curva che si ottiene inter-
secando ¥ con il piano generato da {7y, v}. La seconda forma fondamentale
viene anche rappresentata come

(v, w) = A(v,w) - iy, con A : T, x T,¥ — R;

pertanto fissato una base ortonormale (vy,...,v4—1) di 7,3, la forma qua-
dratica A € rappresentata da una matrice (d — 1) x (d — 1) simmetrica
diagonalizzabile e i cui autovalori coincidono con le curvature principali

ky < ... < kg

Si definisce curvatura media di 2

1
d—1

Tr(A) = L(k1_|_...+kd_1)

Hs =
> d—1

anche se in certi casi si parla di curvatura media intendendo semplicemente
la traccia di A.

Un altro modo per determinare le curvature di una ipersuperficie consiste
nell’introdurre le derivate tangenziali.

Sia ¥ un ipersuperficie di R? e f : ¥ — R. Si definisce gradiente su ¥ di
f, il gradiente di f privato della componente normale:

Vsf:=V[f— (V[ ng)ny

dove Vf = (a%v cee a%)' In altre parole, si definiscono le derivate parziali

suY, oF, ..., 07
d
5 =07 =0; =Y (ns;0;) s,

J=1

e si introduce

d
divs f =S 6:f.
=1
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Allora si dimostra che
diVEﬁE = (d — 1)HE = kl + ...+ kd—l (Cl)

dove k; si ottiene intersecando ¥ con il piano generato da {ns,v;}, ed in
particolare coincide con la derivata di ny, in direzione v;.

Consideriamo ora una ipersuperficie ¥, non parametrica, grafico della
funzione u : A C R%! — R quindi

Y={(y,uly)) : ye A},

Sia (e1,...,eq_1) una base di R%"1 la curva sull’ipersuperfice passante per
xo = (Yo, u(yo)) nella direzione di e; coincide con la funzione

ri(t) = (yo + tes, ulyo + te;))
le cui derivate sono

/ . ou I o 9%u
ri(t) = (e;, a—%(yo +te;)), ri(t) = (0, a—y2(yo + te;)).

7

Poiché
1

1/1+]Vu]2<

dove k ¢ la curvatura positiva e n la normale principale alla superficie, si
ricava

—Vu,1)

" = a7 +0%kihy e fy =

ERURCATS) RIS AT S
oy A var 0w Ty [Vl

Inoltre utilizzando (C.1) si ottiene

div (V”) = (d — 1)Hs.

V1+[Vul?

1 _
B(yo) = (" ) =



