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Capitolo 1

Lo spazio di Wiener

In questo capitolo ci occuperemo dello spazio di Wiener classici;

1.1 Costruzione della misura di Wiener

Premesso cié, su Q = R si definiscono gli insiemi cilindrici w come segue: si fissa un
numero finito h di istanti F[0,1], F = {t1,t2,...,th} con 0 < 1 <t < ... < t, < 1le
indichiamo con 7 : Q — R¥ la proiezione

mr(w) = (w(t1),...,w(ty)).

Si definisce quindi per ogni B € o = o(n15' (B(R™))), B = 7' (B), la misura

- 1 B S ek e Vi
nr(B) = VTt (t —t1) o (b — taet) /E}eXp( o 2t —tay) )da

Introduciamo un po di notazione; dati due insiemi finiti F € G C [0, 1], denotiamo con
nar : RS — R la proiezione naturale La famiglia di misure cosi definite al variare di
F C [0,1] insieme finito soddisfa le seguenti;

Possiamo quindi applicare il Teorema di Kolmogorov 77
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Capitolo 2

Spazi di Wiener astratti

In questo capitolo ci oppuremo della definizione e della descrizione delle prime proprieta
degli spazi di Wiener astratti.

Iniziamo col fissare alcune notazioni; denoteremo con €(X) la o—algebra generata dagli
insiemi cilindrici, mentre con Z(X) la o—algebra degli insiemi Boreliani. Se X & separabile,
le due o—algebre coincidono.

Con spazio di Wiener astratto si intende una terna (X, H,~y) dove X & uno spazio di
Banach (per noi separabile), H uno spazio di Hilbert e v una misura Gaussiana centrata.
Per misura Gaussiana centrata si intende una misura di Radon su X con la proprieta che
per ogni z* € X, la legge 277 ¢ Gaussiana su R.

Una misura € univocamente determinata dalla sua funzione caratteristica, o trasformata
di Fourier;

i) = (@) = Bl ) = [ D), ate X

Abbiamo raccolto in appendice alcune proprieta della funzione caratteristica che ci sono
utili in questo corso. Ricordiamo qui il seguente risultato.

Teorema 2.1 Una misura v su uno spazio di Banach X é Gaussiana se e solo se esistono
L: X* — R mappa lineare e B : X* x X* — R bilineare simmetrica tale che x* — B(z*,z*)
forma quadratica non—negativa tali che
;y(x*) _ eiL(a:*)féB(x*,x*).
DIMOSTRAZIONE. Supponiamo -+ sia Gaussiana (non necessariamente centrata); quest significa
che ogni z* € X* eistono a,v(z*), o(z*) € R tali che

(2.1) 2y = N (as (@), 0 (@")).
In particolare, se ne ricava che
. 1 lt—ay(2*)|?
/ 2" (z)[*dy (z) = 7/t26 206 dt < 400,
X 2mo(x*) Jr

e quindi z* € L?(X,~). Possiamo quindi definire L e B
L(z™) ::/ z*(z)dy(z) = ay(z7), " e X",
X

Ba",y") = /X ("(2) - L) (4" (@) — L)) dy(a), oy € X*.
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In questo modo, le richieste su L e B sono soddisfatte e (2.1) segue semplicemente notando che
B(z*,z%) = o(z").

Viceversa, supponiamo v soddisfi (2.1); allora la funzione caratteristica di p.~ = x}7, grazie
alla definizione di legge, ¢ data da

X . ) * - ) wy E* I
ﬂz* (é—) _ / ezftduz* (t) — / ezfz <z)d’y(l’) _ ezL(&z )*%B(Ez x™) _ ezEL(m )773(1 T )’
R X

che equivale alla richiesta che p,+ sia Gaussiana di media L(z") e varianza B(z™, z"). ]

Notiamo che la misura ¢ centrata se e solo se L = 0, cioe a,(z*) = 0 per ogni z* € X*.
Dalle proprieta della funzione caratteristica, la misura & centrata se e solo se

v(A4) = ~(-4), VA € B(X).

Infatti, la trasformata di Fourier della misura pu(A) = y(—A), che & la misura immagine
p = Ty tramite la mappa lineare T' : X — X, T'(z) = —z, ¢ data da

@) = [ e Oduta) = [ e D) = 5.

Avremo quindi che p = v se e solo se L = 0, grazie al fatto che due misure coincidono se e
solo le funzioni caratteristiche coincidono.

Notiamo tra l'altro che se 71 e 72 sono due misure Gaussiane su X, allora la misura
Y1 ® 2 € Gaussiana su X ® X e

B’Yl®'72 (x* ® y*) = B,, (Z‘*,l‘*) + B, (y*ay*)

Infatti, prendendo la funzione caratteristica sugli elementi della forma z* @ y*, x*,y* € X*,
si ottiene

1 ® Yo (z* ® y*) =/

XxX

:/ Elx*(z)d’yl(x)/ GZy*(y)d'yQ(y) :efé(B.”(I*,m*H»B,YQ(y*,y*)).
X X

OV @) gy @ vy (,y) = / e @ e W) dryy @ o ()
XxX

Lemma 2.2 Dato X spazio di Banach separabile, la misura v ¢ Gaussiana centrata se e
solo per ogni ¥, la legge di v ® v mediante l'applicazione Ty : X x X — X,

Ty(z,y) = sinvzx + cos Jy

coincide con vy, cioé Typy @y = 1.
Inoltre, se definiamo Ry : X x X — X x X,

Ry(z,y) = (cos¥x + sen Py, — sen Yz + cos vy),
allora la legge di Ry coincide con v ® 7.

DIMOSTRAZIONE. E sufficiente considerare la funzione caratteristica della misura w="Touy®"
Ay ok iz* (z isin 9z ™* (z)+cos 9z
i) = [ Caute) = [ O 0y 50y,
b'e XXX

Quindi se v & Gaussiana, anche v ® v & Gaussiana O



Si potrebbe anche dimostrare che le precedenti condizioni definiscono precisamente le
misure Gaussiane, nel senso che se 7 & Gaussiana se e solo se le precedenti condizioni
sono verificate. In questo corso non siamo interessati a questa caratterizzazione, e quindi
rimandiamo a Bogachev [?] per la dimostrazione di questo fatto.

Teorema 2.3 (Fernique) Sia X spazio di Banach separabile e v misura Gaussiana cen-
trata su X ; allora esiste o > 0 tale che

/ eo‘l‘xl‘2d’y(a:) < 400.
b's

DIMOSTRAZIONE. Dati ¢, s > 0 numeri arbitrari, grazie la Lemma 2.2, con ¢ = 7/4, otteniamo
che

WBNB) = [ vt = / a7 & (2,y)
Bex B¢ {lz—yll<tv2yn{llz+yll>sv2}
S/ dy @ ~y(z,y)

(> 230 llyl> 224 )

dato che
+vy y—x T4y y—
vaian = |2 - [ |- £ - | 2o
I=ll = V2 V2 V2 NoH e

In definitiva,

Sia ora 7 > 0 in modo tale che

se ¢ = 1, allora il teorema segue. Altrimenti, se ¢ < 1, definiamo

1 c

a:247'2 nl—c

e costruiamo la succession
to=7, tn=T4+ta1V2, n €N.

Dato che

tn =71+ V2) (V2" — 1),
se definiamo
1 nC
DPn = E’Y(Btn)7

da quanto visto sopra, si ricava che

Dn S pi—la

%B;)Sc(l_c)f.

C

da cui il fatto che
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Se ne conclude quindi che
2 2 > 2 _ _
/ 21 gy () S/ 1 dy(@) + 3 e ein(Byy, \ Brn)
X T n=0
2 e 2
<ce® + Z eat"“w(Bfn)
n=0

2 > 1—c 2" 2 V/3)22m
SC@QT + ZC ( ) e4a7 (1++v2)<2
n=0

C

)
2 n l1—c 2 2
—ce®” ++C§ :62 (In =S +4at (1+v2)?%) < +o0.
n=0

O

Come corollario del Teorema di Fernique si ha che valgono le seguenti proprieta; per ogni
x*,y* € X*, dato che stiamo supponendo 7 centrata

[Ry (27)(y")] < /X =" () [ly™ (@)|dy () < llz*[[[ly"| /X lz|*dy(z) < Cllz*[[ly* |
con
¢ = [ JalParia)
X
costante che dipende solo da X e da . In particolare, dato che
Ry (a*)(y") = y* (Qa")
con @ : X* — X, ne deduciamo che ) & un operatore simmetrico, definito positivo e

limitato. Vedremo in realta che @ € anche un operatore compatto.
E inoltre ben definita la media della misura 7 nel senso di integrale di Bochner

avz/Xxd'y(x).

Possiamo quindi definire le seguenti funzioni:

o) = [ a @i

detta media di 7 relativa a z* € X* e
V(@) = Ry) ) = [ (0@ = () (07 (@) = 7))o a)

detto operatore di covarianza di « relativo a z*,y* € X*.
Come abbiamo visto, X* & contenuto nello spazio L?(X,~); si definisce quindi il repro-
ducing kernel della misura «

=X = llezoxy
la chiusura in L?(X,~) di X*. Si definisce inoltre la norma
hlg = |hla(y) = sup{z™(h) : 2" € X7, Ry (2%)(2") < 1}
e lo spazio di Cameron-Martin
H=H()={he X :|hlg} < +oc0.

Abbiamo il seguente lemma
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Lemma 2.4 Un vettore h € X appartiene allo spazio di Cameron—Martin H se e solo se
esiste g € H = X7 tale che h = R, (g); in tal caso si ha pure che
Ihla = llgll2x.)-
DIMOSTRAZIONE. Supponiamo |h|g < +00; allora il funzionale lineare
x* — z"(h)
¢ tale che

2" ()] < [hlu Ry (27)(27) = IhIH/ (" (z) — ay(27))*dr(2).

X
Ciog il funzionale & limitato in L?(X,) e quindi pud essere rappresentato da una funzione g € X7,

2 (k) = /X (@"(2) — as(2*))g(@)dy (z)

grazie al Teorema di Riesz. Quindi h = R,(g). L’implicazione inversa ¢ immediata. ]

Per convenienza di notazione, per ogni h € H denoteremo con h 'elemento di X per

cui R, (h) = h.
Quanto visto implica che lo spazio di Cameron—Martin eredita un prodotto scalare

e /X h(a)h(2)d ()

in modo tale che |h|y = |\71||L2(X77).
L’importanza dello spazio di Cameron—Martin risiede nei due seguenti risultati.
Nel prossimo teorema indicheremo con ~; la misura

W(A) =1A—h), heX.
Teorema 2.5 Sia X spazio di Banach separabile e v misura Gaussiana.

1. Se h € X ¢ tale che |hlg < o0, allora v e 7y, sono equivalenti con densita data da

Qh(x) = eil(x)—%\hﬁ;’

2. Seh € X étale che |h|g = oo, allora le due misure vy e v, sono mutuamente singolari.

DiMOSTRAZIONE. Il fatto che g € X implica che la funzione el9@! & integrabile rispetto a 7.
Tale affermazione & ovvia se g € X™; il caso generale segue per approssimazione.

Quindi, la misura v, € una misura finita. Fissiamo quindi z* € X* e definiamo per z € R la
seguente funzione:

o(z) =eir o) / (@ @)=ar ()20 gy ()
X

it ()= 30(9)? o (27)? = 3520 (9)*+2 Ry (9)(@7)

dato che z* — ay(z*) — zg € XJ. La funzione ¢ ammette quindi un’estensione olomorfa a tutto
C e per z = i si ottiene (i) = 94(z"), da cui la prima parte del lemma. La seconda parte segue
semplicemente dal fatto che

z*(h) = R, (h)(z"), vzt e X,
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Supponiamo invece che |k = +oo; se si fissa F C X* e nr : X — R la proiezione finito-
dimensionale, si nota che

= A(X) 2 () mpn) — TEay|(RY).

La condizione |h|z = oo implica che per ogni n € N esiste f € X tale che Ry (f)(f) =1e f(h) > n.
Usiamo quindi la stima precedente con F' = {f}; usiamo inoltre il fatto che 1 = wpxvy & Gaussiana
in R determinata da A4(0,1), g2 = (Tr#7) s(n) € assolutamente continua rispetto a p1 con funzione
di Hellinger data da

_f(?
8

H(py, pz) = e

Quindi, per le proprieta della funzione di Hellinger, se ne deduce che

f(n)2 n?
ln = ol (R) > 2(1— €75 ) 2 2(1— ™ %),

Passando al limite per n — +00, se ne deduce che

Iy =I(X) =2,
e quindi le due misure sono singolari tra loro. ]

Vediamo alcune proprieta dello spazio di Cameron-Martin.

Teorema 2.6 Sia X uno spazio di Banach separabile di dimensione infinita e v una misura
Gaussiana centrata. Allora:

1. la palla unitaria di H, B
B ={heX:|ng<1

e debolmente compatta ed H ¢ uno spazio di Hilbert che si immerge con continuita in
X .

)

2. H coincide con l'intersezione di tutti © sottospazi lineari di X di misura piena;
3. v(H) =0.

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo z* € X*; quindi se h € Bf,
|z" (h)| = ‘/X z*(z)h(@)dy(@)| < [IfllL2(x.)-

Quindi la mappa z* ¢ limitata in B¥, ciod quest’ultima & debolmente limitata. Sia ora h € B
limite debole di una successione (h;); € B{'; quindi, se 2* € X* & tale che ||z*||;2(x ) < 1, se ne
ricava che z*(h) < 1 dato che

z (h) = jl&gloox (hy).
Quindi h € Bff, quindi abbiamo anche la sequenziale debole chiusura di Bff. Da cid se ne deduce
che immersione di H in X & continua. Quindi I'insieme debolmente compatto B¥ di H & anche
debolmente compatto in X.

Veniamo alla seconda parte del teorema; sia L un sottospazio di X con y(L) = 1. Se h € H,
dato che 7, ¢ equivalente a -, se ne deduce che v(L — h) = 1. Questo implica che h € L, altrimenti
come applicazione del teorema di separazione tra h ed L, troveremmo un z* € X* per cui z*(L) =0
e z*(h) = a > 0. Troveremmo quindi che I'insieme

A:{CL‘GXZJ?*(CL‘)>%}
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ha misura positiva e non interseca L. Abbiamo quindi dimostrato che se un sottospazio ha misura
piena, contiene H; mostriamo ora che
n e

y(L)=1

Basta far vedere che per ogni h ¢ H esiste L per cui h ¢ L e y(L) = 1. Dato che h & H, |h|g = o0
e quindi per ogni n € N esiste z;, € X* per cui o(z*) =1 e 2*(h) > n. Definiamo quindi

L={zeX: Z z) < +oo};

tale insieme & uno spazio lineare e dato che

Zn2/|xn Y dvy(z \/72—<+oo

allora y(L) =1eh & L.
Dimostriamo infine che y(H) = 0; dato che X ™ ha dimensione infinita, possiamo trovare z;, € X*
ortonormali in L?(X,v). L’insieme

A={zx € X :supl|z,(z)| < M}
neN

ha per ogni M misura nulla. Infatti, esso & contenuto, per ogni k € N nell’insieme

Ay ={z € X: sup |z,(z)] < M}
1<n<k

1 _lz|? k
A = — e 2 dr=(m —A47Af
W=t [ (1 (=, 20))

con 71 misura Gaussiana in R determinata da .47(0,1), e quindi per ogni M > 0, »1 ([-M, M]) < 1
Quindi I’insieme

{reX: an ? < 400}

ha misura nulla e contiene H dato che per ogni h € H

gmr’(h)ng(/x A(@)h(z)d ) Z”h”LZ(Xm = [hl.

dato che z;, & una base ortonormale di X7. ]

2.1 Il semigruppo di Ornstein-Uhlenbeck

In questa sezione introduciamo uno strumento molto importante nelle applicazioni succes-
sive; esso ¢ definito per ogni funzione u € L!(X,~ dalla formula di Mehler

Tyu(z) = /XU(e‘tw+ 1 —e~2ty)dy(y).

Raccogliamo nel seguente teorema le principali proprieta del semigruppo di Ornstein—
Uhlenbeck.
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Teorema 2.7 Sia X uno spazio di Banach separabile e v una misura Gaussiana centrata.
Allora:

1. per ognip > 1, (T})i>0 € un semigruppo fortemente continuo di operatori con norma
1Tl 2 (L (x,y)) = 15
2. per ognih € H euw € LP(X,v), p > 1, la funzione
h— Tyu(x + h)
e continua in H;
3. per ogni h € H e per ogni u € LP(X,~), p > 1, la funzione Tiu(x) & derivabile in
direzione h, cioe

d A
F0nTyu(z) = d—ETtu(x + &h)jep =€ / ule 'z + /1 — e 2ty)h(y)dy(y).
b'e

DIMOSTRAZIONE.

1. E immediato verificare che T;1 = 1 e che
ITeullLrx .y < llullexq)
dall’invarianza per rotazione della misura Gaussiana. Questo implica che
ITell 2 e x 7)) = 1-
11 fatto che (T%):>0 sia un semigruppo si dimostra grazie all’invarianza della misura rispetto

alle trasformazioni
_s V1—e 2t V1—e 2
\/1 _ e—2z—23y + \/1 e 2t—2s z

(y,2) —e

Da questo si ricava infatti che

T,(Tou)(z) = /X Tou(e "z + /1 — e 2y)dr(y)

:/ w(e " Tz 4 e V1 — e 2ty + /1 — e 252)dy @ v(y, 2)
XxX

:/ u(e™ "z 4 V1 — e 2-25y)dy(y) = Ty su().
XxX

Si vede facilmente inoltre che T; & autoaggiunto in L?(X,v) e inoltre che il semigruppo &
non—-negativo.

I1 fatto che sia fortemente continuo, basta prima considerare funzioni continue e limitate; per
tali funzioni la continuita di
t—Tif

come funzione a valori in L?(X, ) & immediata dal teorema di convergenza dominata. Il caso
generale si ottiene per apprissimazione e per la limitatezza in LP(X, ).

2. Notiamo anzitutto che la funzione

y ule 4+ /1 — e 2ty)
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appartiene ad L?(X, ) per v-q.0. € X. Basta quindi dimostrare che la mappa

@:hr /X g(y + h)dv(y)

& continua in H. Possiamo pero scrivere

o(h) = /X o)M= 31 4 ()

e per ogni ¢ > 1 la mappa
P AL

¢ continua da H ad L(X,~), da cui la continuita di .

2.2 Slicing ed approssimazioni finito-dimensionali

Possiamo definire le approssimazioni finito dimensionali di funzioni v € LP(X,~). Definiamo
le funzioni cilindriche;

Dato h € H, possiamo definire la mappa misurabile m,(z) = h(z). Tale funzione ha
legge Gaussiana. Definiamo quindi F = span(h) C H, Xr =span(h) C X, F- =ht C He
XI% = X/Xp. Glispazi Xp e XI% sono spazi di Banach, la legge delle funzioni [y : X — Xp
ellp: X — X&

Mp(e) =2 Tlh(z) =y,

dove la decomposizione z = y + z deriva dalla somma diretta di X = Xp @ X7 hanno
entrambe legge Gaussiana. Si puo vedere che gli spazi di Cameron-Martin di vp = Hppy
R HI%#V sono dati rispettivamente da F' e F-. Da questo si deduce anche che

v =9F ®F.

2.3 La legge zero-uno
In questa sezione vogliamo arrivare alla dimostrazione del seguente risultato.

Teorema 2.8 Sia X spazio di Banach separabile e v una misura Gaussiana centrata. Se
L e un sottospazio affine v—misurabile di X, allora

o vy(L) =0 oppure v(L) = 1.

Teorema 2.9 Sia X spazio di Banach separabile e v misura Gaussiana centrata; se A €
PB(X) & un insieme tale che

Y(A+ h) =~(A), Vh € H,
allora o y(A) = 1 oppure v(A) = 0. Inoltre, se f é una funzione y—misurabile tale che
flx+h) = f(z), Vh e H,

allora f coincice q.o. con una costante.
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DIMOSTRAZIONE. Sia {h;};en una base ortonormale di H. Allora, per ogni n € N, la funzione

F(t1, . ,tn) :’Y(A — tlhl 4+ ... — tnhn)
n R 1 n
= [ e (S ths@) - 5 36 ) dr)
A =1 2 =1

& costante. Quindi, per ogni scelta di interi non—negativi mi, ..., m, non simultaneamente nulli se

ne deduce che
8m1+4.4+mnF

—(0,...
ot ...{%?”( ’
da cui il fatto che

/X Hoy (b1 (2)) - Hony () (2) by () = 0,

dove abbiamo indicato con H; i polinomi di Hermite. Quindi la funzione caratteristica x4 &
ortogonale a tutti i polinomi di Hermite non costanti, cioe x4 € costante.
Per l'ultima parte del teorema, basta considerare gli insiemi {f < c}. ]

Corollario 2.10 Sia X spazio di Banach separabile e v misura Gaussiana centrata; allora
se A€ B(X) é tale che
YA\ (A+h)) =0, Vh € H,

0v(A) =1 oppure v(A) = 0.
DIMOSTRAZIONE. Dato che se h € H, anche —h € H, se ne deduce che anche
v(A\ (A—=h)) =0, Vh € H.
cioe y((A+ h) \ A) = 0. Quindi
v(A+ h) =~(A), Vh € H.
Quindi possiamo applicare il precedente Teorema. ]

Ovviamente come corollario, possiamo anche ricavare che se A € un insieme y—misurabile
tale che
A + Thj = A

a meno di insiemi y-trascurabili, con r € Q e {h;};en base ortonormale, allora o y(A) =1
oppure y(A) = 0.

DIMOSTRAZIONE. [ Teorema 2.8] Supponiamo L sottospazio lineare; possiamo anche supporre
L € #(X). Definiamo le due mappe p1,p2: X x X = X,

pi(z,y) = =, p2(x,y) = y.

Tali mappe hanno legge ~, cioe
DigY @Y =7

come facilmente verificabile mediante trasformata di Fourier. Definiamo quindi gli insiemi
An ={(z,y):x € Ly N {(z,y) :y+nx € L}, n € N.

E immediato verificare che per n # m, A, N Ap = 0. Infatti se z + ny,z + my € L, allora per
linearita (n—m)y € L; ma se n # m, allora y € L, da cui, siccome z+ny € L, si ricaverebbe x € L.
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Notiamo che

—

(p1+np2)py @v(z™) = [ € Dd((p1 + np2)xy @ 7) (@)

eiﬂﬂ*(171(ﬂbyy)-‘-?’t;nz(ﬂﬁ,y))d,y ® ,y(x’ y)
XX

eiﬂC*(90)-!—7w'90*(3u))d,y ® y(z,y)
x X

= [ & D) [ D)
X

X

Il

[=*]] [=*|

,L‘ 2 ,ﬁ‘ 2
—e 2 L2(X,v)e 2 L2(X,7)

14n2 ) 2
— ||z
—e 5— |l HLQ(X,{)_

D’altra parte

VI @906 = [ ¢ /Ty o i)
X
:/ eim*(mpl(w;y))d,},@fy(m’y)
XxX
:/ VI @) g @ (2, )
XXX

n2

—
T2 (x

Quindi le due v.a. p1 + np2 e V14 n2p; sono equidistribuite. Inoltre, dato che z,y € L se e solo
se z,y + nx € L per ogni n € N, ricaviamo che
Y@y(An) =y @v({(2,y) ry +nx € L}) —y@v({(2,y) : 2 € L} N {(x,y) s y + nx € L})
=y @v({(z,y) : V1i+niz e L}) —v@y({(z,y) :x € L} n{(z,y) : y € L})
=y @({(z,y) 1w € L}) =y @ v({(z,y) : = € L})*
=v(L) = (L)

Dato che gli insiemi A,, sono disgiunti, se ne deduce che y(Ay) = 0, e quindi che (L) € {0,1}. [

2.4 Funzionali lineari misurabili

In questa sezione vogliamo studiare in maggior dettaglio le proprieta delle funzioni di X7;
vedremo in particolare che tali funzioni altro non sono che funzionali lineari misurabili,
secondo la seguente definizione.

Definizione 2.11 (Funzionali lineari misurabili) Data una misura Gaussiana v su di
uno spazio di Banach X, diremo che f ¢ un funzionale lineare misurabile o ~y-funzionale
lineare misurabile se esiste un sottospazio lineare L di misura piena ed un funzionale fy
~v-misurabile e lineare su L tale che f = fy v—q.o..

Si puo sempre supporre che fjy sia definito e lineare su tutto X; per fare cio bisogna
utilizzare la nozione di basi di Hamel, e quindi non approfondiremo qui il concetto.
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Un esempio di funzionale lineare misurabile ma non lineare ¢ dato dal funzionale

o0
x) = Z CnTn
n=1

definito su X = R con (c,)nen € [%. La serie precedentemente definita converge ~y—
quasi ovunque, se per 7 si prende la misura ottenuta come prodotto numerabile di misure
Gaussiane standard su R. Tuttavia, il funzionale f & lineare in senso stretto solo sulle
successioni (x,, )pen con solo un numero finito di elementi diversi da zero.

Iniziamo con un paio di lemmi.

Lemma 2.12 Per ogni p € (1,00), per ogni r > p e per ogni f € L"(X,7), la mappa
H>hw— f(-+h) e LP(X,y)

¢ continua da H in LP(X,~y) nella norma di H. Nel caso p = 1, la stessa conclusione si
ottiene per ogni f € L=(X,~).

DIMOSTRAZIONE. La dimostrazione si fa per aprrossimazione cilindrica; sia infatti f € FCy(X);
allora la dimostrazione si ricava grazie al teorema di convergenza dominata.

Per f € L"(X,7), si considera f; € FCu(X) convergente ad f in L"(X,~). Fissiamo ¢ ed s in
modo tale che

1
tp = -
p=r, n +
Dato che

ricaviamo che

/|fx+h ~ fi@+ By (e /|f 2) [Pt @10 g ()

</ @ )" dv(w))% (/Xesfw)élh%{d,y(x))i
(/ (@ x)|"dy(x ))%esgl“l%r.

Siccome la precedente quantitd tende a 0 uniformemente per h € H con |h|g < R per ogni R > 0,
otteniamo la continuita in L™(X, ).
Nel caso f € L*™(X,~), si prendera f; che converge ad f in misura con || fj|leo < ||f]co- O

Lemma 2.13 Sia A un insieme misurabile con y(A) > 0; allora esiste v > 0 tale che
BY c A- A

DIMOSTRAZIONE. La funzione
h—=~v(A+h)NA)

¢ strettamente positiva per h = 0 e continua grazie al lemma precedente dato che
Y(A+h)NA) = / 1a(z — h)la(z)dy(x).
b's
Quindi la continuita implica esistenza di r > 0 per il quale

Y(A+h)NnA)>0, VheB.
Per tali h si deve avere quindi h € A — A. O
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Possiamo quindi enunciare il seguente risultato.

Proposizione 2.14 Sia X spazio di Banach separabile e vy una misura Gausssiana centrata.
Se [ & un funzionale lineare su X ~y—misurabile, allora la sua restrizione ad H é continuo
nella norma di H.

DIMOSTRAZIONE. Basta considerare gli insiemi
Vn:{fﬁ’fZ}7 n € N.

Tali insiemi hanno misura positiva per qualche ng € N, quindi per il lemma precedente esiste r > 0
tale che
Bf - Vno - Vnov

da cui il fatto che

sup |f(h)| < 2no.
heBH

O

Qui abbiamo dovuto richiedere la definizione di f su tutto X, in quanto H ha misura
nulla; vedremo perd che i valori su H determinano univocamente i funzionali lineari -
misurabili.

Lemma 2.15 Sia X spazio di Banach separabile e v misura Gaussiana centrata; sia f € X}
un funzionale lineare proprio, allora

F(h) = [Ry(f), Wl = /X F@h@)dy,  VheH

DIMOSTRAZIONE. La seconda uguaglianza e la definizione della norma in H; per la prima, si
consideri (z})jen C X* convergente ad f in L*(X,v) e sia h € H. Allora

zi(h) = /X 2 (2)h(x)dr(x.)

A destra possiamo passare al limite per j — oco. Possiamo quindi supporre che 27 — f q.0.; se
definiamo
L={reX: f(z)=1lim)j5ez; ()},

otteniamo un sottospazio lineare di misura piena, e quindi H C L. Quindi f(h) = lim;_, 2] (h).

O

Corollario 2.16 Sia X uno spazio di Banach separabile e v una misura Gaussiana centrata;
se una sucessione di funzionali lineart propri f; converge a zero in misura, allora i funzionali
lineari continui fj|H convergono a zero in norma H.

DIMOSTRAZIONE. La convergenza in misura implica, per la Gaussianita, la convergenza in
L*(X,v). Quindi

1f5(R)] < /X |f@)1h(@)ldy(x) < Ifill 2 xlhla, — Vhe H.

Da cio si ricava che

|filag = sup Ifi(W < fillL2(x,y) — O
h€H,|h|g<1
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Proposizione 2.17 Sia X spazio di Banach separabile e vy una misura Gaussiana centrata;
dati due funzionali lineari y—misurabili f e g, allora o essi differiscono q.o., oppure coinci-
dono q.o. Se poi f e g sono lineari propri, allora f e g coincidono q.o. se e solo se f =g
su H.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che f e g siano lineari propri; allora il sottospazio lineare

L={f=g}

¢ misurabile. Grazie alla legge zero-uno (vedi appendice), abbiamo che o v(L) = 0, o y(L) = 1.
Nel secondo caso, si ha anche che H C L e l'ultima parte segue dal Teorema 2.9

Dalla continuita in H e dal precedente Teorema, si ricava che se un funzionale lineare
~y—misurabile & nullo su di un sottospazio denso di H, allora esso € nullo y—q.o.
Chiudiamo questa sezione con il seguente Teorema.

Teorema 2.18 Sia X spazio di Banach separabile e v misura Gaussiana centrata. Le
sequenti condizioni sono equivalenti:

1. f & un funzionale lineare v—misurabile;
* .
2. fe X7
3. esiste una susccessione (ch)jeN C X* convergente ad f in misura.

DIMOSTRAZIONE. L’implicazione 2. = 3. & ovvia.
Se poi (2})jen C X* converge in misura ad f, allora a meno di sottosuccessioni abbiamo
convergenza d.0.. Sia quindi
L={reX:3 lim z}(z)}.
{ lim_ 5 (@)

Tale spazio ha misura piena e possiamo quindi definire

fo(z) = lim zj(z), z € L.
Jj—+oo
Quindi 3. = 1..

Vediamo infine 'implicazione 1. = 2.; sia quindi f funzionale lineare misurabile e senza ledere
in generalitd possiamo subito supporre che f = fo. Grazie al Teorema di Fernique, f € L*(X,~)
e grazie al Teorema 7?7, f & continuo su H. Fissiamo quindi una base ortonormale {h;};en di H.
Possiamo quindi definire

9= f(h)h; € X3,
jEN

Si ha chiaramente che f = g su H, e quindi f = g y—q.o., cioe f € XJ. L]



Capitolo 3

Caso Hilbertiano

In questo capitolo considereremo il caso in cui X sia uno spazio di Hilbert separabile; 1’obiet-
tivo sara quello di caratterizzare lo spazio di Cameron-Martin nel caso X = Cy([0, 1]; R?).
Caratterizzeremo tale spazio supponendo che X = L?([0, 1], R?); ¢ da notare che per il fatto
che

X c L2([0,1;RY) ¢ X*

con inclusioni dense, dato che P" (X) = 1, avremo che lo spazio di Cameron-Martin consi-
derato in X o in L?([0,1]; R?) sara il medesimo; lasciamo la dimostrazione di questo fatto
come esercizio.

3.1 Misure Gaussiane in spazi di Hilbert

Sia X uno spazio di Hilbert separabile ed indichiamo con (-,-)x il prodotto interno su X;
ricordiamo che un operatore ) simmetrico definito posigivo viene detto nucleare o di tipo
traccia se esiste per ogni base ortonormale {e;};en di X,

Z(er7 Ej)X < +o00.

j=1

Si puo fare vedere che la precedente condizione non dipende dalla scelta della base, che
quindi pud essere supposta essere costituita da autovettori di @ con autovalori A; € RT che
quindi soddisfano la condizione

oo

Z )‘j < 400.

j=1

Abbiamo il seguente risultato.

Teorema 3.1 Sia X uno spazio di Hilbert separabile e v una misura Gaussiana su X ; allora
per ogni x € X = X*,

(31) /'A}/(Jj) — ei(a,l‘)x—%(QI,ﬁ)X

cona € X eQ € L(X) operatore di tipo traccia. Viceversa, se a € X e Q) & un operatore di
tipo traccia, allora la funzione (3.1) & la trasformata di Fourier di una misura Gaussiana
su X con a la media e @ l'operatore di covarianza di tale misura.

21
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DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che = sia una misura Gaussiana; allora, per quanto visto nel
capitolo ??, esitono L e B funzionali lineari il primo e bilineare il secondo per cui la trasformata di
Fourier di v ¢ determinata da L e B. Dal teorema di convergenza dominata, la mappa

2= 4(x)

¢ continua, da cui si deduce la continuta di L e di B; esistono quindi a € X e ) operatore simmetrico
lineare non negativo per cui

L(z) = (a,2)x, B(z,z) = (Qz,x)x.

L’operatore Q2 & compatto; infatti, supponiamo (z;); sia una successione che convergen

debolmente a 0. Allora
lim 4(z;) =1

j—+oo
grazie al Teorema di convergenza dominata. Quindi

lim (Quj,x)x = lim Q" *z;]| =0,
j—+oo Jj—r+oo

da cui la compattezza.
Dimostriamo ora che @ & di tipo traccia; fissiamo {e;};cn una base ortonormale di X. Allora,
dato che @ ¢ 'operatore di covarianza associato a -,

S (Qeses) = /X (@ — a, ;)% dr(z) = /X Iz — allda(z) < +oo

JEN

grazie al Teorema di Fernique.

Supponiamo ora che a € X sia un vettore fissato e che @ sia un operatore simmetrico non-
negativo di tipo traccia fissato. Fissiamo quindi una base {e;}en una base di autovettori di @
con autovalori (\;)jen. Vogliamo definire una variabile aleatoria con valori in X la cui legge sia
Gaussiana con trasformata di Fourier data da (3.1). Basta a tal fine considerare una successione di
v.a. indipendenti &; : (©2,P) — X con distribuzione Gassiana standard e definire

¢w)=a+ Z VA& (w)e;.

Siccome, dal teorema di convergenza monotona,

/ imj (w)?dP(w) = ixj < +oo,
=1 =1

se ne deduce che
P({w: lE)]l < +00)) =1,

ciot la v.a. & & definita e finita in X per P-q.0. w € Q. E immediato verificare che la legge di £ &
Gaussiana e che la trasformata di Fourier & data da (3.1).

Notiamo alcuni corollari del precedente risultato; anzitutto, la funzione

1 2
o(x) = e~ zl=l
non puo essere, nel caso infinito—dimensionale, la trasformata di Fourier di una misura
Gaussiana; infatti tale misura dovrebbe avere I'identita come operatore di covarianza, ma
tale operatore non e di tipo traccia.
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Inoltre, nel caso di Gaussiana centrata, dato che
(@"5") = [ @ 2)x(0" ) xi(o)
X
allora la chiusura di X = X* in L?(X,~) coincide con il completamento di X nella norma

213 = (Qu, 2)x = |Q"[|?;

cioe, lo spazio di Cameron—Martin ¢ individuato dalla seguente condizione

H={zec X: Z)\j(x,ej)g( < +o0},
j=1

cioe H = Q(X7), o equivalentemente, se () lo si considera solo definito in X, H = QY?(X).

3.2 1l caso dei moti Browniani

In questa sezione consideriamo lo spazio X = L?([0,1];RY) con la misura di Wiener P";
studieremo qui per semplicita il caso d = 1. Abbiamo il seguente risultato. Premettiamo
una piccola discussione sulla costruzione della misura P"; tale misura pud anche essere
costruita nel seguente modo. Si prenda &; : (Q2,P) — X una successione di v.a. indipendenti
con distribuzione Gaussiana standard. Fissata una base ortonormale {¢;},en di L2([0,1]),
si definisce il processo stocastico z; : (2,P) = X

w) = Z i(w)e;(t)
JEN

e;(t) = /Ot p;(s)ds.

E facile verifica che z; ¢ definito e finito per q.o. w € (), e quindi definisce una v.a. a valori
in X. La legge di z; ¢ esattamente P"; infatti, che sia Gaussiana centrata & ovvio per
costruzione. Per dimostrare il risultato, basta calcolare la covarianza di tale legge. Sia ¢ un
funzionale lineare del tipo
k
= Z chx(th);
h=1

allora

k 2
/X(Z(x))2d(zt#]P’ / <z_: Chie, w) dP(w)
Z Chy Chy Ze] thl €j thz)

hi,ha=1

Notiamo quindi che

o0

Ze] th)e;(ths) = Z 0,tn,1 P3) 2.(0,17) (10,01, 1+ 93 ) LC[0,1))

Jj=1

=(Lj0,4,1> L0,t4,)) 22([0,1)) = min{tn,, tn, }.
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Quindi la covarianza associata ad £ ¢ data da
k
[ )PP = Y cnen, minftn, )
X

hi,ha=1

Tale covarianza ¢ la stessa della misura PV, e quindi le due misure coincidono in quanto

k
/Xa)dw / hg; (th)) dPY ()
k
-3 e /X ©(th, )31, APV ()

hl,hgfl

Z Chlchz / Bth Bth2 )d]P)W( )

hi,ha=1

L’uguaglianza si deduce dal fatto che, ad esempio t,, < ty,,

/ By, (2)By,, (z)dPY (z / By, (z) (B, (z) — By, (2))dP" (z / By, (z)2dP% (z)
- / By, (x)dP¥ () /X (B, (x) — By, (2))dP" ()
/ By, (z)2dPY (x)

=t, = min{t,, t;m}.

Teorema 3.2 Nel caso X = L?([0,1];R) con la misura di Wiener PV, lo spazio di Came-
ron—-Martin é dato da

H = W;*(0,1;R),

cioé lo spazio delle funzioni f assolutamente continue con f' € L*([0,1;R) e f(0) =
Inoltre,

!/
[fle = 11" L2 o,y
DIMOSTRAZIONE. Si tratta di determinare gli autovalori dell’operatore
Q == R]P)W .

Dato che @) & un operatore compatto, le autofunzioni f; costituiscono una base ortonormale di
L2([0,1]); possiamo quindi utilizzare il ragionamento precedente con le funzioni p; = f; e Qf; =
Ajfi

Notiamo anzitutto che per ogni f € L*([0,1]),

_ /01 F(s) min{s, t}ds.
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Infatti si deve avere che per ogni g € L2([0,1])

/0 gOQf()dt =(Qf,9) L2 01])—/(f7 W) 20,1 (95w )L2([o,1])dPW(W)

= [ [ s6ris [ gttt

= [ [ s [ a0 w
- /Wg / B.(@) Bu(w)dP" ()
_ /0 0 /O F(s) min{t, s}dsdt

in quanto, dal fatto che B; e Bs hanno legge Gaussiana con covarianza t ed s rispettivamente e, se
t > s, Bs e By — Bs sono indipendenti, da cui

[ BB @) = = [ Bl @)+ [ Buw)(Bi@) - Ba@)i" ()

=s = min{t, s}.s

Quindi la ricerca di autovalori si riduce alla ricerca di funzioni f; e A; € R per cui

1
[ mint, s}, (s)ds = 6 1),
0
Standard argomenti di regolarita, implica che le autofunzioni sono regolari e soddisfano il seguente

problema:
{ Nifi () = =X fi(t)
fi(0) = fj(1) = 0.

Da questo se ne deduce che

£5(t) = V2 sen (

=715 J€N
m2(j = 5)?

t
ol

Sappiamo quindi che lo spazio di Cameron—Martin coincide con Q% (L2([0,1])), che consiste quindi
delle funzioni f € L?([0,1]) i cui coefficienti ¢; nella base f; soddisfano

N 5, 1
E e 5)2 < +o0.
Jj=1

Se fissiamo quindi come base ortonormale di L2([0, 1]), la condizione precedente equivale alla
richiesta dell’esistenza di una funzione g € L*([0,1]) per cui

o1
(9, <P)L2([o,1]> = TCj (] - 5)-

La funzione cosi costruita & la primitiva di f, dato che

/0 g(s)ds :jf’;mj (j - %) / s (s)ds

=chfj(f) =
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Abbiamo quindi dimostrato che H € W,'?([0,1]). Viceversa, se f & assolutamente continua con
f0)=0e f' € L*([0,1]), allora, posto g = f', dato che

£5(t) = Vasen ( A

)

ﬂ(g—7> /f A0

/0 gV ()t = (9,5 2(01)-

se ne deduce che

Questo significa che f = Q'/?g e cioé che H = W01’2([07 1]). L]

3.3 Cameron—Martin e integrale stocastico

In questa sezione riepilogheremo la situazione fin qui delineata. Se partiamo da una funzione

semplice
k
= Z Ciltmtul (t)
i=1

conc, ERel=1t <...<ty,y1 =1, allora l'integrale di Ito

Zcz ,+1 Bt ( ))

Cz z+1 (t))
1

n
=

definisce un funzionale lineare e continuo su X. L’isometria di Ito implica inoltre che

1
&[] = [ 0Pt = lllxgon.
Quindi, per approssimazione, se ne deduce che
Xpw C L*([0,1]),

nel senso che X7, puo essere identificato, mediante I'isometria di Ito, con un sottospazio
di L?([0,1]) e che per ogni h € H, denotato con ¢j 1'unico elemento di L?([0,1]) per cui
I(pn) = h, allora

|hler = llonllL20,1)-

D’altra parte, se f € un funzionale lineare misurabile, allora h = Rpw f € VVO1 ’2([0, 1])
con p = W € L?([0,1]). Vogliamo far vedere che f = I(p); dato che sia f che I(y)
definiscono funzionali lineari misurabili, basta far vedere che coincidono su H, cioe che per
ogni ¢ € Wy7*(]0,1)),

F() = (Qf)u / B () /O o(E) ()t
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Notiamo che, dalla regolarita di v, si deduce che
1 1
| et = [ ean)
0 0

1
— / o(1)dB, (1)
— I(9)(¥)

come si deduce approssimando ¢ in L?([01]) mediante funzioni semplici. Questo conclude
la dimostrazione.
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Capitolo 4

Il problema isoperimetrico

In questo capitolo affronteremo il problema isoperimetrico nello spazio di Gauss; affrontere-

mo anzitutto il caso finito dimensionale, richiamando le principali proprieta degli insiemi di

perimetro finito. Generalizzeremo quindi i risultati ottenuti al caso infinito dimensionale.
In questa sezione denoteremo con I la funzione isoperimetrica; tale funzione ¢ definita

4.1 Caso finito dimensionale

In questa sezione considereremo il caso finito dimensionale, iniziando prima con il caso uni-
dimensionale per poi passare al caso infinito-dimensionale. Ricordiamo alcune definizioni e
risultati riguardanti le funzioni a variazione limitata e gli insiemi di perimetro finito.

Data una funzione u € L*(R%) e dato un aperto Q C R?, si definisce la variazione totale
di u su € come

|Du|(2) = {/ udivpdz : p € CHQ,RY), |p(z)] < 1V € Q} .
Q

Una funzione per cui |Du|(§2) < 400 viene detta a variazione limitata su e scriveremo
u € BV(Q). Diremo che u ha localmente variazione totale limitata in un aperto Q, e
scriveremo u € BVjo.(€2) se per ogni A € ) relativamente compatto in  u € BV (A).

Il fatto che una funzione u € L'(Q) sia a variazione limitata in Q, u € BV(Q), &
equivalente ad ognuna delle seguenti condizioni;

1. esite una successione di funzioni regolari (u;) ey C C*°(2) tale che

lim / |lu — u;|ldz =0, sup / |Vujldz < 4005
Q Q

Jj—+o0 j—+oo
2. esiste una misura finita p,, € .#;(Q,R?) tale che
/ udivpdr = —/ @ dpy = / o v'dlp,|, Ve € CHOQRY),
Q Q Q

dove abbiamo scritto u, = v*|u,| per la decomposizione polare della misura g,
derivante dal Teorema di Radon-Nikodym, con o, € L*(£2,|u.]).

29



CAPITOLO 4. IL PROBLEMA ISOPERIMETRICO

30
Valgono inoltre le seguenti identita:
|Du|(Q) = |Mu‘(Q) = inf {hmlnf/ |Vuj|d33 : (uj)jemuj — u in Ll(Q)}
Jj—=+oo Jo
La successione approssimante u; puo essere presa mediante convoluzione, nel senso che se p
)

¢ un nucleo di convoluzione standard, allora la funzione
Q5

uj = u*Qj, Qj($)=€j£)<

con € — 0 ¢ una successione di funzioni regolari che non solo converge ad u in L'(Q) ma ha

lim /|Vuj|dx:\Du|(Q)
Q

anche la proprieta che

j—+oo

In modo del tutto analogo si possono definire le funzioni a variazione Gaussiana finita,
ponendo per u € L' (R4, ~,),

|D,,ul(Q2) = {/ udiv., pdyg : ¢ € CHQ),|p(z)] < 1, Vo € Q} ,

dove la divergenza Gaussiana div.,, ¢ definita come
divy,p(z) = divp(z) — () - @

Diremo quindi che u ha variazione Gaussiana finita, e scriveremo u € BV (,74q), se | D, u|(©2) <

+o00.
L o % gpicq,<
(2m)?

(2)
si ottiene facilmente che se v € BV (Q), allora u € BV (Q,74), mentre se u € BV (Q,7v4)
allora u € BVjoc(€2). Inoltre, se scriviamo Du = p,, € D~,u le misure che vengono definite

Dato che su ogni palla Br valgono le seguenti disuguaglianze
1
77 ‘

vl

dD’Ydu(m) = (277')%

dall’appartenza di v in BV (Q) e BV (Q, R?) rispettivamente, allora
1 _l=?
e~ 2 dDu(zx).
Un insieme E C RY si dice di perimetro finito in © se 1z € BV(Q) e si denota con
P(E,-) la misura perimetro di E, cioé la misura
P(E,-) = |D1g|() = |puel()-
Per gli insiemi di perimetro finito valgono i seguenti risultati; anzitutto, scritta ug = v%|ug|,
dal Teorema di Besocovitch, per |ug|-q.0. x € Q,
B
i 12(Byla))

E = 11
V) = i e (B (@)

15 (B,())

quindi, se definiamo la frontiera ridotta di £ mediante
= lim ,|UE($)|=1},
o |pel(B,y(z))

fE:{xewumm>ﬂﬂ@>
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si ottiene subito che |ug|(2\.F E) = 0, cioe¢ la misura ppg si concentra sulla frontiera ridotta
di E.
De Giorgi dimostro, per ogni x € .F F, i seguenti fatti:

1. per ogni €; — 0,

4.1.1 Caso uni—dimensionale

In questa sezione considereremo il caso uni—dimensionale; ricordiamo che nel caso d = 1, un
insieme E C R ha perimetro finito se e solo se E ¢ equivalente all’'uniione finita di intervalli di
R; avremo quindi che F ha perimetro Gaussiano finito se e solo se F & equivalente all’'unione
al piti numerabile di intervalli

Uanbr),  Sci;
hes

inoltre vale la seguente identita

1 af %
Py, (E) = Z \/7277 <€2h —|—62}> .

hes

Lemma 4.1 Siano —oco < a < b < +00; allora, se a+b > 0, dati a < a < b tali che
~1(a,b) = y1(a,b), vale )
P, (a,b) > P, (a,b).

DIMOSTRAZIONE. Se a > 0 o se a < 0 e a > —a, allora la dimostrazione & banale in quanto in

tal caso
52

+e 2.

21
N‘ )

W2 2
V2rPy (a,b)=¢ 2 + T >e

Supponiamo quindi a < 0; allora b > —a. Possiamo quindi porre @ = z € (a, —a) e b = b(z) definita

implicitamente dalla relazione
b(z) 2 b2
/ e_Tdt:/ e zdt.
xT a

Da quest’ultima relazione si deduce che

_ b(x)2 22
V(z)e™ 2 =e 2
Quindi se definiamo g : [a, —a] = R
z2 b(x)?

otteniamo che ) o, )
I B(w) _ .
g (x) = —ze” 2 —ba)b/(x)e” 2 =—(z+b(x))e 2z <0
in quanto x > a,b(x) > b e quindi = + b(x) > a4+ b > 0. Da qui la monotonia di g e quindi il
risultato.

Il precedente lemma ci dice che dato un intervallo (a,b) tale che a + b > 0, allora effet-
tuando la traslazione a destra dell’intervallo, quando possibile, si puo costruire un intervallo
col la stessa misura Gaussiana ma con perimetro Gaussiano strettamente inferiore. Ovvia-
mente, se (a, b) soddisfa la condizione a + b < 0, Poperazione che fa calare il perimetro sara
una traslazione a sinistra. Possiamo quindi dimostrare il seguente risultato.
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Proposizione 4.2 Sia E C R un insieme di perimetro Gaussiano finito; allora se e € R ¢

tale che
(E)—L/e e~ 5 dt
Al /727]_ - )

denotando con E, = (—oo,e), si ottiene che

N(E) =mn(Ee), Py (E) > Py, (E)

= N
con uguaglianza se e solo se E ¢é equivalente ad una semiretta.

DIMOSTRAZIONE. Dato che F ha perimetro Gaussiano finito, se ne deduce che a meno di insiemi

di misura nulla
FE = U (ah, bh)
hes

con S C N;j inoltre, se per k € S ar > —oo e by < +00, allora
diSt(E \ (ak, bk), (ak, bk)) >0

perchee localmente S € 'unione finita di intervalli. Nel caso in cui ay +bg, si effettua una traslazione
a destra come segue; altrimenti si effettua una traslazione a sinistra. Se denotiamo con j € S I'indice
per cui £ ((bi,a;) N E) = 0, allora l'intervallo (@, br) costruito in modo tale che by, = a;, si trova
che

Py, (an,bn) > Py, (@n, bn).

In particolare, se sostituiamo i due intervalli (an,bpn) € (aj,b;) con l'unico intervallo (@p,b;), si
ottiene che il perimetro e calato.

Iterando tale procedimento, si arriva a costruire un insieme F; con la stessa misura di F e con
perimetro minore della forma

Ey = (—00,a) U (b, +00), a<b.

Si avra a > —oo se esiste almeno un h € S per cui an + by < 0, mentre by, < +00 se esiste almeno
un h € S per cui ap + by, > 0.

Almeno uno tra a e b ¢ finito; se solo uno di essi ¢ finito, allora abbiamo concluso perche
quindi E; & una semiretta, con 'unica accortezza di considerare E. = (—oo, —b) se a = —o0. Se
entrambi tra a e b sono finiti, si considera 'insieme E2 = (a,b); se a + b > 0, si sostituisce E2 con
E5 = (a,+00) tale che v1(E3) = y1(F2). L’insieme Es = (—o00,a) conclude la dimostrazione. Nel
caso a+b < 0, si sostituisce F2 con E3 = (—00,a) con a tale che v, (E3) = v1(E2); la dimostrazione
quindi si conclude considerando E4 = (—00, —a). L]

Passiamo quindi al caso multi-dimensionale.

4.1.2 Simmetrizzazione di Ehrhard

Useremo la seguente notazione: per x € R%, scriviamo 2 = (y,2) cony € Rl ez c Re
denotiamo
E,={z€eR:(y,2) € E} CR;

denotiamo inoltre con
7 (E) = {y € R 34 (E,) > 0}

la proiezione essenziale di E su R4~1,
Ricordiamo il seguente risultato:
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Teorema 4.3 (Vol’pert) Sia E C R? un insieme di perimetro euclideo localmente finito;
allora esiste un insieme di Borel B C w4 (E) con £* 1 (n(E)\ Bg) = 0 tale che per ogni
(VRS BE-'

1. By ¢ un insieme di perimetro localmente finito;
2. (0*E)y = 0*(Ey) = F(Ey) = (FE),;
3. vE(y,z) # 0 per ogni z tale che (y,z) € F(Ey).

Ricordiamo anche la seguente versione della formula di coarea:

d— —
[ smt@we @ = [ g

Definiamo quindi vg : R4~ — [0, 1] come

vs(Yy) = m(Ey)

e il simmetrizzato di Ehrhard E* di E in direzione z

B ={(y.2) 2> 2y}, z(y) =2 (vn(y)).

E chiaro per costruizione che v4(E*) = v4(E); inoltre i perimetri delle sezioni uni-dimensionali
sono calati in quanto se definiamo pg : R4~ — [0, +00]

pe(y) = A0 (0*E,), yeR

Per quanto visto nel caso uni-dimensionale, pg(y) > pg:(y). Abbiamo in effetti il seguente
risultato piu preciso.

Teorema 4.4 Sia d > 2 ed E un insieme di perimetro Gaussiano finito in R%; allora, per
ogni insieme di Borel B C R4™1,

P, (E°*,BxR) <P, (E,BxR).

Se poi
d—1 . E _ _
Hy {re FE v (x)=0}) =0,
allora anche
HI' {2z e FE* :vF (2)=0}) =0

ed in piv vy € VVllo’l(Rd_l) con

(&

Py, (E°) = . Ve () + [Vop(y)2dya-1(y).

Lemma 4.5 Sia E C R? un insieme di perimetro Gaussiano finito con d > 2. Allora
vE € BViee(R41); si ha inoltre che per ogni B € B(R71)

|D,,_,ve|(B) < P,,(E,B xR)

vE(y, z)
DivEy:/ AP g0 (), i=1,...,d—1
W= ) s, WE 2 )

per L1 —q.0. y € Bg.
DIMOSTRAZIONE. [Chlebik-Cianchi-Fusco,Annals of Math (2005), vol.162, 525-555]. O
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Notiamo che se nel lemma precedente prendiamo F = E°, allora
(FE)y ={z(y)}

e quindi
vE (y, 2(y)) 12w
Dyvp(y) = Lo\ 2W)
)

Lemma 4.6 Sia E C R? un insieme di perimetro Gaussiano finito con d > 2. Allora per
ogni B € B(RI1)

P,,(E°, B xR) < Dy, ,vg|(R?) +/BpEs (y)dva-1(y);
i particolare
P,,(E*,B xR) < P,,(E,B xR)
per ogni B tale che £4~1(B N Bg) = 0.

DIMOSTRAZIONE. Approssiamo B con aperti regolari e limitati; notiamo che per ogni v € C*(Q)
con0<v<lepeCHQRTY) con |p(y)| < 1, scritto ¢ = (@, ¢a) e posto

F={(y,2):2>2(1)},  2(y) =2 (v(y),
si ottiene

/ div., @(x)dvya(x / dive,_, @y, 2)dva(y, / divay, waly, 2)dva(y, 2).

Calcoliamo il primo integrale, tendo conto che

1 _Z2w
Vv(y):—re 2 Vz(y);

si ottiene che
[ divaus 802l 2) = [ diveg 60, 2)dval,2).
F Q

Stimiamo il primo integrale;

/ dive, 3y, 2)dvaly, 2 / / 123y b0 (2)divrs 30 2y (9)dy (2)

z(y)

—— — [ Vyey, =) Vay)e

=5 . d%l—l(y)
:/QVysz(y’z(y))Vv(y)d’Yd—l(y)
g/Q‘VU(yNd’Yd—l(y)'

Data quindi vg, possiamo trovare una successione di funzioni regolari v; € C*(Q) con 0 < v; < 1,

[ / 15703 ()| dva1(y) = [ Doy 08] ().
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In questo modo, se consideriamo gli F; e F' associati rispettivamente alle v; e a vg, abbiamo che
1r, — 1r; quindi

/ divy, pdye = / divy, ,@dva + 0% padya
Es Es Es

= lim div,,_, ¢dvya —/ c,pdufdﬂ{fl,_l

j—+oo Fij FESs

< lim / V03 () dyar (4) + / v |dgci=!
Q FESN(QR)

T j—o+oo
—|Dyy vl + / pre (4)dva—1 ()
Q

dove l'ultima identita segue dal Teorema di Vol’part. Passando all’estremo superiore in ¢, si ottiene
quindi che

Py (E*,Q x R) < Dy, us|() + / e ()i (1)
OJ

Lemma 4.7 Sia E C R? un insieme di perimetro Gaussiano finito, d > 2; allora per ogni
B € #(RIY)

P, (E,B xR) > /B V@ T Vs Pdva s (y).

DIMOSTRAZIONE. Possiamo applicare la formula di coarea ?? per ottenere che

_ |Vf| d—1 _ 1 .0
P,,(E,BxR) = TEAHST = [ dyaea(y) TE
B A

F EN(BxR) [vF F B, |vE|

=/ pE(Y) /
B .9"Ey
i

d—1 2
vk
> [ pe(y)\|1+ E / Lds | dya—1(y
/B E( ) — ( 8, ‘VzE ol d 1( )

d—1 E |2
2 im 1Y,

IZE A dya-1(y)

1+

d—1

= [ \[pewr+ 3 ( I d%s)lw(y)

i=1

:/B Vpe®)? + [Voe(y)Pdya-(y).

Notiamo poi che se EN(B xR) = E°N(B xR), allora .# E, & o vuoto o costituito da un solo punto
per q.o. y € B, da cui I'uguaglianza nel punto precedente. L]

DIMOSTRAZIONE.[Teorema??] Grazie al Lemma??, possiamo considerare un insieme di Borel
B C Bg N Bgs; dal Lemma 77, otteniamo che

Py, (E,BxR)> /B \/pE(y)2 + |Vue(y)|2dyi-1(y)

> [ Voe WP Vo Fdvay) = Pru(B',B x ),
B
da cui la (??). Supponiamo ora che valga (?7); poniamo quindi

Cp={xeZE:vF(z) =0}, Cps ={z € FE* : vF (z) = 0}.
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Dalla condizione 3. nel Teorema di Vol’pert e dal Lemma ??, otteniamo che

HH(Cpe) <Py (E*,(R1\ Bps) x R) < P, (E, (R""\ Bp:) X R)
SP’Yd(E7 CE) + P’Yd(E7 (Rd_l \ BES) X R) \ OE)'

Per ipotesi, Py, (E,Cg) = 0; per il secondo termine, dalla formula di coarea (?7)

P’Yd(E7 (Rd_l \BES) X R)\CE) :/

RI—1\Bps

1
dH (y) / — A (2),
T (FE\Cg)y [VE (y, 2)| K

che quindi & nullo per il Teorema di Vol’pert.
Notiamo infine, che sotto le precedenti ipotesi, abbiamo mostrato che

P’Yd(Es) = P’m(EszES x R),

da cui la (77).
Resta da dimostrare che vg € W,2!(RY"!); basta dimostrare che se H"'(B) = 0, allora

P,,(E,B x R) = 0. Basta applicare la cormua di coarea

Pu(B.BXR) = Py, (B.(Bx R)\ Ce) = [ ari ) /( L dA(z) =0

FE\C), VE(Y,2)]

Possiamo quindi dimostrare il seguente teorema.

Teorema 4.8 Sia d > 2; allora

(4.1) Py, (E) = 1(va(E))
dove la funzione isoperimetrica I : [0,1] — [0, \/%] ¢ definita da 1(0) = I(1) e per s € (0,1)
1 2= 1(s)? 1 @ ¢2
I(s) = e 2, Pla)=— e 2 dt.
()= —= @=-—=/"

Si ha uguaglianza in (4.1) se e solo se E ¢é equivalente ad un semispazio.

DIMOSTRAZIONE. Bastta quindi dimostrare che per ogni r € (0, 1), il minimo del problema
min{ Py, (E) : va(E) = r}

¢ dato da un semispazio. L’esistenza del minimo E di tale problema e un classico argomento che
sfrutta la compattezza dell’immersione

BV(R?,vq) C L' (R?,~a)

e dalla semicontinuita inferiore del funzionale perimetro rispetto alla convergenza Ll(Rd, Yd)-
Anzitutto, quasi ogni sezione uno—dimensionale di E & una semiretta; infatti, la minimalita
assicura che Py, (E) = P,,(E®) e quindi

P"/d(EaB X R) = P’Yd(ES?B X R)
per ogni Boreliano B C R™™*. In particlare,

P’Yd(Ev (BEQBEs) X R) :Pfyd(ES,(BEﬂBES) X R)
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da cui il fatto che
pe(y) =pes(y),  L'7°——aeyeRT
Dimostriamo ora che E' & convesso; siano 1 = (y, 1) e 2 = (y, 22) due punti in E* e dimostriao
che ogni = = (y, z), con z1 < z < z2 appartiene ad E*.
Sappiamo che per ogni € > 0, esiste g. tale che per ogni p < g.

ZLUENQy(x1))

290, 00) >1l-¢, i=1,2.

Applicando Fubini,

o' -) <2 E Q) = [ 21 0 Que)as W)

RA—1

<2027 (m (E' N Qo(1))).
In particolare
LN (BN Qo(x1)) Ny (B! N Qu(2))) > (200" ' (1 — 2¢).

Siccome per quasi ogni y € T4 (E' N Qo(z1)) N w4 (E' N Qo(z2)) l'insieme (E'), & una semiretta,
per connessione e per o sufficientemente piccolo, il segmento (z — g,z + ) & contenuto in (E'),,
cioe il fatto che
ZH(E' N Qq(@))y) = 20
In definitiva
LUE" N1Qu(x)) > (20)(1 - 22),

e quindi z € E*.
Quindi E! & convesso e quindi & un aperto convesso.
Si nota che l'insieme E° ¢ minimo per il problema

min{P,, (E) : ya(E) = 1 - r};

se ne deduce quindi che anche (E°)! & un aperto convesso; siccome R? & P'unione, a parte insiemi di
misura nulla, dei due convessi E' ed (Ec)l, ne ne deduce che E! deve essere un semispazio aperto.
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Appendice A

Alcuni risultati di teoria della
misura

A.1 Funzione caratteristica

In questa sezione ci occuperemo delle principali proprieta della funzione caratteristica o
trasformata di Fourier di una misura g € M(R"),

o) = [ eednto)

Teorema A.1 Valgono le sequenti proprieta:

1. se p é una misura di probabilita di Borel, allora la funzione caratteristica é una
funzione uniformemente continua, limitata con [i(0) = 1;

2. se la successione di misure pi; converge debolmente nel senso delle misure a p, allora
fi; converge uniformemente sugli insiemi compatti di R™ alla funzione fi;

3. se la successione di funzioni caratteristiche fi;, con u; misure di probabilita, converge
puntualmente ad una funzione @ con ¢ continua in 0, allora esiste un’unica misura di
probabilita pn € M(R™) tale che i = p;

4. una misura di probabilita p é univocamente determinata dalla sua funzione caratteri-
stica.

A.2 Misure equivalenti e misure singolari

Proposizione A.2 Siano p e v due misure di probabilita su uno spazio misurabile (2, B);
sia inoltre A una misura su A tale che p << X e v << A. Allora

_ [du [dv

201 = H(p,v)) < [p—v|(Q) <2¢/1 = H(p,v)?

non dipende da \ e

39
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DIMOSTRAZIONE. Basta scrivere u = p\ e v = g\ e notare che

lp—v|(Q) = lp— qHLl(S’Z,A)-

Inoltre, siccome
(VP =) <Ip—al = vp— Vallvp + Val,

integrando e usando la disuguaglianza di Holder si ottiene il teorema. L]

A.3 Speranza condizionale

A.4 Convergenze di funzioni
Ricordiamo qui il seguente risultato.

Proposizione A.3 Sia f, una successione di funzioni che converge in misura a 0; allora,
a meno di sottosuccessioni, f, converge a 0 quasi ovunque.



Appendice B

Fatti finito-dimensionali

In questo capitolo raccogliamo alcuni risultati riguardanti I'analisi finito—dimensionale su
cui abbiamo basato alcunu risultati infinito-dimensionali.

B.1 Forme di Dirichlet e semigruppi
B.1.1 Le condizioni di Bakry—Emery

B.2 Polinomi di Hermite

Studieremo qui i polinomi di Hermite, che, come vedremo, costituiscono una base ortonor-
mali di autofunzioni per 'operatore di Ornstein—Uhlenbeck.

B.2.1 Caso uni—-dimensionale

Inziamo col ragionare in R con la misura Gaussiana

1

dy(z) = e_%d.fl(x).

g

Definiamo, per ogni k € N le funzioni

—~
|
—_
=
B
M
QU
>

22

2

z
ez

VE! ok ©

Cosi ad esempio
Hy(z) =1, Hy(z)==x, Hy(z)=2>-1,....

La funzione Hj & sempre un polinomio di grado k, quindi
span(Hy, ..., Hy)
coincide con lo spazio dei polinomi di grado k. Notando che

2gea _ A ey
TN LGranr=o
k=0

41
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si deduce che
2 o )\k
(B.1) A =3 Lo Hy ().
k=0 Y k!

Valgono inoltre le seguenti identita:

Hj(z) = aHy(z) — VEk + 1Hpy1 (z) = VEHy_1 (2)

LHk(x) = —ka(.’L')
Quindi le funzioni Hy sono autofunzioni per L con autovalori —k, k € N.
Proposizione B.1 La famiglia {Hy}ken costituisce una base ortonormale in L*(R, ;).

DiMOSTRAZIONE. Notiamo che per ogni t,s € R si ha che

s2+t2
tz—ﬁ sz—ﬁ e 2 —1(12—2(34'15)1)
e’ 2 Tdy(x) = /e 2 dx
/]R Va2r Jr
—sTtt s+t
_e 5 o= (@ —2stat(s+D)?) g
V2T R
e s
= 3]
k=0
D’altra parte
[ e i@ =3 2 [ mem @
e 2 e 2 dyi(x) = /Hhx)Hkxdfyl .
R Wi VRIR Jr

Quindi si deve avere
/ () Hy (2)dn () = 6m.
R

Supponiamo ora che f € L*(R, 1) sia tale che
/ f(z)Hy(z)dyi(z) =0, Vk e N.
R
Allora f & ortogonale, in L?(R,~1), ad ogni polinomio. Quindi la funzione olomorfa

F@&) = [ @) in @)
R
ha la proprieta che
F®0)=0, VkeN,
e quindi F(z) = 0 per ogni z € C. Questo implica che la trasformata di Fourier della funzione
1 _z2
z) = —f(x)e” 2
ola) = =@
¢ nulla, cioe
g(§) =0, vE eR.
Quindi g(x) = 0 per ogni z € R, da cui il fatto che f(z) = 0 per ogni = € R. ]
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B.2.2 Dimensione d > 1

In R? con la misura

1 ik
dvya(z) = - e 5 d.2%(x)
(2m)
si definiscono i polinomi di Hermite
Ha(l‘) = Hkl(xl) el de(l‘d)
per ogni multiindice o = (kq,...,kq). Come per il caso d = 1 si puo dimostrare che la
famiglia
{Ha}aeNd

costituisce una base ortonoromale in L?(R%,~,4). Denotato con
lal = (K1, ka)| = k1 + ... + ka,

si pone
Xy =span{H, : |a| = k};

tali spazi sono ortogonali tra loro e
L*(R%, va) = @kenXs-

Denoteremo con Iy : L?(R%,~4) — X la proiezione ortogonale su Xz. Notiamo che per il
semigruppo di Ornstein—Uhlenbeck vale la seguente identita

Tif =Y e MIf),  Vfe LR )
k=0

come facilmente verificato utilizzando la base ortonormale costituita dai polinomi di Hermite.
Infine, notiamo che nel caso d =1, se f € C;°(R), allora

/ f () Hy(w)dn (z / ) (@) (=



