1. FUNZIONI IN UNA VARIABILE

Definizione: Dati due insiemi A, B chiamiamo funzione da A in B ogni, f, applicazione (legge,
corrispondenza) che associa ad ogni elemento di A uno ed uno solo elemento di B. La indicheremo con
fiA—B
x—=y=f(x)
Se B c R, la funzione si dice reale
Se A c R, la funzione si dice a variabile reale.

A = Dy = dominio della funzione o insieme di definizione

B insieme di arrivo.

f(A)={yeB|y=f(x),x €A} c B := (s =codominio, insieme dei valori o insieme delle immagini di f
Gr ={(x,y) EAXB |y = f(x)} = graficodi f

Se A, B c R e una curva del pino cartesiano detta curva di rappresentatrice della funzione.

Esempi: \/_ / *
| _II- \g‘ II E’ una funzione
II"- ) o \ .-"I A A _
\ / \ / ¥ ¥ E’ una funzione
.-_ — o Non e’ una funzione
A B { “\ N /‘\
N N | | /N
."’" . \". .-"’ . \‘-, \ . / ) ) /
I I| JI II Non ' una funzione T - /
| — T~
\ J \ J . _
N N4 o . o X
A __ . B
VN 7N
/ - . Y
I RE_]’:___ — —f ———— II Non e una funzione
| "'______II T ____'._'-" |
N N

1) A R->R xof(x)=a
Dove a € R é una costante. T

Il grafico Gy € una retta parallela all’asse delle y.

2) iR>R xf(x)=x
Il grafico Gy rappresenta la retta bisettrice del primo e terzo

guadrante
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Osservazione: Un insieme di punti del piano cartesiano & il grafico di una funzione f se e solo se ogni retta
parallela all’asse delle y interseca tale insieme di punti in al massimo un punto.
PROPRIETA’ DELLE FUNZIONI

Definizione. Una funzione f: A — B si dice iniettiva se per ogni x4, x, € A con x; # x,abbiamo che
f(x1) # f(x3). (Ossia manda elementi distinti di A in elementi distinti di B.)

A A
¥ ¥
~ \ | NO
SI \ /
\ /
/ \ /
| / "\‘ .f
\
, - >
/(5 X O x

Graficamente la funzione f ¢ iniettiva se qualsiasi retta parallela all’asse x interseca G in al massimo un
punto.

Definizione: . Una funzione f: A — B si dice suriettiva se f(A) = B ovvero tutti i punti di B sono immagine
di un punto di A.

y ¥
\ /| No

ST - \ |
- \ /

e \ /

- \ !

- \ /
O x 6] . be

Definizione: Una funzione f: A — B si dice biiettiva o biunivoca se & sia suriettiva che iniettiva.

Es 1.9 Una funzione y = f(x) associa al numero x la differenza tra il cubo del numero e il cubo della
somma tra il numero e due. Scrivere f(x) e determinare il codominio se il dominioe A = {—1;0; +1}

Es 1.10 E’ vera o falsa I'affermazione: se f(x) = x?2 — 1 allora f(x + k) = x?> + k — 1?

D’ora in poi prenderemo in considerazioni solo funzioni reali a valori reali, cioe funzioni f: A — B con
A, B c R

Rispetto al loro comportamento le funzioni si dividono in funzioni monotone e funzioni non monotone.
Definizione Sia f: A — R una funzione. Le funzioni monotone sono definite nel modo seguente, fsi dice:

i.  Crescente se Vxq,x, € Aconx; < x, sihache f(x;) < f(xy)
ii.  Strettamente crescente se Vx1,x, € Aconx; < X, sihache f(x;) < f(xy)
ili. Decrescente se Vxq,x, € Aconx; < x, sihache f(x;) = f(x)

iv.  Strettamente decrescente se Vxq,x, € A conx; < x5 sihache f(x;) > f(x;)
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Slaoy - - __ .I/
|
fx - :
S . > . >
O r1 Ia x ) —_— X
STRETTAMENTE CRESCENTE STRETTAMENTE DESCRESCENTE

Osservazione: Le funzioni strettamente crescenti o decrescenti sono iniettive.
Definizione Data una funzione f: A — B, un punto xy € A € detto punto di massimo (minimo) assoluto per
la funzione f se perogni x € A f(xg) = f(x) (f(xo) < f(x)).

In questo caso, f(x,) si dice massimo (minimo) assoluto di f .

N.B. Il massimo e il minimo sono valori assunti dalla f e quindi relativi all’asse delle y.

Definizione Data una funzione f: A — B, un punto x, € A & detto punto di massimo (minimo) relativo per
f se esiste un intorno I5(xy) = (xg — 8;x9 + &) con § > 0, tale che f(xy) = f(x) (f(xp) < f(x)) Vx €
I5(xy) N A.

In questo caso, f(x) si dice massimo (minimo) relativo per f.

Osservazione: non sempre una funzione ammette massimi o minimi relativi o assoluti.

5

y
Fl

4
fxa)

Slwo,

/ o |41
. 5 J/ T % 13 i
: B
-2 -1 o 1 2 3 4 5
X 1|
Sy

Definizione Una funzione f: A — R si dice limitata superiormente (inferiormente) se Cr € limitato
superiormente (inferiormente), ovvero esiste M € R tale che f(x) < M (f(x > M)) Vx€eR.
Una funzione si dice limitata se e limitata sia inferiormente che superiormente.

a

Esempi:

flz) = —32° + 4
fla) = 2?
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Definizioni
i.  Unafunzione f sidice parise f(x) = f(—x) V x € Dy. Graficamente risulta che Gf &
simmetrico all’asse y.
ii.  Unafunzione f sidice disparise f(x) = —f(—x) V x € Dy. Graficamente risulta che G, &
simmetrico rispetto all’origine degli assi.
iii.  Una funzione f si dice periodica di periodo T se f(x + T) = f(x) V x € Dy.
Esempi La funzione f(x) = sinx & una funzione DISPARI e PERIODICA di periodo 2T;
la funzione f(x) = cos x € una funzione PARI e PERIODICA di periodo 2.
OPERAZIONI TRA FUNZIONI

Definizione Siano f: Dy — Cr e g: D; — (4 due funzioni. Se Cy < Dy allora & definita I'applicazione
h: Df — Cg
x — h(x) = g(f(x))

La funzione h & detta funzione composta di f e g e viene indicataconh =go f.

Dunque h(x) = (g ° f)(x) = g(f (x)).

Si usa anche scrivere

f g
D> CrcDy—Cy
Osservazione: in generalego f # f o g.

Esempi:

1) ffR—> Rix~3x, g¢g:R— Rt:x - x?2
Poiché Cr < Dy (sono proprio uguali) allora € possibile definire g o f .
(gof)x) =g(f(x) = g(3x) = 9x*
Poiché Cy < Dy allora & possibile definire anche la funzione f o g
(feg)(x) =f(g(x0) = f(x*) = 3x°
Risulta evidenteche go f # f o g.

2) iIR—Rixox+1,  g:R\{0} — R{0}:x - =

Poiché Cy c Dy allora & possibile definire f o g

2 2
(F o @) = Flg) = (5) == +1
Notiamo pero che Cr & Dy quindi non & possibile definire g o f, per fare cio dovremo restringere il
dominio di f.
3) ffRDRx—x+2 gR—DRxeHx-—2
Poiché dominio di f, coincide con il codominio di g e viceversa e possibile definire entrambe le
funzioni composte fog ego f.
(f o )@ = f(g@) = fx —2) =x
(go ) =g(f(x)) =gx+2) =x

In entrambi i casi “eccezionalmente” abbiamo ottenuto la funzione identita di R.

Le funzioni f, g dell’ultimo esempio devono avere una sorta di “relazione speciale” inquanto foeg =go f
ed & uguale alla funzione identita su R (Idg) . Questa relazione si esprime in termini matematici dicendo
che f e I'inversa di g e viveversa.
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Definizione Sia f: A — B una funzione biiettiva. Esiste allora una funzione f~1: B — A, tale che

flrof =ldsefeof ™t =1Idg

La funzione f~1 & detta funzione inversa di f, mentre f & detta funzione invertibile.

Oltre alla composizione di funzioni, possiamo definire le “usuali” operazioni nel modo seguente.
Siano f: A — R, g: B — R due funzioni tali che A N B # @. Allora possiamo definire nell’opportuno

dominio le seguenti funzioni:

i s D1 = A\GxIf ) = 0)
Kfix o kf() D=4

Questo tipo di operazione & detta scalatura, in quanto la funzione f si “restringe” nel caso in
cui 0 < k < 1 esi“allarga” nel caso in cui k > 1, ma mantiene fissi i punti di intersezione con
I'asse delle x.

ftgx—f(x)tglx) D=ANB;

Nel caso particolare in cui g(x) = k una costante otteniamo una traslazione verticale della
funzione f verso il basso quando k < 0 e verso 'alto quando k > 0.

fg:x — fx)g(x) D=AnNB;
gsz% D = AnB\{x|g(x) = 0}.

Per completezza consideriamo anche le seguenti operazioni. Consideriamo f: [a; b] — R

vi.

Vii.

Traslazione orizzontale g(x) = f(x + k) Dy =[a —k; b — K]

Se k > 0 la traslazione e verso destra, se invece k < 0 la traslazione & verso sinistra.

a, 2]

k' k

Se k > 1 stiamo contraendo la funzione f, mentre se 0 < k < 1 stiamo dilatando la funzione
f- In questo caso rimango fissi i punti di intersezione tra il grafico Grdella funzione e I'asse y.

Dilatazione o contrazione: g(x) = f(kx) Dy = [
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1.1 La funzione esponenziale

La funzione esponenziale & una funzione della forma f(x) = a* cona > 0,a # 1. Tali funzioni ci
permettono di estendere il concetto di potenza, ponendo ad esponente un qualsiasi numero reale x € R.
Ovviamente valgono le proprieta delle potenze:
1
i X1 =
i. a T
i. a¥iag¥z = g*1txz

i.  (a¥1)¥2 = g¥1*2

CARATTERISTICHE DELLA FUNZIONE ESPONENZIALE:
1) a*>0 Vx€eR;
2) a® =1, quindi il grafico di questa funzione passa per il punto di coordinate (0; 1);
3) Df=R;
4) Cr = (0;+)
Un caso particolare & dato dalla funzione f(x) = e* (esponenziale per antonomasia), dove la base e &

. . R . - 1\"
chiamata numero di Nepero, € un numero reale, trascendente e lo si ricava facendo il lim,,_, (1 + ;) =e

e = 2,7183.. ed ha infinite cifre dopo la virgola che non si ripetono.

GRAFICI

Per quanto riguarda la funzione esponenziale dobbiamo distinguere i casi in cuia > 1 con i casi in cui
0<a<l.

Supponiamo di avere y = f(x) = 2*.

Compiliamo la tabella seguente per capire I'andamento della funzione:

In generale possiamo affermare che:
i.  f éstrettamente crescente qualunque siaa > 1;
i.  f elimitata inferiormente;
iii.  f non & pariné dispari.
1 X

Supponiamo oradiaverey = f(x) = (E) .

Compiliamo la tabella seguente per capire I'andamento della funzione:

x |y
0| 1
1 2
2 | a
1| %
2 | %




In generale possiamo affermare che:
i.  f estrettamente decrescente qualunque sia0 < a < 1;
i.  f éelimitata inferiormente;
iii.  f non & pariné dispari.
Inoltre qualunque siaa > 0,a* #0 V x € R.

X
Osservazione: f(x) = 2*¥ e g(x) = G) hanno un grafico simmetrico rispetto all’asse y, quindi si ha che

fx) = g(=x).

Esercizi
Equazioni e disequazioni esponenziali:
1) 5¥**x =25
1 x+1
2) V2(;) =1
3) 4¥+2*¥t1 -3 =0
4) V16 < 41>
1 X
5) () >-1
6) 5* < -5
2x+1 < 2
7) { x?%-1
3 —-1<0
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1.2 La funzione logaritmo

La funzione logaritmo & una funzione della forma f(x) = log, x, con a > 0,a # 1. Prima di studiare la
funzione vogliamo capire cosa rappresenta il logaritmo di un numero.

Definizione Il log, b con a,b > 0 e a # 1 rappresenta |'esponente da dare alla base a per ottenere
I’'argomento b. Ovvero

c=log,b & a‘=b (¥
Quindi il logaritmo numericamente rappresenta un esponente (quindi puo essere sia positivo che negativo)
e dalla relazione precedente deduciamo che I'argomento b, essendo una potenza con base a ,non potra
mai essere un numero non negativo.

Da (*) deduciamo le seguenti IDENTITA’:
al%8aX = x log,a* =x
La funzione logaritmo risulta essere I'inversa della funzione esponenziale.

CARATTERISTICHE DELLA FUNZIONE LOGARITMO:
i. log,1=0;

PROPRIETA’ DEI LOGARITMI (poniamo a, b, ¢ > 0)
i. logg(bc) =log,b +log,c
. b
i. log, - = log, b —log, c

iii. logg,b¢=clog,b

GRAFICI

Anche per quanto riguarda la funzione logaritmica dobbiamo distinguere i casi in cui @ > 1 coni casi in cui
0<a<l

Supponiamo di avere y = log, x, una funzione con la base maggiore di uno.

Compiliamo la tabella seguente per capire I'andamento della funzione:

x y N.B

1 0 : ¢ log, x>0 sex>1

2 1 loggax <0 se0<x<1
4 2 R — : :

% -1 *

Ya -2

In generale possiamo affermare che:
i.  f éstrettamente crescente qualunque siaa > 1;
ii. f non e limitata e ha un asintoto in x = 0;
iii.  f non é pariné dispari.

Supponiamo ora diaverey = f(x) = log1 x.
2
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Compiliamo la tabella seguente per capire 'andamento della funzione:

a4 N.B

1 0 log,x >0 sex>1

2 -1 ! log,x <0 sel<x<1
4 -2 R T

% 1

Ya

In generale possiamo affermare che:
i.  f éstrettamente decrescente qualunquesia0 < a < 1;
ii. f non é limitata e ha un asintoto in x = 0;
iii.  f non & pariné dispari.

Esercizi:
1) logz x? = 6;
2) logz(3x—4)=2
3) logi(3x+5)<0
2

logi(x2—8) >0
2

log;(2 +x%) > 1
5) In(x? —6x +7) >In(x — 3)
6) log(log(2x—3)) >0
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1.3 Goniometria e trigonometria piana

Consideriamo due semirette , v’ uscenti dallo stesso punto 0, I'angolo & quella parte di piano ottenuta
facendo ruotare una delle due semirette fino a farla sovrapporre all’altra. Le due semirette vengono
chiamate /ati dell’angolo.

- Gli angolo possono essere positivi o negativi dipende se la rotazione
avviene in senso antiorario o in senso orario. Inoltra abbiamo differenti
unita di misura, gradi sessagesimali (meglio conosciuti), radianti, ect..

5 a ~ Macosasono i RADIANTI?
A T

Immaginiamo di tracciare la circonferenza di centro O e raggio OP = 0OA.

Definizione La misura in radianti dell’angolo a e
PA
Apragd = =—
ra OP

Questa definizione & indipendente dal raggio della circonferenza. Infatti si hanno le seguenti relazioni:
o 2nr

i 360 — T =27
i. 180° - % =x
ii. 90° - Z

2
Possiamo sfruttare la seguente proporzione: a,44:7T = a :180 .

Definizione Sia C la circonferenza goniometrica e P(xp, yp) un punto su di essa. Chiamiamo a I'angolo che
il segmento OP forma con I'asse delle ascisse. Allora definiamo le funzione cos « e sin a, nel modo
seguente:

cosa =xp sina = yp

Ovvero P(cos a, sin ).

Osservazione:

Nel primo quadrante: «a € [0%]
nel secondo quadrante: a € [%,n],
nel terzo quadrante: «a € [n,%n],
nel quarto quadrante: a € En 27r].

Osservazione: Poiché P € C, allora le coordinate di P soddisfano I'equazione della circonferenza
goniometrica: x2 + y? = 1, quindi abbiamo che

cos?a +sin?a =1
per ogni a € R. Tale uguaglianza viene chiamata IDENTITA’ FONDAMENTALE della goniometria.
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Inoltre osserviamo che per come sono stati definiti:

per ogni k € 7.

Definizione Si definiscono

. sina
l. tana =
cosa
.. cosa
il. cota = —
sina

Graficamente la tangente rappresenta il segmento orientato RA

—1<cosa<1

e
cos(a + 2km) = cosa

Va¢§+k7r kel

Va+kn kEeZ

—1<sina<1

sin(a + 2km) = sina

v

mentre la cotangente rappresenta il segmento orientato SA.

\J

Sfruttando le regole della geometria piana andiamo a calcolare coseno, seno, tangente e cotangente di

alcuni angoli noti.

a Arad cosa sin a tan cota
° 0 1 0 0 A
o 7T 1
30 - E - ﬁ V3
6 2 2 3
R T
45 — @ @ 1 1
4 2 2
. T 1
60° | = 1 V3 V3 V3
3 2 2 3
90° T 0 1 A 0
2
180° T -1 0 0 A
.| 3
270 ok 0 1 A 0
360" | 2m 1 0 0 A

ARCHI ASSOCIATI

Sfruttando la simmetria della circonferenza goniometrica si possono ricavare le seguenti formule:

cos(—a) = cosa

sin(—a) = —sina
cos(m+a) = —cosa
sin(m + @) = —sina

cos(a+%)——sina
sin(a+%) =cosa
cos(%n—a) = —sina

sin(En —a)=—cosa

20
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cos(z —a) =sina
.m
sm(z —a)=cosa

3
cos(En +a) =sina

3
sin(En +a)=—cosa

cos(m —a) = —cosa

sin(t — a) = sina



FORMULE DI SOMMA E SOTTRAZIONE, DUPLICAZIONE E BISEZIONE

cos(a + B) = cosacosf + sinasinf

sin(a + B) = sinacosf + cosasinf

cos2a = cos? a — sin® a

sin2a = 2sinacosa
2a _ l1l+cosa
V. COS“— = ———
2 2
. . pa _ 1-cosa
Vi. sin“— =
2 2
LA FUNZIONE SENO
y = sinx
24 flx) =sinx

Dr=R, C(r=[-11] Gy: sinusoide
Limitata

Dispari
Periodica di periodo 27
Non é iniettiva

LA FUNZIONE COSENO

Yy = COSX
4 J(x) = cosa
/: \ . /\
3 5 7 0 7 7.-/2|2 3x 4 S35 5 21 7
511'
f -
-2
i. Df=R, Cf=[-11] Gy: cosinusoide
ii. Limitata
iii. Pari
iv. Periodica di periodo 27
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V. Non é iniettiva

LA FUNZIONE TANGENTE

y =tanx
3_
ii.
2 iii.
iv.
i
V.
0 Vi.
-1 0 1 2T 7 ..
VII.
=14
Py
34
Esercizi:

Disegna il grafico delle seguenti funzioni indicandone il dominio Dy

1) f(x)=e*?

2) f(x)=e*-3
3) f(x) =In(x—4)
4) f(x) = sin(4x)
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Dy = {3,

(s =R

Non é limitata
Strettamente crescente
Dispari

Periodica di periodo
Non & iniettiva



