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Esercizi 7: Derivata di una funzione e sue applicazioni
Calcolare la derivata prima delle seguenti funzioni.
Esercizio 1. f(z) =3z +4lnx —2e” + 3 cosz
Soluzione.
f'(x)=3-D(x)+4-D(Inx) —2- D(e*) + 3 - D(cosx) =
1
——2e¢"4+3-(—sinz) =
z
4 .
=3+ ——2e"—3sinx
x
Esercizio 2. f(r) =4z +2lnz —3e” — 5 sinx
Esercizio 3. f(z) = 2° + 7o* — 223 4+ 32 — 1
Esercizio 4. f(z) = 2>+ /o —e** + Inx

1 2
Esercizio 5. f(x) = 51'4 - gx?’ — 522 + 22 —4

1 4
Esercizio 6. f(z) = ~a'+ —2® — 62> — 3z + 1

4 3
Esercizio 7. f(x) = 2* + {7 —Inx + ¢ — arctg z
1 1 1
Esercizio 8. = —
sercizio 8. f(x) ol
1 1 1
E 1210 9. = __ 4 —
sercizio 9. f(x) - + 2t

Esercizio 10. f(z) = Va3 + \/_—L\/_

2 1
Soluzione. f'(z) = 5 +

5\/_ 3V 5v/ab

Esercizio 11. f(z) = Va* — Va2 + 5_\/5
Esercizio 12. f(z) = (23 +22%2+2) -Inz
1




Soluzione. Per la regola di derivazione del prodotto:

f(z) = <D($3 + 227 + m)) ‘Inz + (2% 4 22% + 2) - D(Inx) =

= 3x2+4x+1)-lnx+(m3+2x2+x)-%:
= (32 +4x+1)-Inz+ 2%+ 2 +1

= (2% — 2% + 27) - sinx

= (32 —2)- (2% + 4z - 3)
=02z+3) (22 +3z-1)

22 —3x+5
2 —1

Soluzione. Per la regola di derivazione del rapporto:

<D(m2 - 33:—|—5)> (@2 —1)— (22 -3z +5) D(a% 1)

(
(
Esercizio 13. f(x)
Esercizio 14. f(x)

)

Esercizio 15. f(x

Esercizio 16. f(z) =

, = p—
Pla) = .
C(2e-3)- (@2 —1)— (2 =3z +5)- (22) _
@ =17 -
22— 22322 +3 22+ 622 — 102 3z? — 122 +3
N (22 = 1)2 T T @1y
321
Esercizio 17. f(x) = r —amx
z
322 -2z +1
E izio 18. e
sercizio fx) pr—
2(x? — o +2
Soluzione. f'(z) = %

2
— 3cos
Esercizio 19. f(z) = Ak

x
2
1
Esercizio 20. f(z) = (2* — 3z —5) - (32® — 2z + 1) + ;TJZD
Soluzione. f'(x) =122 — 332? — 16z + 7 — _ A
' 3(x2 —1)2

(222 —x) -Inx

Esercizio 21. f(z) = —; 5
22—z —



2
5z + 6
Esercizio 22. f(x) = rrort

22+ 4z + 4
. / 1 1
Soluzione. f'(z) = T2t dr+4 C(z+2)?
2
5 4
Esercizio 23. f(z) = SRR
22 +6x+9
7
Soluzione. f'(z) = %
x

Esercizio 24. f(r) = (322 — 2z +1)°
Soluzione. Dobbiamo applicare la regola di derivazione della funzione composta:
D[f()"] =n f(z)" ' f'(x);
dunque
fl(z) =532 =2z +1)* - [D(32% — 22+ 1)] = 5 (32> — 2z + 1)* - (62 — 2).
Esercizio 25. f(z) = (7T2® — 222 + 32)*

Esercizio 26. f(x) = cos’x

)
)
Esercizio 27. f(z) =13z
Esercizio 28. f(x) =

)

Esercizio 29. f(x) =x — V1 — a?
Soluzione. f'(x) =1+

Esercizio 30. f(z) =3z — 22 — 4x

Soluzione. f'(z) = ——— — 4

Esercizio 31. f(z) =z — V4 — 22

z+1
E 1210 32. =
sercizio fx) Fy—
3z +7
Esercizio 33. f(x) = vt
8—x
1 31

Soluzione. f'(z) =




FEsercizio 34.

Soluzione.

FEsercizio 35.

Soluzione.

FEsercizio 36.

FEsercizio 37.

FEsercizio 38.

Soluzione.

FEsercizio 39.

Soluzione.

FEsercizio 40.

Soluzione.
FEsercizio 41.

FEsercizio 42.

Soluzione.

FEsercizio 43.

Soluzione.

FEsercizio 44.

2x — 9
fa)= 5=
oo 1 =7
1—=x
T+ 4
T@) =375,
by 1 ‘ 39
3 —9x
f(:C) _ e3+4x712
fw) = =2
f(@) = e
, B acj:ls .x2+2x—5
f@) =z w2
flx) = ex z* —bx + 4

f(z) =In(22* — 623 + 2* — 5z + 1)
f@) = n(a? + 1)
fa) = o
ox + 4
f(x):hl(x—?))
oo 19
T = oy - —3)
3—x




Soluzione.

FEsercizio 45.

Soluzione.

FEsercizio 46.

Soluzione.

FEsercizio 47.
FEsercizio 48.

Soluzione.

FEsercizio 49.

Soluzione.

FEsercizio 50.

Soluzione.

FEsercizio 51.

Soluzione.

FEsercizio 52.

FEsercizio 53.

FEsercizio 54.

Soluzione.

2

f'(z) =

(3 —2)-(x—5)
= (5)
fe) = (;24f29)+-2(ﬁ = ii)
f@)=n (;:c_fj)
I@=q fx;fé{ +1 21)
f(2) = (sina?) - (cos V)

f(x) = sin /x + cos 2z

(z) = 3\}_2 - cos /x — 2sin 2z.
3z =2
J(x) =sin (2m+7)
rron 3xr — 2
f(w) = cos <2x+7) 2x+7
T —2
J(@) = cos (5x+9)
, . r—2 19
(@) = —sin <5x +9> (52 + 9)2
f(z) =In(lnx)
Abbiamo
f() = - [Dina) = o - =
flz) = oV22+3z+1
f(z) = /In(z? +4)
f(z) =In(y/cos )
Jw) = —E2

2




Massimi, minimi di una funzione

Dopo aver determinato il dominio, studiare il segno della derivata prima delle seguenti
funzioni, scrivere gli intervalli in cui esse sono strettamente crescenti o decrescenti e
determinare eventuali punti di massimo xj; 0 minimo z,, relativi.

Esercizio 1. f(z) =2 -3z +7
Soluzione. z,, =1; xpy = —1
Esercizio 2. f(z) = 32> —272% + 1
Soluzione. x,, =6; xpy =0
Esercizio 3. f(z) =z - (2 — 3x)3

Soluzione. 11 dominio della funzione ¢ R. Calcoliamo la derivata prima della
funzione mediante la regola di derivazione del prodotto:

f'(@) = (Dx)- (2 32)° +x- [D(2—-32)°] =
=(2-32)+2-[3(2-32)* D(2-32)] =
=2-32)°4+z-32-32)% (-3)] =
=(2—-32)> -9z (2-32)* = (2—32)* (2 - 122).

Studiamo il segno della derivata prima, ponendo f’(x) > 0, ossia
(2 —3z)%- (2 —122) > 0.
Abbiamo che
(2 —3z)? > 0 per ogni = # ;;
2—-122 >0 = £C<é;
quindi (2 — 3z)? - (2 —12z) > 0 per = < %

1
Possiamo concludere che la funzione f e strettamente crescente per x € } — 00; 6 [,

N 1 2 2
mentre f e strettamente decrescente per x € } 6; 3 [ U } 5; +00 [

1 . . . 2 . .
Inoltre z = 6 ¢ un punto di massimo relativo, mentre x = 3 € un punto stazionario

che non ¢ né punto di massimo né punto di minimo relativo <1n T = 3 la derivata

. . .. .11 2 2 .
prima si annulla, ma negli intervalli ] —; 3 { e ] = —|—oo[ non cambia segno).

6 3



22 +3

Esercizio 4. f(x) =

T —5
Soluzione. z,, =5+ 2V7; xp =5— 27
2
1
Esercizio 5. f(x) = Tt
T
Soluzione. z,, =1; xpy = —1
2
FEsercizio 6. f(l') = m
Soluzione. x,, =2; xpy =0
22 + 32 + 2
E 1210 7. =
sercizio 7. f(x) o]

Soluzione. 11 dominio della funzione ¢ R. Calcoliamo la derivata prima della
funzione mediante la regola di derivazione del rapporto:

) = (dz+3)- (22 +x+1)— (222 +3z+2)- 2z + 1) _
(2 + x4+ 1)2
AP+ T2+ Te + 3 — (42° + 827 + Tx + 2)

(22 + 2 +1)2

_ —r?+1
(22 +x+1)%
Studiamo il segno della derivata prima, ponendo f’(x) > 0, ossia
—r? 41
m > 0.
Abbiamo che
Num. >0 = —224+1>0 = 2°—-1<0 = —-l<z<1;

Den. >0 = (2242 +1)>>0 = perogni z € R;
—22+1
Possiamo concludere che f & strettamente crescente per x €] — 1;1[, mentre f &

strettamente decrescente per x €] — oo; —1[U]1; +00l.

quindi >0per —1 <zx<l1.

Inoltre z = —1 & un punto di minimo relativo, mentre x = 1 € un punto di massimo
relativo (f’ non solo si annulla in questi due punti, ma cambia anche segno).

Esercizio 8. f(x) =x - eaci2




Soluzione. 11 dominio della funzione & | — oo; 2[U]2; +00[. Calcoliamo la derivata
prima della funzione mediante le regole di derivazione del prodotto e della compo-
sizione:

f’(x):l-eﬁ -2 -D( 1 > = ea2 —i—ac-eﬁ-_il:
x —2 (x —2)2
:eﬁ-<1— 1 ):6112.1'2—51'4-4.
(z —2) (z —2)
Studiamo il segno della derivata prima, ponendo f’(z) > 0, ossia
= M >0
(z—2) '
Poiché ez_£2 > () per ogni x appartenente al dominio, basta porre
x2 —br+4
- "

Abbiamo che
Num. >0 = 22 —52+4>0 = z<1V 2 >4
Den. >0 = (z—2)>>0 = per ogni z # 2;
22 —br+4
(x —2)?
Possiamo concludere che f & strettamente crescente per z €] — oo; 1{U]4; +0o0],
mentre f ¢ strettamente decrescente per x €]1;2[U]2;4][.

quindi >0perx<1Vax>4

Inoltre x = 1 & un punto di massimo relativo, mentre x = 4 ¢ un punto di minimo
relativo.

11—z
Esercizio 9. f(z) = e «*
Soluzione. x,, =2

1
Esercizio 10. f(z) = o
x

Soluzione. 11 dominio della funzione ¢ |0;+o00]. Calcoliamo la derivata prima
della funzione mediante la regola di derivazione del rapporto:

1
L R T R R
-z e
Studiamo il segno della derivata prima, ponendo f'(x) > 0, ossia
1—Inx
T > 0.

X



Abbiamo che
Num. >0 = 1—-Inz>0 = he <l = z<e;
Den. >0 = 22 >0 = per ogni z # 0;

. x
poiché il dominio ¢ |0; +o0[, otteniamo che ——5— > 0 per 0 <z <e.
T

Possiamo concludere che f & strettamente crescente per x €]0; e[, mentre f & stret-
tamente decrescente per x €]e; +00].

Inoltre = e € un punto di massimo relativo.

Massimi, minimi e flessi di una funzione

Determinare i punti di massimo xj; e di minimo z,, e gli eventuali punti di flesso
xf delle seguenti funzioni.
Esercizio 1. f(z) = 22® — 32% — 127 + 4
1
Soluzione. vy = —1; x,, = 2; xp = 3
Esercizio 2. f(z) = —23 + 1822 +1

Soluzione. xy =12; x,, =0; xp =6

Esercizio 3. f(z) = 2% — 23
1
Soluzione. )y = =; v, =0; xp = =
3 3
Esercizio 4. f(x) = 2* — 82?2 — 3
. 2 2
Soluzione. zyy =0;z,, = 22, =42 2p=——; op = +——

=
=

Esercizio 5. f(x) = In(2® + 1)
Soluzione. v,, =0; xp = —1;zp =1
xr

Esercizio 6. f(x) =x-e”

Soluzione. vy =1; zp =2



