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1 Numeri complessi

Gli esercizi di questa sezione servono come ripasso di quanto è stato già svolto sull'al-
gebra e geometria dei numeri complessi durante l'insegnamento di Analisi Matematica
1b.

Esercizio 1.1. Determina tutti i numeri complessi che sono uguali al complesso coniu-
gato del proprio quadrato e rappresentali gra�camente nel piano complesso.

Esercizio 1.2. Determina l'insieme delle soluzioni complesse per ciascuna delle seguenti
equazioni e disegna la loro posizione nel piano complesso:

z2 − 2iz + 1 = 0, z − 1

z
= i,

1− z
i + z

=
2z

1− iz
, z4 + z2 + 1 = 0,

z8 − 16 = 0, z8 + 16 = 0.

Esercizio 1.3. Determina per quali z ∈ C sono soddisfatte ciascuna delle seguenti
equazioni:

Re(z2) =
(
Re(z)

)2
,

Im(z2) =
(
Im(z)

)2
,

z2 = z2,∣∣z2
∣∣ = |z|2 ,

Arg(z2) =
(
Arg(z)

)2
.
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Esercizio 1.4. Sfruttando la formula per la somma dei termini di una progressione
geometrica ricava una formula sintetica per calcolare, per ogni n ∈ N, i cosidetti nuclei
di Dirichlet Dn(θ) de�niti da

Dn(θ) :=

n∑
k=−n

eikθ.

Veri�ca che le funzioniDn(θ) assumono sempre valori reali e prova a studiarne il gra�co
al variare di θ ∈ [−π/2, π/2].

Esercizio 1.5. Tra tutte le in�nite soluzioni dell'equazione

ez−iπ = eiz−π

determina e rappresenta gra�camente nel piano complesso quelle con modulo minore
di 3π.

2 Funzioni di variabile complessa

Esercizio 2.1. Per ciascuna delle seguenti funzioni f(z) della variabile complessa z = x+ iy
determina esplicitamente la parte reale u(x, y) e la parte immaginaria v(x, y) come
funzioni delle due variabili reali x e y, in modo da avere f(z) = u(x, y) + iv(x, y).

f1(z) := z3; f2(z) :=
1

i− z
;

f3(z) := e(z2); f4(z) :=
sin z

cos z
.

Esercizio 2.2. Veri�ca che la funzione

f(z) = tan(z) =
sin(z)

cos(z)

è invertibile se ristretta al dominio S :=
{
z ∈ C : − π

2 < Re(z) < π
2

}
. Determina

l'immagine f(S) e determina esplicitamente la sua funzione inversa g(z) =: Arctan(z)
de�nita sul dominio f(S).

Esercizio 2.3. Considera le seguenti funzioni de�nite nel piano C ' R2. Veri�ca che
si tratta di funzioni armoniche, determina per ciascuna di esse una funzione armonica
coniugata e cerca di determinare a quale funzione olomorfa corrisponda la coppia di
funzioni armoniche coniugate.

u1(x, y) := x2 − y2; u2(x, y) := (2x+ 1)y;

u3(x, y) := x3 − 3xy2; u4(x, y) := ex (x cos y − y sin y) .

[Prima di fare questo esercizio, è utile ripassare quello che è stato fatto durante l'inse-
gnamento di Analisi Matematica 2 a riguardo del calcolo del potenziale di un campo
vettoriale conservativo (o di una forma di�erenziale esatta).]

2



3 Integrali curvilinei nel piano complesso

Esercizio 3.1. Calcola l'integrale
∫
γ
z dz dove γ è il cammino chiuso orientato in senso

antiorario che descrive il perimetro del triangolo ABC nel piano complesso con vertici
nei punti A = 0, B = 1 e C = i.

Esercizio 3.2. Sia CR la circonferenza con centro nell'origine e raggio R > 0. Facendo
opportune stime, veri�ca che l'integrale∫

CR

Log(z2)

z2
dz

è in�nitesimo per R → +∞. [Con Log(·) indichiamo la funzione logaritmo principale

la cui parte immaginaria assume valori in ]− π, π].]

Esercizio 3.3. Calcola l'integrale
∫

Γ
Re(z) dz dove Γ è uno dei seguenti cammini che

collega il punto A = −4 con il punto D = 4 nel piano complesso:

1. Γ = cammino formato dai segmenti rettilinei che collegano in sequenza i punti
A = −4, B = −4− 4i, C = 4− 4i, D = 4;

2. Γ = semicerchio nel semipiano con parte immaginaria positiva con raggio 4 e
centro nell'origine.

Cosa puoi dedurre dal fatto che i due valori ottenuti sono diversi?

Esercizio 3.4. Utilizzando la formula integrale di Cauchy determina il valore dei
seguenti integrali ∫

Γ

z

z + 1
dz,

∫
Γ

cosh z

z2 + z
dz,

∫
Γ

tan(z/2)

2z − π
dz,

dove Γ descrive in senso antiorario il perimetro del quadrato nel piano complesso i cui
lati giacciono sulle rette x = ±2 e y = ±2.

4 Singolarità e residui

Esercizio 4.1. Determina e classi�ca le singolarità isolate delle seguenti funzioni olo-
morfe, e calcola inoltre il valore del residuo in ciascun punto di singolarità:

f1(z) =
1

z2 − 1
, f2(z) :=

1

ez − 1
, f3(z) :=

1

z3(1− z2)
,

f4(z) :=
1

z2 + 8z + 1
, f5(z) :=

eiπz

z4 + z2 + 1
, f6(z) :=

zez

e4z − 1
,

f7(z) :=
1− e2πiz

z4 − 1
, f8(z) :=

z2ez

(1 + ez)2
, f9(z) :=

eiz

(sinh z)2
,

f10(z) :=
z(z2 + 4π2)

1− cosh z
, f11(z) := e

2
z , f13(z) :=

sin(z)

cos(z)
,

f14(z) :=
z cos(z)

sin(z)
, f15(z) := z2 sin

(1

z

)
, f16(z) :=

1

eiz − iez
.
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5 Sviluppi in serie di Laurent

Esercizio 5.1. Determina lo sviluppo di Laurent delle seguenti funzioni intorno al
punto z? indicato:

f1(z) :=
1

(z − 2)(z − 5)2
, z? = 2; f1(z) :=

1

(z − 2)(z − 5)2
, z? = 5;

f2(z) := ze
1
z , z? = 0; f3(z) :=

1

z3(1− z2)
, z? = 0;

f4(z) :=
1

z4 + 1
, z? = 1; f4(z) :=

1

z4 + 1
, z? = i.

Esercizio 5.2. Decomponi le seguenti funzioni razionali come somma di frazioni sem-
plici:

f1(z) :=
1

z2 + 8z + 1
, f2(z) :=

z3 + 4

z2(z − 1)4
, f3(z) :=

z

z3 + 8
,

f4(z) :=
1

z5(z2 + 1)3
, f5(z) :=

z

z2 + z − 6
, f6(z) :=

z2

(z2 + z − 6)2
.

6 Calcolo di integrali con il metodo dei residui

Esercizio 6.1. Utilizzando il metodo dei residui calcola il valore dei seguenti integrali
su cammini chiusi (che si intendono orientati positivamente)∫

|z|=1

1

z2 + 8z + 1
dz,

∫
|z−2i|=8

z(z2 + 4π2)

1− cosh z
dz,

∫
|z|=1

ze
1
z dz.

Esercizio 6.2. Calcola il valore dei seguenti integrali, applicando il metodo dei residui
ad opportune funzioni olomorfe integrate lungo opportuni cammini chiusi e spiegando
i vari passi del procedimento:

1. ∫ +∞

−∞

x2 + x− 2

x4 + 10x2 + 9
dx,

∫ +∞

0

x2

x4 + 4x2 + 3
dx.

Si tratta di integrali di funzioni razionali in cui il denominatore non si annulla
mai sull'asse reale e all'in�nito decadono come 1/x2. Prova a integrare tali
funzioni razionali nel piano complesso lungo la frontiera del semicerchio con
diametro [−R,R] sull'asse reale e contenuto nel semipiano superiore del piano
complesso. Facendo tendere R → +∞ dovresti ottenere facilmente gli integrali
richiesti.

2. ∫ 2π

0

1

4 + cos t
dt,

∫ 2π

0

1

2 + cos t+ sin t
dt,

∫ 2π

0

1

2 + cos t sin t
dt.
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Osserva che cos t = 1
2 (z + z−1) e sin t = 1

2i (z + z−1) quando z = eit.

3. Integrali di Fresnel: ∫ +∞

0

cos(x2) dx,

∫ +∞

0

sin(x2) dx.

Osserva che cos(x2) = Re
(
eix2)

e sin(x2) = Im
(
eix2)

; prova quindi ad integrare

eiz2 lungo la frontiera del settore circolare ΩR de�nito da

ΩR :=
{
z : |z| 6 R, 0 < Arg(z) <

π

4

}
;

facendo tendere R → +∞ il contributo dell'integrale lungo l'arco di circonfe-
renza dovrebbe risultare in�nitesimo e dal contributo degli integrali lungo i due
raggi dovresti ottenere un legame tra gli integrali da calcolare e l'integrale della
funzione Gaussiana

∫ +∞
0

e−x
2

dx = 1
2

√
π.

4. ∫ +∞

0

1

1 + tn
dt, n ∈ N.

Prova a integrare la funzione 1/(1 + zn) lungo la frontiera del settore circolare
ΩR de�nito da

ΩR :=

{
z : |z| 6 R, 0 < Arg(z) <

2π

n

}
;

facendo tendere R→ +∞ il contributo dell'integrale lungo l'arco di circonferenza
dovrebbe risultare in�nitesimo e dal contributo degli integrali lungo i due raggi
dovresti ottenere un espressione da cui ricavare l'integrale da calcolare.

5. ∫ +∞

−∞

e
1
3x

1 + ex
dx.

Sfruttando la periodicità della funzione esponenziale in campo compelsso, prova

a integrale la funzione e
1
3
z

1+ez lungo la frontiera del rettangolo [−R,R]× [0, 2π] nel
piano complesso; facendo tendere R → +∞ il contributo degli integrali lungo
i lati verticali dovrebbero risultare in�nitesimi e dal contributo degli integrali
lungo i lati orizzontali dovresti ottenere un espressione da cui ricavare l'integrale
da calcolare.

Esercizio 6.3. Calcola il valore principale del seguente integrale

p.v.

∫ +∞

−∞

t+ 1

(t− 2)(2t2 − 4t+ 4)
dt.
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Esercizio 6.4. Sempre applicando il metodo dei residui calcola il valore dei seguenti
integrali: ∫ 2π

0

(cosx)2 dx,

∫ 2π

0

1

1 + (sinx)2
dx,∫ +∞

0

1

8 + x3
dx,

∫ +∞

0

x

8 + x3
dx,∫ +∞

0

log x

x2 − 1
dx,

∫ +∞

0

sinx

x
dx,∫ +∞

0

cos(αt)

t2 + β2
dt, p.v.

∫ +∞

−∞

eiαt

sinh t
dt.

7 Domande che possono essere chieste all'esame

Ecco un elenco di domande alle quali dovresti essere in grado di rispondere dopo aver
studiato gli argomenti svolti a lezione e dopo aver provato a fare gli esercizi proposti.
Usa questo elenco come ausilio per prepararti all'esame.

� Come si de�nisce la derivata complessa di una funzione di variabile complessa e
che legame ha con le derivate (parziali) reali?

� Che cosa sono le equazioni di Cauchy Riemann e come si ottengono?

� Sai fare esempi di funzioni di variabile complessa che sono derivabili in senso
reale ma non in senso complesso?

� Che cosa è una funzione olomorfa?

� Come si veri�ca l'olomor�a di funzioni razionali, della funzione esponenziale, del
logaritmo principale, delle funzioni trigonometriche?

� Come è fatto il dominio di convergenza di una serie di potenze?

� Come si dimostra l'olomor�a di una serie di potenze?

� Come si de�niscono integrali curvilinei nel piano complesso di funzioni di varia-
bile complessa?

� Che proprietà hanno gli integrali curvilinei di funzioni olomorfe?

� Che cosa è una funzione analitica?

� Che relazione c'è tra olomor�a e analiticità?

� Cosa possiamo dire degli zeri di una funzione olomorfa?

� Che cosa è un prolungamento analitico?
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� Che cosa è una funzione intera?

� Cosa dice il teorema di Liouville e quali sono alcune sue applicazioni?

� Come si classi�cano le singolarità isolate di una funzione olomorfa?

� Che cosa è il residuo di una singolarità isolata?

� Come si possono utilizzare i residui per calcolare integrali?

� Che cosa è una serie di Laurent?

� Come si possono determinare i coe�cienti della serie di Laurent di una funzione
olomorfa?

� Come si può ottenere la decomposizione in frazioni semplici di una funzione
razionale?
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