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Di seguito ecco un elenco di alcuni possibili argomenti, complemen-
tari a quanto abbiamo svolto a lezione, che possono essere approfonditi
e portati come materiale per ’esame finale del corso. Altre fonti di ap-
profondimento sono i capitoli contenuti nei seguenti testi che trattano
di equazioni dispersive:

e Libro di Cazenave su Equazioni di Schrodinger semilineari [2].
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e Libro di Linares e Ponce di Introduzione alle Equazioni Disper-
sive Nonlineari [12].
e Libro di Tao su Equazioni Nonlineari Dispersive [17].

1. POTENZIALE PERTURBATIVO AL POSTO DELLA NONLINEARITA

Studiare esistenza locale e/o a lungo termine nel caso in cui al posto
della nonlinearita abbiamo un potenziale lineare del tipo V (¢, z)u.

i0wu + Au = V(t,x)u,

dove V' ¢ una funzione a valori reali. Quali ipotesi (di integrabilita) ser-
ve richiedere a V' per poter ottenere esistenza delle soluzioni utilizzando
le stime di Strichartz?

Riferimenti bibliografici:

e Appunti di lezione dovrebbero essere sufficienti, in quanto que-
sto caso risulta essere pitl semplice del caso con nonlinearita po-
tenza, abbiamo che il potenziale V (¢, x) essenzialmente prende
il ruolo di |u(t,z)["".

e Il libro di Cazenave [2] contiene, tra le tante cose che studia,
anche il caso in questione.

2. NONLINEARITA SOMME DI PIU POTENZE

Studiare esistenza locale e¢/o a lungo termine nel caso in cui la
nonlinearita sia una combinazione lineare di due potenze:

0+ Au=Alu"""u+Bluf*'u, (A BeR).

Quali sono i valori critici rilevanti in questo caso? Cosa succede quando
A e B hanno segno diverso, quale comportamento prevale tra focusing
o defocusing?

Riferimenti bibliografici:

e Il lavoro di Tao-Visan-Zhang [I8| fa una trattazione completa
di questo problema.
e Il libro di Cazenave [2].

3. SOLUZIONI DI BLOW-UP DI GLASSEY (FORMA GENERALE)

A lezione abbiamo visto un caso particolare di esempio di Blow-up.
Una lettura dell’articolo originale di Glassey permette di formulare
condizioni pitt generali per avere soluzioni di scoppio.

Riferimenti bibliografici:

e L’articolo di Glassey [9].
e Il libro di Cazenave [2].
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4. SCATTERING A LIVELLO DI H!

Nelle ultime due lezioni del corso abbiamo visto velocemente come
provare ’esistenza di soluzioni di scattering per datiin H'. Mancavano
alcuni dettagli che aspettano di essere completati.

Riferimenti bibliografici:

e L’articolo di Visciglia [20] per il decadimento delle norme L?
della soluzione.
e Il libro di Cazenave |2].

5. SCATTERING A LIVELLO DI L? E TRASFORMAZIONT
PSEUDO-CONFORMI

Lo scattering per soluzioni globali nel caso defocusing con dati in L?
si puo ottenere tramite 'uso della trasformata pseudo-conforme quan-
do i dati iniziali sono contenuti in un particolare sottospazio ¥ di L?
definito da:

L= {feH  af(@) € L}, I = 17 + IV A + l2fl.
La trasformata pseudo-conforme é definita nel seguente modo: fissiamo
un b € R e consideriamo la trasformazione di coordinate (¢, z) — (s,y)
su R x R? definita da

_t oz s Yy
SRR AR e A gy L
Data una soluzione u dell’equazione di Schrédinger nonlineare conside-
riamo la funzione v definita da

12
v(t,z) = (1— bs)d/Qei%u(s,y).
Risulta che v ¢ ancora una soluzione dell’equazione di Schrodinger non-
lineare. Questa trasformazione inoltre preserva lo spazio X e permette
di ricavare informazioni sul decadimento delle norme L? delle soluzioni
utili per dimostrare lo scattering (nella norma di X3).
Riferimenti bibliografici:
e Articolo di Tsusumi [19].
e Il libro di Cazenave [2].

6. INTEGRALI A VALORI IN SPAZI DI BANACH (BOCHNER, PETTIS).

Quando si riformula il problema di Cauchy di una equazione di evolu-
zione trasformandolo in un problema di punto fisso, compaiono in modo
naturale degli operatori integrali. Gli integrali (rispetto alla variabile
temporale) che compaiono in queste formule possono essere interpreta-
ti come integrali di funzioni a valori in certi spazi di Banach. I lavori
di Bochner e di Pettis hanno portato ad una definizione rigorosa di
questi integrali, estendendo la teoria dell’integrale di Lebesgue al caso
vettoriale.

Riferimenti bibliografici:
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e Il libro di Diestel e Uhl sulle misure vettoriali [5].
e Lavoro di Pettis sull’integrazione di funzioni vettoriali [I4].

7. DUALITA IN SPAZI MISTI L4([a, b]; L"(R%))

Sappiamo dal corso di Analisi Funzionale che quando 1 < p < 4+
lo spazio duale di L? si pud identificare con L¥, dove p' & Pespo-
nente coniugato di p. Diverse volte abbiamo utilizzato, dandolo per
scontato, che lo spazio duale dello spazio misto L4([a, b]; L"(R?)) fosse
L ([a, b); L™ (R2)).

In generale, se X ¢ uno spazio di Banach, ci si aspetta che il duale
dello spazio LP([a,b]; X) sia identificabile con L ([a,b]; X'). Cio non
¢ sempre vero (si possono costruire controesempi espliciti). La cosa
funziona quando X gode della proprieta di Radon-Nikodym, e gli spazi
LP godonno di tale proprieta. Dimostrarlo richiede comunque un po’
di lavoro, tra teoria della misura e analisi funzionale.

Riferimenti bibliografici:

e Lavoro di Clarkson sull’uniforme convessita degli spazi L? [4].
e Lavoro di Pettis sull’integrazione di funzioni vettoriali [14].
e Il libro di Diestel e Uhl sulle misure vettoriali [5].

8. ENDPOINT STRICHARTZ ESTIMATES

Sia u(t, z) soluzione dell’equazione omogenea
10yu + Au = 0, u(0,x) = up(x).

Abbiamo dimostrato le stime di Strichartz per soluzioni dell’equazione
omogenea:
HUHLQ(]R;LT‘(IRUZ)) S HU0HL2(Rd) ’

per esponenti (g, 7) che verificano le condizioni:

2 d d 1 1 1

— = — - < =K

1
qg r 2 2 d r 2

Quando d > 3 la stima ¢é valida anche nel caso limite in cui

La dimostrazione richiede I'uso di raffinate tecniche di interpolazione e
di analisi armonica come descritte nell’interessante lavoro di Keel-Tao.
Riferimenti bibliografici:

e Lavoro di Keel e Tao [10].
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9. EQUAZIONE DI KORTEWEG-DE VRIES

Un modello di evoluzione dispersiva il cui studio ha avuto uno svi-
luppo parallelo a quello dell’equazione di Schrédinger ¢ I'equazione di
Korteweg-De Vries:

O+ OPu + udpu = 0.

Anche per questa equazione ¢é possibile ricavare stime dispersive per la

parte lineare con la quale ottenere stime di Strichartz. Il fatto che la

nonlinearita contiene una derivata complica un po’ le cose.
Riferimenti bibliografici:

e Il lavoro di Kenig-Ponce-Vega su KdV [11].
e Il libro di Linares e Ponce su equazioni dispersive [12].

10. OSCILLATORE ARMONICO

L’equazione di Schrodinger nonlineare per 'oscillatore armonico con-
tiene un potenziale quadratico (non perturbativo):

By + Au — |z)* u = |ul " w.

Tramite la trasformata di Mehler lo studio dell’evoluzione lineare dell’o-
scillatore armonico puo essere ricondotta a quello dell’evoluzione lineare
di Schrodinger senza potenziale armonico.

Riferimenti bibliografici:

e Lavoro di Carles [I].

e Nel ibro di Feynman e Hibbs su meccanica quantistica e path
integrals [6], ¢’¢ un capitolo intero dedicato all’oscillatore armo-
nico lineare.

11. STIME DI GAGLIARDO-NIRENBERG-SOBOLEV

Le stime di Gagliardo-Nirenberg-Sobolev sono una famiglia di disu-
guaglianze molto utili nell’analisi nonlineare e che definiscono le rela-
zioni che intercorrono tra le proprieta di regolarita e di integrabilita di
una funzione. Sono stime della forma

Se 0 < k < n, per quali p,q,r,0 la stima risulta essere valida? E
possibile fornire condizioni necessarie e sufficienti.
Riferimenti bibliografici:

0
Lr(Rd) -

e Lavoro di Gagliardo [§].

e Lavoro di Nirenberg [13].

e Articolo di Fiorenza-Formica-Roskovec-Soudsky [7] dedicato al-
le stime di G-N-S.

e [a pagina di wikipedia da una descrizione dettagliata delle sti-
me e contiene molti riferimenti biliografici: https://en.wikipedia.
org/wiki/Gagliardo-Nirenberg_interpolation_inequality.


https://en.wikipedia.org/wiki/Gagliardo-Nirenberg_interpolation_inequality
https://en.wikipedia.org/wiki/Gagliardo-Nirenberg_interpolation_inequality
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12. STIMA DISPERSIVA DIMOSTRATA IN MODO GEOMETRICO, SENZA
USARE FOURIER

Di fondamentale importanza per la teoria delle equazioni di Schro-
dinger non lineare é la proprieta dispersiva dell’evoluzione lineare omo-
genea: se u € soluzione di i0,u + Au = 0 allora abbiamo

()| e ey S 2 (0 11 ray -

Noi abbiamo ricavato questa stima dispersiva utilizzando la forma espli-
cita delle soluzioni del problema lineare ricavata tramite la trasformata
di Fourier. Quando si studia I'equazione di Schrodinger su domini di-
versi dallo spazio euclideo R? la trasformata di Fourier non é piit uno
strumento adeguato Tramite metodi geometrici combinati con tecniche
di analisi armonica é possibile ottenere la stima dispersiva direttamente
dall’equazione, senza utilizzare la trasformata di Fourier.
Riferimenti bibliografici:
o Articolo di Wong [21] sul metodo dei campi vettoriali per otte-
nere stime dispersive.
e Dispense di Wong su equazioni dispersive https://qnlw.info/
course-notes/dispersive_notes/dispersive_notes.pdf.

13. TEORIA DI CALDERON-ZYGMUND

Tramite la trasformata di Fourier possiamo rappresentare I’operatore
di derivazione tramite operatori di moltiplicazione nello spazio delle
frequenze:

FIVI(k) =ikf(k), keR%
Possiamo anche definire un operatore di (pseudo-)derivazione analogo
al gradiente:

FIDf)(k) = k[ f(k),  keR™
Per la norma L? si verifica facilmente che [|[Df||;. = [|[Vf]|;2- Con la
teoria di Calderon-Zygmund ¢ possibile dimostrare che le (semi)norme
IDfll.» €|Vl sono equivalenti per ogni p €]1, co[. Questo permette
di utilizzare metodi basati sulla trasformata di Fourier anche in spazi
costruiti con norme LP con p diverso da 2.
Riferimenti bibliografici:

e Lezioni di analisi armonica di M. Williams https://markwilliams.
web.unc.edu/wp-content/uploads/sites/19674/2022/01/notesonharmonicanaly:
pdf, ha un capitolo dedicato agli integrali singolari e alla teoria
di Calderon-Zygmunnd.

14. BUONA POSITURA LOCALE SOTTO L'IPOTESI DI MINIMA
REGOLARITA FRAZIONARIA

Noi abbiamo visto la teoria di esistenza locale per l'equazione di
Schrodinger nonlineare con datiin L? e datiin H'. C’¢ una relazione tra


https://qnlw.info/course-notes/dispersive_notes/dispersive_notes.pdf
https://qnlw.info/course-notes/dispersive_notes/dispersive_notes.pdf
https://markwilliams.web.unc.edu/wp-content/uploads/sites/19674/2022/01/notesonharmonicanalysisB.pdf
https://markwilliams.web.unc.edu/wp-content/uploads/sites/19674/2022/01/notesonharmonicanalysisB.pdf
https://markwilliams.web.unc.edu/wp-content/uploads/sites/19674/2022/01/notesonharmonicanalysisB.pdf
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gli esponenti p della nonlinearita e il grado s di regolarita (di Sobolev)
per i dati iniziali; abbiamo ricavato che I’esponente critico di regolarita

é dato da:
() d 2
Se(p) == — ——.
A |
Si puo dimostrare che si ha esistenza locale di soluzioni dell’equazione
i0pu + Au = |uf’" u

quando i dati iniziali hanno regolarita H® con s > s.(p) (caso sub-
critico). Lo spazio di Sobolev H®, per s > 0, é definito tramite
I'operatore di pseudo-derivazione D?®:

H*RY :={feLl? D°'feL’},
FID* f1(k) = [K[* F(R),
1l = || L+ TRPY72 )|

Riferimenti bibliografici:

2

e Lavoro di Cazenave e Weissler [3].
e Libro di Cazenave [2].

15. INTEGRALI OSCILLANTI E FASE STAZIONARIA E PER PACCHETTI
D’ONDA CON GENERICHE RELAZIONI DISPERSIVE

Per un generico operatore differenziale dispersivo € possibile costruire
pacchetti d’onda come superposizione di onde piane. Questi pacchet-
ti d’onda sono definiti da integrali oscillanti e possono concentrarsi o
disperdersi. Le proprieta dispersive seguono dalla relazione dispersiva
dell’operatore e possono essere studiate applicando il metodo della fase
stazionaria per integrali oscillanti.

Riferimenti bibliografici:

e Lezione di T. Tao https://www.math.ucla.edu/"tao/247b.
1.07w/notes8.pdf su integrali oscillanti.

e Libro di E. Stein [15] di Analisi Armonica; ha un capitolo
dedicato alle stime di decadimento per integrali oscillanti.

16. EQUAZIONE DELLE ONDE

L’equazione delle onde possiede proprieta dispersive. Sia u(t,x) &
soluzione di
Ou—Au=0, tcR, zecR?
con dati iniziali u(0,x) = uy(z) e du(0,z) = uy(x) e supponiamo che
ug e u; abbiano spettro di frequenze limitato in un compatto di R%\{0}.

Allora vale la stima
(d—1)

|Qu(t, )| St

Riferimenti bibliografici:

10u(0)][ 1 -


https://www.math.ucla.edu/~tao/247b.1.07w/notes8.pdf
https://www.math.ucla.edu/~tao/247b.1.07w/notes8.pdf
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e Dispense di M. Visan https://www.math.ucla.edu/"visan/
Oberwolfach2012.pdfl

17. ARTICOLO ORIGINALE DI STRICHARTZ

Le cosidette stime di Strichartz, fondamentali per la teoria di esi-
stenza locale per equazioni dispersive prendono il loro nome da un
lavoro di Robert Strichartz che ha dimostrato alcuni casi particolari.
E interessante andare a rivedere 'articolo originale.

Riferimenti bibliografici:

e Articolo di Strichartz [16].

18. LEGGI DI CONSERVAZIONE, IDENTITA VIRIALI E
COMPORTAMENTO ASINTOTICO DELLE SOLUZIONI

Sia nella toeria del blow-up che nella teoria dello scattering giocano
un ruolo fondamentale alcune leggi di conservazione che sono verificate
dalle soluzioni del problema nonlineare. Dalle leggi di conservazione
si ricavano identita viriali con le quali si possono dimostrare stime di
interazione alla Morawetz utili per capire il comportamento a lungo ter-
mine delle soluzioni. E interessante capire quale ruolo le identita viriali
giocano nella costruzione di esempi di blow-up, oppure nel costruzione
di operatori di scattering.

Riferimenti bibliografici:

e Lezioni del gruppo "dei 5" Colliander-Keel-Staffilani-Takaoka-
Tao su Equazioni di Schrédinger nonlineari: https://math.
mit.edu/"gigliola/allethlectures.pdf.
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