
ANALISI 3 - L13B - L14:

APPROSSIMAZIONI CON FUNZIONI REGOLARI

Continuiamo ad esplorare le proprietà del prodotto di convoluzione. In partico-
lare ci interessano le proprietà che riguardano i supporti delle funzioni e le proprietà
che riguardano la di�erenziabilità. L'operazione di convoluzione produce funzioni
che sono solitamente più regolari dei suoi fattori. Possiamo dire, in un certo senso,
che la regolarità di f ∗ g è data dalla somma della regolarità di f e della regolari-
tà di g. Tramite convoluzioni con nuclei regolari riusciremo ad approssimare con
funzioni regolari ogni funzione di Lp.

Prerequisiti

Per poter comprendere il contenuto di questa lezione, è necessario che lo studente
abbia compreso i contenuti delle lezioni precedenti, e che siano ben noti i seguenti
concetti, che sono stati introdotti negli insegnamenti dei primi due anni del corso
di laurea:

• Concetto di insieme chiuso e di insieme compatto in uno spazio metrico
[Geometria 2];

• Derivate di funzioni polinomiali ed esponenziali [Analisi 1].

1. Supporto di una funzione misurabile

Ad un livello puramente insiemistico il supporto di una funzione numerica f : Ω → C
può essere de�nito come l'insieme dei punti del dominio Ω in cui la funzione non si
annulla, {x ∈ Ω: f(x) ̸= 0}. Nel campo dell'analisi, quando sul dominio è presente
una struttura topologica o metrica e la funzione è continua si preferisce considerare
come supporto la chiusura (topologica) di tale insieme

(1) supp f := {x ∈ Ω: f(x) ̸= 0},
in questo modo il supporto di f è il più piccolo chiuso che contiene i punti in cui f
non si annulla; il complementare del supporto risulta così formato dai punti in cui f
è localmente nulla,

x /∈ supp f ⇐⇒ ∃U intorno di x : f |U ≡ 0,

ovvero il complementare del supporto di f è il più grande aperto sul quale f è
identicamente nulla.

Se consideriamo funzioni misurabili di classe Lp, rispetto alla misura di Lebesgue
su Ω ⊆ Rd, siccome si perde il concetto del valore della funzione in un punto, anche
la de�nizione di supporto (1) perde di signi�cato. Ad esempio, consideriamo la
funzione di Dirichlet

D : R → R, D(x) :=

{
1, se x ∈ Q,
0, se x ∈ R \Q,

abbiamo che suppD = Q = R, ma D è nulla quasi ovunque; quindi nella stessa
classe di equivalenza in Lp(R) troviamo sia la funzione nulla con supporto vuoto
che la funzione D con supporto uguale a R. Abbiamo bisogno allora di una nozione

di supporto che sia più robusta nel passaggio da Lp a Lq := LP /
µ
≡ , ovvero di
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una nozione di supporto che non cambi se si modi�ca la funzione su un insieme di
misura nulla.

De�nizione 1.1. Sia Ω un aperto di Rd. Sia f : Ω → C una funzione misurabile.
De�niamo supporto essenziale di f , e lo indichiamo con ess supp f , il complementare
in Ω dell'insieme dei punti in cui f è localmente nulla quasi ovunque,

x /∈ ess supp f ⇐⇒ ∃U intorno di x : f |U
µ
≡ 0,

si vede facilmente che tale complementare è un aperto, anzi risulta che il com-
plementare del supporto di f è il più grande aperto sul quale f è nulla quasi
ovunque.

Segue immediatamente dalla de�nizione che ess supp f ⊆ supp f . Se f è una
funzione continua allora i due concetti di supporto coincidono, ess supp f = supp f .
Se due funzioni misurabili coincidono quasi ovunque avranno lo stesso supporto
essenziale,

f
µ
≡ g =⇒ ess supp f = ess supp g.

Nel caso della funzione di Dirichlet abbiamo che ess suppD = ∅, mentre suppD = R.

De�nizione 1.2. Dati un sottoinsieme A e un punto p di Rd, la traslazione di A
di passo p, ovvero la somma di A con p, è de�nita come l'insieme

A+ p = p+A := {a+ p : a ∈ A} .

L'opposto, o rovesciato, di un sottoinsieme A di Rd, è il sottoinsieme formato dagli
opposti,

−A := {−a : a ∈ A} .
Dati due sottoinsiemi A e B di Rd, la loro somma e la loro di�erenza algebrica sono
de�nite come gli insiemi

A+B := {a+ b : a ∈ A, b ∈ B} , A−B := {a− b : a ∈ A, b ∈ B} .

Osservazione 1.3. Attenzione: dati tre sottoinsiemi A,B,C, se A − B = C non
signi�ca che si abbia A = B + C! Però, dato un sottoinsieme A e un punto p,
se A− p = C allora A = p+ C.

La somma di due aperti è sempre un aperto, anzi la somma di un aperto con un
insieme qualsiasi è sempre un aperto; mentre la somma di due chiusi non è detto
che sia un chiuso; la somma di un chiuso e di un compatto è sempre un chiuso;
la somma di due compatti è un compatto. (Lasciamo la dimostrazione di queste
a�ermazioni come esercizio.)

Lemma 1.4. Dati una funzione misurabile f : Rd → C e un punto x ∈ Rd, con-

sideriamo la funzione g : Rd → C de�nita da g(y) := f(x − y) per ogni y ∈ Rd.

Allora

ess supp g = x− ess supp f.

Dimostrazione. Segue facilmente dal fatto che se g è nulla quasi ovunque sulla pal-
la B(p, r) se e solo se f è nulla quasi ovunque sulla palla B(x− p, r) = x−B(p, r).

□

Lemma 1.5. Date due funzioni misurabili f, g : Rd → C abbiamo che

ess supp(f · g) ⊆ ess supp f ∩ ess supp g.

Dimostrazione. Segue facilmente dal fatto che se una delle due funzioni è nulla
quasi ovunque su una palla, allora anche il prodotto puntuale delle due funzioni si
annulla quasi ovunque sulla stessa palla. □
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Ora abbiamo tutti gli elementi per poter enunciare e dimostrare che il supporto
del prodotto di convoluzione è dato dalla somma dei supporti dei due fattori.

Teorema 1.6. Siano f, g : Rd → C due funzioni misurabili per le quali si ha che la

convoluzione è de�nita quasi ovunque su Rd. Allora,

ess supp f ∗ g ⊆ ess supp f + ess supp g.

Dimostrazione. Sia S := ess supp f + ess supp g. Sia ora p un punto esterno a S,
esiste quindi una palla B(p, r) disgiunta da S.

Sia x ∈ B(p, r) un punto in cui è de�nita la convoluzione, consideriamo la
funzione h(y) := f(x− y)g(y). Per i lemmi 1.4 e 1.5 abbiamo che

ess supph ⊆ (x− ess supp f) ∩ ess supp g.

Dunque se esistesse un punto y ∈ ess supph allora dovremmo avere x = (x− y) + y ∈ S;
ma per come è stato scelto x abbiamo x /∈ S e dunque ess supph è vuoto, ovvero h
è nulla quasi ovunque. Abbiamo quindi

(f ∗ g)(x) =
∫
f(x− y)g(y) dy =

∫
h(y) dy = 0.

La convoluzione f ∗ g si annulla quindi in tutti i punti di B(p, r) in cui è de�nita,
e quindi p /∈ ess supp f ∗ g. □

Segue dal teorema che la convoluzione di due funzioni con supporto essenziale
compatto ha supporto essenziale compatto.

2. Regolarità di convoluzioni

Che legame c'è tra la derivabilità di un prodotto di convoluzione e la derivabilità
dei suoi fattori? Formalmente, se possiamo scambiare l'operatore di derivata con
l'operatore di integrazione, otteniamo

d

dx
(f ∗ g)(x) =

∫
d

dx
f(x− y)g(y) dy =

∫
f ′(x− y)g(y) dy,

ovvero (f ∗ g)′ = (f ′ ∗ g).
Lo scambio tra derivata e integrale non è un'operazione sempre lecita. Ad

esempio, per la funzione

f(x, y) :=

{
sgn(x)x

2−y2

x2 , se 0 < |y| < |x|,
0, altrimenti,

abbiamo che, per |x| ⩽ 1,

F (x) :=

∫ 1

−1

f(x, y) dy =
4

3
x, F ′(0) =

4

3
,

ma
∂f

∂x
(0, y) = 0,

∫ 1

−1

∂f

∂x
(0, y) dy = 0.

Il teorema della convergenza dominata di Lebesgue ci permette di de�nire delle
condizioni su�cienti a�nché si possa portare la derivata sotto il segno di integrale.

Proposizione 2.1. Sia I un intervallo di R e sia Ω un insieme misurabile di Rd.

Sia f : I × Ω → C una funzione tale che

• per ogni t ∈ I la funzione x 7→ f(t, x) è integrabile su Ω;
• per quasi ogni x ∈ Ω la funzione t 7→ f(t, x) è derivabile su I;
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• esiste una funzione g : Ω → R integrabile su Ω e tale che∣∣∣∣∂f∂t (t, x)
∣∣∣∣ ⩽ g(x),

per ogni t ∈ I e per quasi ogni x ∈ Ω.

Allora si ha che

d

dt

∫
Ω

f(t, x) dx =

∫
Ω

∂f

∂t
(t, x) dx, ∀t ∈ I.

Dimostrazione. Sia F (t) :=
∫
Ω
f(t, x) dx. Consideriamo il rapporto incrementale,

F (t+ h)− F (t)

h
=

∫
Ω

f(t+ h, x)− f(t, x)

h
dx.

Per ipotesi, per quasi ogni x ∈ Ω, la quantità integranda converge a ∂f
∂t (t, x) quan-

do h→ 0. Inoltre, per il teorema fondamentale del calcolo, per quasi ogni x ∈ Ω
abbiamo che∣∣∣∣f(t+ h, x)− f(t, x)

h

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ 1h

∫ t+h

t

∂f

∂t
(τ, x) dτ

∣∣∣∣∣ ⩽ 1

|h|

∣∣∣∣∣
∫ t+h

t

∣∣∣∣∂f∂t (τ, x)
∣∣∣∣ dτ

∣∣∣∣∣ ⩽ g(x).

Avendo un controllo dominato della quantità integranda con un termine integrabile
indipendente da t, possiamo allora applicare il teorema della convergenza dominata
di Lebesgue, otteniamo così

lim
h→0

F (t+ h)− F (t)

h
=

∫
Ω

lim
h→0

f(t+ h, x)− f(t, x)

h
dx,

ovvero F ′(t) =
∫
Ω

∂f
∂t (t, x) dx. □

De�nizione 2.2. Sia Ω un aperto di Rd. Diciamo che una funzione misurabi-
le f : Ω → C è localmente integrabile su Ω quando f è integrabile su ogni com-
patto contenuto in Ω, ovvero quando per ogni K compatto contenuto in Ω si ha
che

∫
K
|f(x)| dx <∞. Indichiamo con L1

loc
(Ω) lo spazio vettoriale delle funzioni

localmente integrabili su Ω.

La convoluzione tra una funzione derivabile e una funzione integrabile è deriva-
bile.

Teorema 2.3. Sia f ∈ C1(Rd) una funzione con supporto compatto e sia g ∈ L1
loc

(Rd).
Allora la convoluzione f ∗ g è una funzione di classe C1 ed inoltre

∂

∂xk

(
f ∗ g

)
=

( ∂f

∂xk

)
∗ g.

Dimostrazione. Per semplicità di notazione, senza nulla togliere alla generalità,
diamo la dimostrazione per il caso d = 1. Sia K = supp f + B(0, 1) l'ispessi-
mento di raggio 1 del supporto di f , ovvero il compatto formato dai punti con
distanza dal supporto di f minore o uguale a 1. Sia f che f ′ sono funzioni con-
tinue e nulle fuori dal compatto K, per il teorema di Weierstrass sono anche li-
mitate. Fissiamo un punto x⋆. Scelto x ∈ B(x⋆, 1) consideriamo la funzione
integranda y 7→ f(x− y)g(y); per i lemmi 1.4 e 1.5 essa ha supporto contenu-
to in x− supp f , che a sua volta è contenuto in x⋆ − K, infatti se p = x − y
con y ∈ supp f allora p = x⋆ − (y + (x⋆ − x)), con y + (x⋆ − x) ∈ K. Inoltre

|f(x− y)g(y)| ⩽ sup
K

|f | · |g(y)| ,

con g(y) integrabile sul compatto x⋆−K; per il teorema della convergenza dominata
abbiamo che

lim
x→x⋆

(f ∗ g)(x) =
∫

lim
x→x⋆

f(x− y)g(y) dy =

∫
f(x⋆ − y)g(y) dy = (f ∗ g)(x⋆).
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Dunque f ∗ g è continua. Allo stesso modo si dimostra che anche f ′ ∗ g è continua.
Inoltre, siccome∣∣∣∣ ∂∂x (f(x− y)g(y))

∣∣∣∣ = |f ′(x− y)g(y)| ⩽ sup
K

|f ′| · |g(y)| .

per la proposizione 2.1 possiamo scambiare derivata e integrale,

d

dx
(f ∗ g)(x) =

∫
x−K

f ′(x− y)g(y) dy =

∫
K

f ′(y)g(x− y) dy = (f ′ ∗ g)(x).

□

Osservazione 2.4. L'ipotesi del supporto compatto per f nell'enunciato del teo-
rema 2.3 ci è servita unicamente per assicurarci che la limitatezza di f e f ′. Il
teorema rimane ancora valido se rilassiamo le ipotesi su f richiedendo solo che sia
di classe C1 con f e f ′ limitate, ma ra�orzando le ipotesi su g richiedendo che sia
una funzione di classe L1 su tutto lo spazio.

Se f e g sono entrambe di classe C1, con una delle due funzioni a supporto
compatto, essendo il il prodotto di convoluzione commutativo, possiamo scaricare
a piacere la derivata di f ∗ g sia su f che su g,

∂(f ∗ g) = (∂f) ∗ g = f ∗ (∂g),

e questo ci permette di poter derivare ulteriormente e dunque otteniamo che la
convoluzione è due volte derivabile,

∂2(f ∗ g) = ∂
(
(∂f) ∗ g

)
= (∂f) ∗ (∂g).

Iterando questo procedimento otteniamo che la regolarità della convoluzione è data
dalla somma della regolarità dei suoi fattori.

Corollario 2.5. Se f è un funzione di classe Cj e g è una funzione di classe Ck

e una delle due ha supporto compatto, allora f ∗ g è di classe Cj+k.

2.1. Approssimazioni dell'identità. Data una funzione k ∈ L1(Rd), indichiamo
con (kt)t>0 la famiglia dei riscalamenti della funzione k de�niti da

kt(x) :=
1

td
k
(x
t

)
, ∀t > 0, x ∈ Rd.

In questo modo, per ogni t > 0 abbiamo che∫
kt(x) dx =

∫
k
(x
t

) dx

td
=

∫
k(y) dy,

in quanto con il cambio di variabile y 7→ x = ty l'elemento di volume è dato
da dy = td dx. Analogamente ∥kt∥1 = ∥k∥1. Quando t→ 0+ le funzioni riscalate kt
conservano la loro massa facendola �concentrare� sempre di più intorno all'origine.
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k1(x)

k0.8(x)

k0.6(x)

k0.4(x)

Il seguente teorema ci dice che tramite convoluzioni con nuclei L1 riscalati pos-
siamo approssimare qualsiasi funzione di Lp. Vedremo poi che è possibile scegliere
questi nuclei in modo che la convoluzione abbia buone proprietà di regolarità e ciò
ci permetterà di approssimare funzioni Lp con funzioni molto regolari.

Teorema 2.6. Sia k ∈ L1(Rd) tale che
∫
k(x) dx = 1. Per ogni t > 0 consideriamo

il nucleo riscalato kt(x) := t−dk
(
x
t

)
. Sia 1 ⩽ p < ∞. Data f ∈ Lp(Rd), abbiamo

che la convoluzione kt ∗ f converge alla funzione f in norma Lp per t→ 0+.

Dimostrazione. Siccome
∫
kt(x) dx =

∫
k(x) dx = 1, possiamo scrivere

(kt ∗ f)(x)− f(x) =

∫
kt(y)f(x− y) dy −

∫
kt(y) dy f(x) =

=

∫
kt(y)

(
f(x− y)− f(x)

)
dy =

∫
k(z)

(
f(x− tz)− f(x)

)
dz.

Applicando la disuguaglianza integrale di Minkowksi otteniamo

∥(kt ∗ f)− f∥p ⩽
∫

|k(z)|
∥∥f ◦ τ(−tz) − f

∥∥
p
dz.

Per la proprietà di continuità della norma Lp rispetto alle traslazioni, per ogni z
abbiamo che

lim
t→0+

|k(z)|
∥∥f ◦ τ(−tz) − f

∥∥
p
= 0;

inoltre, per la disuguaglianza triangolare e l'invarianza delle norme Lp rispetto alle
traslazioni, vale la stima

|k(z)|
∥∥f ◦ τ(−tz) − f

∥∥
p
⩽ |k(z)|

(∥∥f ◦ τ(−tz)

∥∥
p
+ ∥f∥p

)
= 2 ∥f∥p |k(z)| ,

la quantità a destra, essendo k ∈ L1, è integrabile e non dipende da t. Possiamo
allora applicare il teorema della convergenza dominata di Lebesgue e concludere
che

lim
t→0+

∫
|k(z)|

∥∥f ◦ τ(−tz) − f
∥∥
p
dz = 0,

e quindi anche ∥(kt ∗ f)− f∥p tende a zero. □
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3. Funzioni lisce a supporto compatto

Diciamo che una funzione è liscia quando possiede derivate di ogni ordine, ovvero
quando è di classe C∞. In particolare le funzioni lisce a supporto compatto sono
funzioni regolari che hanno il pregio di essere integrabili su qualsiasi dominio e sono
contenuto in ogni spazio Lp. Se Ω è un aperto Rd, indichiamo con C∞

c (Ω) lo spazio
vettoriale di tutte le funzioni di classe C∞ con supporto compatto contenuto in Ω.

Esempio 3.1. Un esempio di funzione liscia de�nita su R con supporto [0,+∞[ è
data dalla funzione

η : R → R, η(t) :=

{
0, se t ⩽ 0,

e−1/t, se t > 0.

t

η(t)

Che η(t) sia derivabile per t ̸= 0 è evidente, per t = 0 abbiamo

η′(0+) := lim
t→0+

η(t)− η(0)

t
= lim

t→0+

1

t
e−1/t = lim

s→+∞
se−s = 0+,

e dunque η′(0) = 0. Derivando, si trova che esistono tutte le derivate di ogni

ordine per η(t) ed esse hanno sempre la forma p
(

1
t

)
e−1/t per t > 0, dove p(s) è un

polinomio, infatti

d

dt

(
p
(1
t

)
e−1/t

)
= − 1

t2
(
p′
(1
t

)
+ p

(1
t

))
e−1/t = q

(1
t

)
e−1/t,

dove q(s) = −s2(p′(s) + p(s)) è ancora un polinomio. Il fatto che tutte le derivate
siano nulle e continue per t = 0 è conseguenza del limite

lim
t→0+

p
(1
t

)
e−1/t = lim

s→+∞
p(s)e−s = 0.

Esempio 3.2. Il prodotto η̃(t) := η(1− t)η(1 + t) de�nisce una funzione C∞ con
supporto contenuto nell'intervallo compatto [−1, 1]; siccome 1

1−t + 1
1+t = 2

1−t2 ,
abbiamo

η̃(t) = η
(1− t2

2

)
=

{
0, se |t| ⩾ 1,

e−2/(1−t2), se |t| < 1.

t

η(1 + t)η(1− t)

γ(t)

Esempio 3.3. La funzione γ : Rd → R de�nita da

γ(x) = η̃
(
|x|

)
= η

(1− |x|2

2

)
=

{
0, se |x| ⩾ 1,

e−2/(1−|x|2), se |x| < 1,

ha supporto nella palla compatta B(0, 1) ed è una funzione di classe C∞, in quanto
composizione di funzioni C∞, essendo |x|2 =

∑
k x

2
k un polinomio di secondo grado.
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La convoluzione di una funzione integrabile con funzioni lisce a supporto com-
patto produce sempre funzioni lisce.

Proposizione 3.4. Siano φ ∈ C∞
c (Rd) e f ∈ L1

loc
(Rd). Allora φ ∗ f ∈ C∞(Rd).

Dimostrazione. Per il teorema 2.3 abbiamo che φ∗f ∈ C1(Rd) e ∂k(φ ∗ f) = (∂kφ) ∗ f .
Ma ∂kφ è ancora una funzione C∞

c (Rd) e quindi possiamo iterare il procedimendo;
otteniamo che φ ∗ f ∈ Ck(Rd) per ogni k ∈ N e

∂α(φ ∗ f) = (∂αφ) ∗ f, ∀α.

Dunque φ ∗ f è di classe C∞. □

De�nizione 3.5. Diciamo che una funzione φ : Rd → C è un molli�catore quando
sono veri�cate le seguenti condizioni:

• φ ∈ C∞(Rd);
• suppφ ⊆ B(0, 1);
•
∫
φ(x) dx = 1.

Ad ogni molli�catore è associata la famiglia (φt)t>0 delle sue riscalate de�nite come

φt(x) :=
1

td
φ
(x
t

)
,

per le quali si ha che per ogni t > 0 valgono le condizioni:

• φt ∈ C∞(Rd);
• suppφt ⊆ B(0, t);
•
∫
φt(x) dx = 1.

Esempio 3.6. Possiamo costruire un molli�catore in Rd normalizzando la funzio-
ne γ costruita nell'esempio 3.3. Poniamo

C :=

∫
Rd

γ(x) dx =

∫
B(0,1)

e
− 2

1−|x|2 dx > 0,

allora la funzione

φ(x) :=
1

C
γ(x) =

{
0, se |x| ⩾ 1,
1
C e−2/(1−|x|2), se |x| < 1,

è un molli�catore.

Per la proposizione 3.4, se f ∈ Lp(Rd) e φt è il riscalato di un molli�catore allora
la convoluzione φt∗f è di classe C∞; quando 1 ⩽ p <∞, per il teorema 2.6 abbiamo
che per t → 0+ la convoluzione φt ∗ f converge a f in norma Lp. Otteniamo così
che lo spazio di funzioni lisce C∞(Rd)∩Lp(Rd) è denso in Lp(Rd) e la convoluzione
con famiglie di molli�catori riscalati ci fornisce uno strumento per approssimare le
funzioni Lp con funzioni regolari.

Osservazione 3.7. Per il teorema dei supporti, teorema 1.6, abbiamo che il supporto
dei molli�cati è soggetto alla condizione

suppφt ∗ g ⊆ B(0, t) + ess supp g,

ovvero φt ∗ g ha supporto nell'ispessimento del supporto di g di raggio t, in par-
ticolare, se g ha supporto compatto anche la molli�cata φt ∗ g avrà supporto
compatto.

Siamo pronti per dimostrare l'importante risultato di approssimazione che dice
che ogni funzione Lp è approssimabile con funzioni regolari a supporto compatto.
Ovvero che per quanto irregolare possa essere una funzione Lp, essa rimane sempre
vicino a qualche funzione con ottime proprietà di derivabilità e limitatezza.
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Teorema 3.8. Sia Ω un aperto di Rd. Sia 1 ⩽ p < ∞. Lo spazio C∞
c (Ω) delle

funzioni lisce a supporto compatto in Ω è denso in Lp(Ω).

Dimostrazione. Sia f ∈ Lp(Ω) e sia ε > 0. Abbiamo dimostrato nelle precedenti
lezioni che le funzioni continue supporto compatto sono dense in Lp(Ω). Dunque
esiste una funzione g continua e a supporto compatto in Ω tale che ∥f − g∥p <

1
2ε.

Sia K il supporto compatto di g, e sia δ = dist(K,Rn \ Ω) la distanza di K dalla
frontiera di Ω, che sappiamo essere stettamente positiva. Consideriamo ora una
famiglia di molli�catori riscalati (φt)t>0; quando 0 < t < δ abbiamo che i mol-
li�cati φt ∗ g sono funzioni lisce con supporto compatto contenuto in Ω. Per il
teorema 2.6, esiste t su�cientemente piccolo tale che ∥g − φt ∗ g∥p <

1
2ε. Per la

disuguaglianza triangolare otteniamo in�ne

∥f − φt ∗ g∥p ⩽ ∥f − g∥p + ∥g − φt ∗ g∥p <
1

2
ε+

1

2
ε = ε.

□

4. Esercizi

4.1. Supporto di una funzione misurabile.

Esercizio 4.1. Dimostra che se f è continua allora ess supp f = supp f .

Esercizio 4.2. Siano A e B due sottoinsiemi di Rd. Dimostra che:

(1) se A è aperto allora A+B è aperto;
(2) è possibile scegliere A e B chiusi con A+B aperto e non chiuso;
(3) se A è chiuso e B è compatto allora A+B è chiuso;
(4) se A e B sono compatti allora A+B è compatto.

Esercizio 4.3. Dimostra che ess supp(f + g) ⊆ (ess supp f) ∪ (ess supp g).

Esercizio 4.4. È vero che supp f \ ess supp f è sempre un insieme di misura nulla?
È vero che data una funzione misurabile f è sempre possibile trovare una funzione

misurabile g tale che g
µ
≡ f e supp g = ess supp f?

4.2. Regolarità di convoluzioni.

Esercizio 4.5. Sia Ω un sottoinsieme misurabile di Rd. Dimostra che lo spazio
vettoriale L1

loc
(Ω) contiene tutte le funzioni di Lp(Ω) per ogni p ∈ [1,∞].

Esercizio 4.6. Dimostra che se f ∈ C1(R) con f e f ′ limitate e g ∈ L1(R) allora la
convoluzione f ∗ g è di classe C1 e si ha (f ∗ g)′ = f ′ ∗ g.

4.3. Funzioni lisce a supporto compatto.

Esercizio 4.7. Costruisci esempi di funzioni C∞(R2) il cui supporto coincida con:

(1) il quadrato Q := [0, 1]× [0, 1];
(2) il rettangolo R di vertici (−1, 0), (0,−1), (2, 1), (1, 2);
(3) il semicerchio S =

{
(x, y) : x2 + y2 ⩽ 4, y ⩾ 0

}
;

(4) la corona circolare C =
{
(x, y) : 1 ⩽ x2 + y2 ⩽ 4

}
.

Esercizio 4.8. Costruisci un esempio di funzione ψ : Rd → C che veri�ca le seguenti
condizioni:

• ψ ∈ C∞(Rd);
• suppψ ⊆ B(0, 1);
•
∫
ψ(x) dx = 0.

•
∫
|ψ(x)| dx = 1.

Esercizio 4.9. Sia φ un molli�catore su R. Sia f ∈ L∞(R). Cosa si può dire a
proposito della convergenza di φt ∗ f in L∞?



10 ANALISI 3 - L13B - L14: APPROSSIMAZIONI CON FUNZIONI REGOLARI

Esercizio 4.10. Supponiamo che f sia una funzione derivabile tale che f ∈ Lp(R)
e f ′ ∈ Lq(R) con p, q ∈ [1,∞[. Dimostra che è possibile costruire una successione di
funzioni (fn)n∈N con fn di classe C∞ e a supporto compatto, tale che fn converge
a f in norma Lp e f ′n converge a f ′ in norma Lq.


