ANALIST 3 - L18:
BASI ORTONORMALI

In uno spazio vettoriale V, una base algebrica (base di Hamel) ¢ un sottoin-
sieme B formato da vettori linearmente indipendenti tali che ogni vettore di V
puod essere scritto come combinazione lineare di un numero finito di elementi di B,
ovvero

n

V =span B := {Z/\kbk: neN, \, €C, b, € B, Vk = 1n}
k=1

Questo concetto di base utilizza solo le proprieta algebriche di spazio vettoriale.

Ogni spazio vettoriale possiede (almeno) una base algebrica, e due basi di uno

stesso spazio vettoriale hanno sempre la stessa cardinalité.

In uno spazio vettoriale dotato di topologia, come ad esempio uno spazio nor-
mato, sotto opportune condizioni di convergenza, possiamo definire combinazioni
lineari anche per una infinitd numerabile di vettori. Tramite un’operazione di pas-
saggio al limite sappiamo che possiamo dare senso alla somma di un’infinita nu-
merabile di vettori. Tenendo conto di cid possiamo modificare il concetto di base
a quello di un insieme B di vettori linearmente indipendenti le cui combinazioni
lineari finite approssimino ogni elemento dello spazio V,

V = span B.

Abbiamo inoltre visto nella lezione scorsa che negli spazi dotati di prodotto sca-
lare la condizione di ortogonalita, che é piu forte della lineare indipendenza, per gli
elementi di una base permette di semplificare notevolmente il calcolo dei coefficienti
tramite proiezioni ortogonali. E quindi desiderabile avere basi composte da vettori
ortogonali, o ancora meglio ortonormali. Con basi ortonormali potremo decom-
porre ogni vettore come somma di componenti elementari; in spazi di dimensione
infinite avremo allora a che fare con somme formate da infinite componenti, non
necessariamente a priori numerabili. Ecco quindi la necessita di dare un senso alla
somma di famiglie qualsiasi di vettori.

PREREQUISITI

Per poter comprendere il contenuto di questa lezione, é necessario che lo studente
abbia compreso i contenuti delle lezioni precedenti, e che siano ben noti i seguenti
concetti, che sono stati introdotti negli insegnamenti dei primi due anni del corso
di laurea:

e Definizione di serie numerica convergente e di serie numerica di Cauchy
[Analisi 1].

1. SOMME DI FAMIGLIE DI VETTORI

Siano A e B due qualsiasi insiemi. Data una funzione f: A — B, indichiamo
con f, = f(«) i valori della funzione al variare di o € A e diremo che (fy)aca €
una famiglia di valori di B indicizzata su A. Ad esempio una successione (f;,)nen
a valori in B non ¢é altro che una funzione da N a B.

E possibile definire la somma di una famiglia infinita (eventualmente non numera-
bile) di vettori? Le uniche somme che sappiamo veramente calcolare algebricamente
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sono le somme con un numero finito di termini, somme di infiniti termini possiamo

ottenerle solo tramite operazioni di limite o di approssimazione. Per una successio-

ne numerica (z,)nen, con z, € C, sappiamo che possiamo definire la somma della
. [o'e) . . . . . . .

serie ) " | z, tramite il limite, quando esiste, delle sue somme parziali,

o0 n

g zp, = lim g Zis
n—oo

n=1 k=1

o0

=1 #2n quando per ogni € > 0 esiste un N. € N tale

ovvero, abbiamo che s, = )

che
n

Sy — Z Zk

k=1
per ogni n > N.. Questa definizione di somma é strettamente collegata all’ordine
con cui vengono considerati gli addendi; quando la serie non é assolutamente con-
vergente, riarrangiando ’ordine dei termini é possibile ottenere differenti valori per
la somma. Quando una successione (x,),en ha valori reali non negativi, z,, > 0, il
limite che definisce la serie Y ° | @, esiste sempre (finito o infinito), non dipende
dall’ordine con cui sono arrangiati i termini, e coincide con l’estremo superiore delle
somme finite che si possono ottenere dai termini della successione,

<k,

o0

Z T, = Z T, = sup Z Ty : J & un sottoinsieme finito di N
n=1 neN keJ

Possiamo fare la stessa cosa per definire la somma di una qualsiasi famiglia di

termini non negativi.

Definizione 1.1 (Somme di famiglie di numeri reali non negativi). Sia (2, )qca una
famiglia di valori reali non negativi. Definiamo la sormma di tutti i valori (z4)aca
come ’estremo superiore di tutte le possibili somme fatte con un numero finito di
tali valori,

(1) Z T = SUP Z Zo: J € un sottoinsieme finito di A

acA acJ
Quando tale estremo superiore ha valore finito si dice che la somma € convergente,
se invece ha valore infinito la somma si dice divergente.

Osservazione 1.2. Per inciso, osserviamo che, nel contesto della teoria astratta della
misura, la somma definita in (1) non é altro che l'integrale della funzione z rispetto

alla misura del contare f su A,
Z Ty = / z(a) dfq.-
A

acA
Per avere somme convergenti € necessario che non ci siano “troppi” termini non
nulli da sommare. Di fatto, se si ignorano i termini nulli, ogni somma convergente
di termini non negativi si pud ricondurre ad una somma di una quantitd al piu
numerabile di termini, dunque ad una somma finita o ad una serie.

Lemma 1.3. Quando la somma a termini non negativi ), To € convergente
allora linsieme A, formato dagli indici o« € A per cui xo > 0, € al pit numerabile.

Dimostrazione. Sia s, := ZQGA Tq < 00. Perognin € N consideriamo 'insieme A,
formato dagli indici @ € A per cui z, = % Supponiamo che aq,...,ar siano k
indici distinti appartenenti a A,,, allora abbiamo

k
k
Sy 2 § Toy 2 —
- n

Jj=1
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e dunque deve essere k < ns, < co. Questo significa che l'insieme A,, ha cardinalita
finita. Siccome A, = U,enA4, allora A, ha cardinalitd al pit numerabile, essendo
unione numerabile di insiemi finiti. O

Diamo ora una definizione per dare senso a somme di famiglie di vettori in uno
spazio normato che non dipenda da un particolare ordine tra gli addendi.

Definizione 1.4 (Somme incondizionatamente convergenti di famiglie di vetto-
ri). Sia (vq)aea una famiglia di vettori in uno spazio normato. Diciamo che la
somma Y o 4 Vo di tutti i vettori (va)aca converge incondizionatamente al vetto-
re v, quando per ogni ¢ > 0 esiste un sottoinsieme finito J. C A tale che per ogni
sottoinsieme finito J C A tale che J. C J si ha

"U** g Vo

acJ
Quando una famiglia di vettori possiede una somma incondizionatamente con-
vergente il valore di tale somma é unico.
Possiamo generalizzare il criterio di convergenza di Cauchy per le serie anche al
caso di somme di famiglie di vettori.

<e.

Definizione 1.5. Sia (v, )qca una famiglia di vettori in uno spazio normato. Dicia-
mo che la somma ) . 4 vo & incondizionatamente di Cauchy quando per ognie > 0
esiste un sottoinsieme finito J. C A tale che per ogni sottoinsieme finito K C A\ J.

si ha
I Z va|| <e.

acK

Proposizione 1.6. In uno spazio normato ogni somma incondizionatamente con-
vergente € incondizionatamente di Cauchy. In uno spazio di Banach ogni somma
incondizionatamente di Cauchy é incondizionatamente convergente.

Dimostrazione. Supponiamo che la somma ) . , v, converga incondizionatamente
al vettore v,. Dato € > 0, per la definizione di convergenza, esiste un insieme di
indici finito J. tale che
€
o = 3 wall < 5.

acJ
per ogni insieme finito di indici J che contiene J.. Sia K un sottoinsieme finito
di A\ Jg, se consideriamo J = J. U K, per la disuguaglianza triangolare, abbiamo

che
DRSO S N SO P o
aceK aclJ aed cJ

€ @ acJe
Dunque la somma é incondizionatamente di Cauchy.
Viceversa, supponiamo che la somma sia incondizionatamente di Cauchy in uno
spazio di Banach. Per ogni n € N esiste un insieme finito di indici J,, tale che

1
H D> vall < -,
n
acK
per ogni insieme finito di indici K con K C A\ J,. Sia w,, := EaeJn v,. Abbiamo
che
1 1
l[wm — wn| = H Y ovam Y v < H > v +H Y v < —t—

aEJ7YL\']7l aEJn\JWL aEJm,\Jn aeJﬂr\J7n

Questo prova che (wy,),en € una successione di Cauchy, e quindi, per la comple-
tezza dello spazio di Banach, é una successione convergente. Mostriamo ora che
il limite v, a cui converge (w,,) & anche il valore della somma di tutta la famiglia
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(Va)aca. Infatti, per ogni e > 0, possiamo scegliere n sufficientemente grande in
modo da avere n > 2/¢ e ||v, — wy,|| < €/2. Per ogni insieme finito di indici J che
contiene J,, abbiamo che

‘v*—Zva <||v*—wn||+H Z Vg

acJ aeJ\Jn

£

<
2

1
+—<e.
n

O

Definizione 1.7 (Somme assolutamente convergenti di famiglie di vettori). Sia (va)aca
una famiglia di vettori in uno spazio di normato. Diciamo che la somma ) 4 va
converge assolutamente quando la somma a termini negativi ) 4 [[va| converge

a un valore finito.

Proposizione 1.8. Ogni somma assolutamente convergente € una somma incon-
dizionatamente di Cauchy.

Dimostrazione. Sia s, := ) 4 |va|| < co. Per ogni € > 0 esisterd un insieme
finito di indici J, tale che
Sy —e< Z lvall -

acJ.
Per ogni insieme finito di indici K contenuto in A\ J¢, abbiamo

[ vaf <« X twall = (2 lwall) = (3 lvall) < 50 = (s =) ==
acEK acde

aeK aceKUJ.

d

Segue dalle proposizioni 1.6 e 1.8 che ogni somma assolutamente convergente in
uno spazio di Banach é incondizionatamente convergente.

Per somme di valori scalari é vero anche il viceversa, somme incondizionatamen-
te convergenti di numeri complessi sono anche assolutamente convergenti. In uno
spazio di Banach di dimensione infinita invece possono esistere somme incondizio-
natamente convergenti ma non assolutamente convergenti, ad esempio si consideri
la successione (v,)nen di successioni v, := %en in ¢2, dove e,, é la successione

canonica con tutte le coordinate nulle tranne ’'n-esima uguale a 1, abbiamo che
1 2 1
So=(2) e Sle= X o
neN neN neN

Anche per le somme incondizionatamente convergenti non si possono avere “trop-
pi” termini non nulli da sommare, e quindi ci si pud sempre ricondurre al caso
numerabile.

Lemma 1.9. Sia (vo)aca una famiglia di vettori in uno spazio di normato. Quan-
do la somma ), va € incondizionatamente convergente allora l'insieme A,
formato dagli indici o € A per cui v, # 0, é al pit numerabile.

Dimostrazione. Sia v, := ZaeA vo. Per ogni n € N consideriamo 'insieme A,
formato dagli indici a € A per cui ||v,| > L. Sappiamo che esiste un sottoinsieme
finito J,, C A tale che per ogni sottoinsieme finito J contenente J,, si ha

o~ 3w
acJ
Per ogni 8 ¢ J,, per la disuguaglianza triangolare, abbiamo

”’Uﬂ” = H Z Vo— Z Vol < "U*_ Z Vo ‘|“ Vy— Z Vo

aeJ,U{B} acd, aeJ,U{B} acd,

< 1
on’

1 1

< —+—=-,
2n+2n n
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e dunque § ¢ A,. Ne segue che A, C J, e dunque A, ha cardinalita finita.
Siccome A, = U,enA4, allora A, ha cardinalita al pitt numerabile, essendo unione
numerabile di insiemi finiti. O

Osservazione 1.10. Ripetendo ragionamenti analoghi a quelli fatti nella dimostra-
zione della proposizione 1.6 si ottiene che per ogni somma incondizionatamente
convergente ) | . 4 U, esiste una successione insiemi finiti di indici (.J,,)nentale che
la successione delle somme parziali (finite) corrispondenti ai J,, converge alla somma
totale
(2) Z vV, = lim Z V-
acA noree acJy,

Nel caso di somme incondizionatamente convergenti di vettori in uno spazio pre-
hilbertiano, utilizzando il fatto che esse sono limiti di successioni di somme finite,
per la continuita del prodotto interno, abbiamo che

(3) (> va D ws)= D (va,wp).

acA peB (a,B)EAXB
2. SISTEMI ORTONORMALI COMPLETI

Nel caso di famiglie di vettori ortogonali in uno spazio di Hilbert possiamo dare
una condizione necessaria e sufficiente per la convergenza incondizionata della loro
somma.

Lemma 2.1. Sia (hy)aca una famiglia di vettori a due a due ortogonali in uno
spazio di Hilbert H. Allora la somma ) 4 ho converge incondizionatamente se e

solo se |ho||® < oo, e in tal caso abbiamo

2
2
= > |hall®.
a€cA

Dimostrazione. Sia J un insieme finito di indici. Per l'ipotesi di ortogonalitd e per

il teorema di Pitagora,
2
2
1> ra| =3 Imal.
acJ acJ

Da queste identita segue che la condizione che la somma di vettori ) ., hq sia
incondizionatamente di Cauchy in H coincide con la condizione che la somma di
numeri non negativi ) . , |ho||? sia incondizionatamente di Cauchy in R. Dunque
una converge incondizionatamente se e solo se l’altra converge incondizionatamente.
L’identita (4) segue approssimando le somme con limiti di successioni di somme
finite come in (2) e utilizzando la continuita della norma. O

acA |

(4) 1> he

acA

I risultati che abbiamo ricavato nelle precedenti lezioni per sistemi ortonormali
finiti e proiezioni ortogonali su sottospazi di dimensione finita possono ora essere
estesi al caso generale.

Teorema 2.2 (Disuguaglianza di Bessel, caso generale). Sia S un sistema orto-
normale in uno spazio di Hilbert H (ovvero per ogni h,h’ € S abbiamo (h,h’) =0
se h" #h e (h,h') =1 se ' = h). Sia V il pit piccolo sottospazio chiuso che
contiene S, ovvero V = span S. Allora per ogni x € H abbiamo che :
(i) wvale la disuguaglianza di Bessel
(5) >l R < )
heS

(i) tutti @ prodotti (x,h) sono nulli tranne che per una quantitd al pit nume-
rabile di elementi h € S.



6 ANALISI 3 - L18: BASI ORTONORMALI

(iii) la somma ), (x, h)h converge incondizionatamente alla proiezione or-
togonale Py (x).

Dimostrazione. La disuguaglianza (5) segue dalla sua versione per sistemi ortonor-
mali finiti che abbiamo ottenuto nella lezione scorsa: se hq,...,h, sono n vettori

distinti di S allora
>, b < )
k=1

L’affermazione (ii) segue dalla disuguaglianza di Bessel (5) per via del lemma 1.3.
Dimostriamo ora (iii). II fatto che la somma ), _¢(x, h)h converga incondiziona-
tamente segue anch’esso dalla disuguglianza di Bessel (5) per via del lemma 2.1
osservando che ({x,h)h)pcs € una famiglia di vettori a due a due ortogonali e
che |[(x, h)h| = [(x,h)|. Sia p = >, g(x, h)h, essendo p uguale a un limite di
combinazioni lineari di elementi di S abbiamo che p € V. Per ogni h’ € S, per la
continuitd del prodotto interno e per 'ortonormalitd di S, abbiamo

(p, hl> = Z (z, h)(h, h/> = (z, h/>'
heS
Dunque (z — p,h’) = 0 per ogni b’ € S. ovvero x —p € S+ = V+. Quindi per
la proprieta caratteristica delle proiezioni ortogonali abbiamo che p = Py (x) ¢ la
proiezione ortogonale di  su V. ]

Abbiamo cosi ottenuto una formula generale per calcolare la proiezione orto-
gonale su un sottospazio chiuso V' di uno spazio di Hilbert: se S é un sistema
ortonormale che genera un sottospazio denso in V' allora la proiezione ortogonale
su V' é data da

(6) Py(z) = (@, h)h.

hes

Nel caso in cui V = span S non coincida con tutto lo spazio di Hilbert H, allora
esiste un vettore non nullo € H \ V. Per il punto (iii) il vettore w := & — Py (x)
¢ ortogonale a V e non ¢é nullo, normalizzandolo otteniamo un vettore u = mw

di norma 1 e ortogonale ai vettori di S. L’insieme S = SU{u} é quindi ancora un
sistema ortonormale che contiene propriamente S.

Teorema 2.3. Sia S un sistema ortonormale nello spazio di Hilbert H. Le sequenti
affermazioni sono tra loro equivalenti:

(a) S é massimale rispetto all’inclusione tra i sistemi ortonormali in H;
(b) 5+ ={0};

(c) span(S) é denso in H;

(d) (serie di Fourier astmtta} per ogni x € H abbiamo

T = Z (z, h)h;
hes
(e) (identita di Parseval) per ogni x,y € H abbiamo
(@,y) = (x,h)(y,h);
hes
(f) (identita di Plancherel) Per ogni x € H abbiamo

lz* = > I, h)*.

heS
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Dimostrazione. Vediamo che (a) implica (b). Se S ¢ massimale non esistono vettori
unitari ortogonali a S e quindi S+ non pud contenere vettori non nulli.

Vediamo che (b) implica (c). Siccome sappiamo che vale la decomposizione
ortogonale H = span(S) @ S+, se St contiene solo il vettore nullo allora deve
essere span(S) = H.

Vediamo che (c) implica (d). Se spanS = H, la formula (6) per le proiezioni
ortogonali ci dice che

x = Py(x) = Z(w,h)h, Va € H.
hes
Vediamo che (d) implica (e). Applichiamo la formula (3) alle somme
z=> (z,h)h, y= (y k)N,
hes h'es

e otteniamo

@)= 3 (@hh W) = Y @ h) g W) (b)) =3 (@ k) h).

h,h'cS h,h/€S hes

Si vede immediatmente che (e) implica (f) prendendo y = «.
Vediamo che (f) implica (a). Se « ¢ un vettore ortogonale ad S allora (x,h) =0

per ogni h € S e quindi (f) implica che ||| = 0 e dunque & = 0. Non essen-
doci vettori non nulli ortogonali ad S ne segue che S é massimale tra i sistemi
ortonormali. O

Definizione 2.4. Un sistema ortonormale S che soddisfa le condizioni (tra loro
equivalenti) descritte nel teorema 2.3 si dice base ortonormale, o anche sistema
ortonormale completo, per lo spazio di Hilbert H.

Teorema 2.5. Ogni spazio di Hilbert possiede una base ortonormale.

Dimostrazione. Consideriamo la famiglia 2 di tutti i sistemi ortonormali di H (par-
zialmente) ordinata rispetto alla relazione di inclusione. Se € é un sottoinsieme di €
totalmente ordinato allora S := U, _5.S € ancora un elemento di {2 maggiorante di (2.

S
Per il lemma di Zorn esiste quindi un elemento massimale in §2, ovvero una base
ortonormale di H. (]
3. ESERCIZI

3.1. Somme di famiglie di vettori.

Esercizio 3.1. Dimostra che quando una famiglia di vettori possiede una somma
incondizionatamente convergente il valore di tale somma € unico.

Esercizio 3.2. Dimostra che quando una somma a termini non negativi converge
ad un valore finito allora tale somma ¢é anche incondizionatamente convergente.

Esercizio 3.3. Dimostra che per una somma incondizionatamente convergente vale

la disuguaglianza
1D vall <D llvall-
acA a€cA

Esercizio 3.4. Dimostra la validita di quanto affermato nell’osservazione 1.10.
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3.2. Sistemi ortonormali completi.

Esercizio 3.5 (Base di Haar). Per ogni coppia di interi non negativi (n, k) con 0 < k < 2" — 1
considera i seguenti intervalli,

E+1 E+1
In,k::|:k k_|_1|:a An,k::|:k +2|:7 Bn,k::|: +2 k+1|:a

on’ on on’ on on 7 on
e considera le seguenti funzioni,
Pk = X1y o hmk = 2n/2 (XAn,k - XBn,k:) .
Verifica che la famiglia
S = {(po,o}U{hme 0 g k < 2“ — ].,71 2 O}
).

¢ un sistema ortonormale in L?([0, 1]
Per ogni m € N siano

Sm = {@O,O}U{hn,k: 0<k< 2"—1,0<n<m—1},
T = {omr: 0 < k<<2™}.
Verifica che span S, = spanT,,.
Dimostra che se una funzione continua definita su [0, 1] & ortogonale in L?([0, 1])

a tutte le funzioni ¢,,  allora é nulla quasi ovunque.
Verifica che il sistema ortonormale S & una base ortonormale per L*([0, 1]).



