ANALISI 3 - LO6:
DUALI DI SPAZI NORMATI

DAMIANO FOSCHI

Molte proprieta degli elementi di uno spazio normato V' possono essere studiate
attraverso l’azione dei suoi funzionali lineari su V. Lo spazio V' := L(V;K), dei
funzionali lineari continui definiti su uno spazio normato V', ha il pregio di essere
sempre uno spazio di Banach. Molte delle proprieta degli elementi di V' posso essere
lette attraverso l’azione dei funzionali in V.

PREREQUISITI

Per poter comprendere il contenuto di questa lezione, é necessario che lo studente
abbia compreso i contenuti delle lezioni precedenti, e che siano ben noti i seguenti
concetti, che sono stati introdotti negli insegnamenti dei primi due anni del corso
di laurea:

e Definizione e proprieta di convergenza per serie numeriche [Analisi 1].

1. DUALE DI UNO SPAZIO NORMATO

Definizione 1.1. Dato uno spazio normato V sul campo K definiamo lo spazio
duale (topologico) di V' come lo spazio V' delle applicazioni da V' a K (dette anche
funzionali) che sono lineari e continue,

V':i=L(V,K) ={¢: V = K: ¢ lineare e continuo} .

La norma naturale sullo spazio duale é quella operatoriale che in questo caso diventa

()]
lelly: = llelly g = sup :
vey [lvlly

#0

v

Siccome K € {R,C} ¢ un campo completo, per quanto visto nella scorsa lezione
sappiamo che £(V,K) & uno spazio completo. Dunque il duale di qualsiasi spazio
normato & sempre uno spazio di Banach.

L’applicazione (-,-): V x V' — K definita da

(v,9) = (v,) == p(v)
viene detta (forma bilineare di) dualita.

Il seguente lemma ci assicura che lo spazio duale ¢ uno spazio abbastanza ricco
di elementi.

Lemma 1.2. Dato un vettore non nullo v, di uno spazio normato V esiste (almeno)
un funzionale p, € V' tale che [|p.lly,, =1 e @.(vy) = [|vi|y-

Questo lemma si ottiene come diretta applicazione di un importante risultato ge-
nerale di analisi funzionale, il teorema di Hahn-Banach, che riguarda la possibilita
di prolungare in modo controllato funzionali lineari definiti su sottospazi. Richia-
miamo qui una formulazione del suo enunciato, senza fornire il dettaglio della sua
dimostrazione (basata sul lemma di Zorn, e dunque sull’assioma della scelta), che
meriterebbe uno spazio pitt ampio di quello a nostra disposizione. Tale teorema
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viene comunque trattato nell’insegnamento di Analisi Funzionale al primo anno
del corso di laurea magistrale.

Teorema 1.3 (Hahn-Banach). Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K € {R,C}.
Sia p: V — [0, +oo[ una funzione sublineare, ovvero tale che:
e p(tv) =tp(v) per ognit >0 ev eV;
e p(u+v) < p(u) + p(v) per ogni u,v € V.
Sia S un sottospazio vettoriale di V. Sia f: S — K una applicazione lineare definita
su S e dominata da p, nel senso che |f(v)| < p(v) per ogni v € S. Allora esiste
una applicazione lineare F': V. — K che prolunga [ su tutto V' rimanendo dominata
da p, ovvero
e F(v) = f(v) per ogniv € S;
e |F(v)| < p(v) per ogniv € V.
Dimostrazione del lemma 1.2. La norma |||\, di uno spazio normato V' & sempre
una funzione sublineare. Dato v, # 0, consideriamo il sottospazio S di dimensione 1
generato da v,
S =spanv, = {Av,: A € K}.
Definiamo su S il funzionale lineare f: S — K ponendo
fOv) = Xo,, VAek
Abbiamo
[f Q)| = A loally = [Aoslly, VAw, €S,
Per il teorema di Hahn-Banach esiste un funzionale lineare ¢, : V' — K che prolun-

ga f, e quindi in particolare ¢, (v.) = f(vi) = ||vi]|y,, € tale che |p.(v)| < ||v]|,,
per ogni v € V. Cio significa che ¢, & continuo con ||,y < 1, ed inoltre
[os (vs)]
leully: 2 T = 1.
VTl
Dunque [|¢ ||y, =1. O

Come applicazione del lemma 1.2 possiamo ottenere una caratterizzazione della
norma di V, tramite dualita, in termini della norma su V.

Proposizione 1.4. Sia V uno spazio normato. Per ogni v € V abbiamo

folly = sup 1AV

peV’ ||90||v/.
P#0

Dimostrazione. Per ogni funzionale ¢ € V'’ abbiamo |p(v)| < |¢|ly/ ||v]|;, e dunque

ol > sup 12
2 ol

Quando v # 0, per il lemma 1.2 esiste un funzionale ¢, € V' con |j¢p.ll,, = 1
e pu(v) = [olly, e dunque

_le@l o)
AR

||1)HV
O

Nel caso di uno spazio V con dimensione finita d, abbiamo V ~ K, e i funzionali
lineari su V' (che sono sempre tutti continui) possono essere rappresentati da matrici
di tipo 1 x d, ovvero da vettori di K¢ e quindi abbiamo anche V' ~ K¢. Quindi uno
spazio normato di dimensione finita é sempre isomorfo al suo duale.

In dimensione infinita uno spazio normato pud avere invece una struttura diffe-
rente dal suo duale. Vediamo un esempio.
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Esempio 1.5 (Duale di ¢!). Consideriamo lo spazio ¢!, lo spazio delle successioni
le cui corrispondenti serie sono assolutamente convergenti, dotato della norma della
massa,

o0
lzll, =) lzal < oo, @ = (zr)ren € £'.

Per ogni n € N, sia e, la successione formata da tutti zeri, tranne un 1 in
corrispondenza della coordinata n-esima; ¢ evidente che e, € ! e che |leg||, = 1.

Sia ¢ € (/')" un funzionale lineare continuo su ¢'. Per ogni k € N, ponia-
mo ar, = p(ex). In questo modo definiamo una successione a := (ax)gen. Siccome @
é continuo abbiamo,

jarl = lp(ex)] < lpllery - llexll, = @l @y, VE €N,
Dunque otteniamo che a € £*° e che
(1) lallo = sup |ar| < [l ),
keN
Ogni successione & = (z3)ren € £ puod essere approssimata da una successione

di successioni (&, )nen, con &, = ({n,k)keN € coo, ponendo &, = x quando k < n,
e &, = 0 quando k > n.

3

(331,070,0,...),
(I17x270707"')7

53 = (1'1,1'2,253,0,...),

m
(V)
Il

én: (xlax%"'axnaoa"')a

Abbiamo infatti che la distanza tra e &, in ¢!
oo

le &l = > |l

k=n-+1

non @ altro che la serie resto che otteniamo quando alla serie Y- | |xx| sottraiamo la
somma, parziale dei suoi primi n termini. Sappiamo che quando una serie converge
la successione delle serie dei resti ¢ infinitesima. Dunque &, — x in /. Per
continuita avremo che () = lim,_, ©(&,). Siccome &, ha solo un numero finito
di coordinate non nulle, possiamo scriverlo come combinazione lineare di un numero
finito dei vettori ey; piu precisamente abbiamo &, = ZZ=1 rrexr e dunque per
linearita otteniamo

(2) e(&n) = o(D wrer) = Y anpler) = Y wrar.
k=1 k=1 k=1

La serie Z:i1 Trap € assolutamente convergente, in quanto

(oo} o0
D lzwal <Y lewl lalloe < Nl el -
k=1 k=1

Passando al limite in (2) otteniamo allora una rappresentazione concreta della
dualita,

(3) p(x) = lim p(&,) = hm Z-Tkak = Zwkak,

n— oo
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ed inoltre

oo
(@) < D laxl lal < llall I,

k=1
da cui segue che
(4) el < llall -
Combinando (1) con (4) otteniamo che [l¢|| 41y = [lal| .-

Si verifica facilmente che 1’applicazione che al funzionale ¢ € (£!)" associa la
successione a € (>
e ¢ una applicazione lineare da (¢1)" in £°°;
e ¢ suriettiva, in quanto ogni successione a € £ risulta essere associata al
funzionale ¢(x) := >, zray (vedi (3));
e ¢injettiva in quanto se @ = 0 sempre dalla relazione di dualita (3) ricaviamo
che ¢ = 0.
Si tratta dunque di un isomorfismo lineare che preserva la norma; cio ci permette
di identificare il duale di (¢, ||||,) con lo spazio (¢, ||| ).

Con procedimenti simili & possibile identificare il duale dello spazio (co, ||||.)
con lo spazio (¢, ||-||,) (ricordiamo che ¢, ¢ lo spazio delle successioni infinitesime);
mentre invece lo spazio (¢2,]-]|,) é identificabile con il suo stesso duale. Lasciamo
i dettagli come esercizio.

1.1. Biduali e riflessivita. E sempre possibile immergere in modo canonico uno
spazio normato V nello spazio biduale V" = (V')', il duale del suo duale. Vediamo
come.

Per ogni vettore a € V', consideriamo applicazione J,: V' — K che ad ogni fun-
zionale ¢ € V' fa corrispondere il valore ¢(a), ovvero Jo(¢) := ¢(a). Verifichiamo
che J, € continuo. Siccome ¢ ¢ lineare e continuo abbiamo

[Ja()l = le(a)l < llelly lally,,  VeeV,
da cui segue la continuita di J, e la stima per la sua norma in V",
p(a)
[ Jally» = sup < lally -
peV’ H‘PH\//
p#0
Per il lemma 1.2, dato un vettore a € V non nullo esiste un funzionale linea-
re ¢, € V' tale che p,(a) = |la| e [[¢.]ly, = 1; otteniamo cosi
o+ (a)]
[ Tally = == = llaly -
[l s

Dunque, per ogni a € V abbiamo che J, € V" con

(5) 1 allyn = llally -

Possiamo quindi definire I’applicazione J: V' — V" ponendo J(a) = J,. Si verifica
facilmente che anche questa applicazione é lineare e continua e dall’identita (5) segue
che ||J||;,_,,» = 1. Questa applicazione J ¢ iniettiva, infatti se J, = 0, cio significa
che [la||;, = ||Jally;» = 0 e dunque a = 0, per cui il nucleo di J contiene solo il
vettore nullo. La linearita di J con (5) implica che

IJa = Jolly» = la=bll,,  Va,beV,

ovvero J preserva le distanze e questo significa che I'immagine dell’applicazione J
¢ una copia isometrica dello spazio V in V.

L’applicazione J: V — V" che abbiamo appena descritto ¢ detta immersione
canonica di V in V”. Quando tale mappa J ¢ anche suriettiva, da cui segue in
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particolare che V risulta essere isometrico a V", si dice che lo spazio normato V &
riflessivo.
Ad esempio, (¢2,]-||,) & uno spazio riflessivo, mentre (co, |-|,,) non lo é.

2. OPERATORE AGGIUNTO

Definiamo ora un’operazione che agisce sugli operatori lineari e continui in modo
analogo all’operazione di trasposizione per le matrici.

Definizione 2.1. Siano V e W due spazi normati sul campo K e sia T' € L(V, W)
un operatore lineare e continuo da V in W. Definiamo 'operatore aggiunto (o
trasposto) di T' come l'operatore T*: W’ — V' che ad ogni funzionale lineare e
continuo 1 € W’ associa il funzionale T*¢ € V' definito da

T*Y(v) = ¢(Tv), YveV.

La linearita e la continuita degli operatori cosi definiti segue dal fatto che si tratta
di composizioni di operatori lineari e continui.

Dalla stima operatoriale segue che

T (v)| = [p(To)| < [[®llw 1Tl S vl Vo eV
Dunque
1T Yy < [Pl 1Ty, Y9 € W
Da quest’ultima stima ricaviamo che 7™ & continuo e che

(6) ”T*HM/’—»V’< WTHV—ﬂV'

Proposizione 2.2. La norma operatoriale dell’operatore aggiunto T coincide con
la norma operatoriale di T,

||T*HW/_>V/ = ”THV—)W'
Dimostrazione. Dobbiamo provare che vale anche la disuguaglianza in verso oppo-
sto rispetto a (6). Per ogni v € V per cui si ha Tv # 0, grazie al lemma 1.2,
sappiamo che esiste un funzionale ¢ € W’ tale che |||, = 1 e ¥(Tv) = ||Tv||y, -
E dunque

[Tvlly = [$(To)| = [T*()| < [Ty v 19w 0l = 1T v Dol -
Tale stima vale, trivialmente, anche quando T'v = 0. Ne segue che

1Tl w < 1T v
|

Quest’uguaglianza tra la norma operatoriale dell’operatore T e del suo aggiun-
to T* ci dice che lo studio dell’aggiunto T pud fornirci molte informazioni sull’ope-
ratore T'. Inoltre osserviamo che, anche quando V e W non sono spazi di Banach, lo
spazio L(W', V') in cui vive T* é sempre uno spazio di Banach, essendo V' sempre
uno spazio di Banach.

Vediamo un esempio di calcolo di un operatore aggiunto in un caso concreto.

Esempio 2.3. Consideramo 'operatore T: /! — ¢' che ad una successione asso-
lutamente sommabile = (zx)ren associa la successione ottenuta estraendo la
sottosuccessione delle coordinate di ordine pari definita da (T'x) := 2k, ovvero la
k-esima coordinata di Tx ¢ la 2k-esima, coordinata di «,

Tx = (T2, T4, T6, T8y, Toky---) -
Abbiamo

o0 o0
Tl = > [(T2)sl = o] < [l ,
k=1 k=1
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e quindi T é continuo, con ||T'|[,1 ,,n < 1.

L’aggiunto T* di T opera sul duale di ¢!. Possiamo identificare il duale di ¢! con
lo spazio £ (vedi esempio 1.5) e dunque di fatto possiamo pensare a T come un
operatore da £>° a £*°. Data una successione a = (ay)ren € £°°, ad essa corrisponde
il funzionale lineare continuo v € (¢*)’ definito dalla relazione di dualita

o0

(7) U() = akre, = (tp)pen € L

k=1

Abbiamo allora, per « € ¢!
[ee] o0 n
T*Y(x) = Y(Tx) = Z%(Tﬁlﬁ)k = Zakx% = Z bjx;,
k=1 k=1 j=1

dove b = (bj);en € la successione definita da b; = 0 quando j é dispari e b; =
aj/2 quando j € pari. Siccome b & una sottosuccessione di a abbiamo che anche
b e (> e|b|, <lal,- Lasuccessione b corrisponde al funzionale 7%, tramite
I'identificazione tra (¢!)’ e £>° data dalla dualita (7). Possiamo allora identificate
Poperatore aggiunto 7™ con ’operatore da £>° a ¢>° che alla successione a = (ax)ken
associa la successione b = T*a definita da

{0, se j & dispari,

T a); =
( )i aj2, Se€ j € pari.

3. ESERCIZI

3.1. Duale di uno spazio normato.

Esercizio 3.1. Sia S un sottospazio denso di uno spazio normato V. Spiega come
possiamo identificare il duale S’ con il duale V.

Esercizio 3.2. Dimostra che lo spazio (¢2,]|-||,) puo essere identificato con il suo
duale, facendo vedere che la relazione di dualita espressa dalla formula

V(x) = Zakx,ﬁ @ = (zp)ken € L2,
k=1

descrive un isomorfismo che fa corrispondere ad ogni successione a = (ax)ren € 02
un funzionale v € (£2)’.

FEsercizio 3.3. Dimostra che il duale dello spazio (co, ||-||,,) puo essere identificato
con lo spazio (¢*,|||,), facendo vedere che la relazione di dualitd espressa dalla

formula
oo

Y(x) = akrk, T = (T)ken € co,

k=1

descrive un isomorfismo che fa corrispondere ad ogni successione a = (ay)ren € £*
un funzionale ¥ € (cp)’.

Esercizio 3.4. Identifica i duali degli spazi

(co0: [I-l11)> (co0, [Ill2) (coo, [Illso)-

Esercizio 3.5. Dimostra che 'immersione canonica J: ¢2 — (£2)" ¢ suriettiva, e che
quindi ¢? ¢ riflessivo.

Esercizio 3.6. Spiega perché (co, ||-||,) non é riflessivo.
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3.2. Operatore aggiunto.
Esercizio 3.7. Considera gli operatori lineari continui R, L: #2 — ¢? che agiscono
su (¢2]]-||,) nel seguente modo:

Rx := (0,21, 22, 23,...), [Right shift]

Lx := (x9,x3, 14, T5,...), [Left shift],

dove & = (2j)ren- Determina i loro operatori aggiunti, identificando il duale di ¢2
con /2 stesso (usando la relazione di dualita indicata nell’esercizio 3.2).

Esercizio 3.8. Considera loperatore lineare continuo 7: (€', [-||;) — (co, ||-||o,) che
ad una successione sommabile * = (zx)ren associa la successione delle serie dei
resti Tz, definita da (T'x)y, := Z;’ik xj. Determina una rappresentazione dell’ope-
ratore aggiunto di 7.



