Analisi Matematica 3 - (Foschi) - esame del 27.7.2023
‘nome e cognome:

Prima di svolgere gli esercizi leggi con attenzione il testo. Scrivi le tue risposte motivando ogni
passaggio e spiegando in modo chiaro e leggibile le cose che fai. Ricorda di scrivere il tuo nome su ogni
foglio (compreso questo) e di riconsegnare al termine dell’esame tutti i fogli che hai usato (compresi i fogli
di brutta copia, il testo del compito e I’eventuale foglio manoscritto con le formule che hai preparato).

1. (8 punti) Sia X lo spazio delle successioni a valori scalari (zy,)nen tali che:
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g r, =0, e E n|Tpy1 — xp|” < Fo00.
n=1 n=1

Data una successione x = (2, )peny € X poniamo

+00 %
lally = (Zn\xn+1 —) .

n=1
Sia inoltre T': X — ¢2 'operatore lineare che alla successione & = (x,)neny € X associa la
successione y = (Yn)neN € 0% definita da vy, := V(ZTpi1 — Tn).
e Dimostra che ||-||y € una norma su X.
e Verifica che T' & una isometria tra X e ¢2.
e Verifica che T non ¢ suriettiva da X in ¢2.

e Lo spazio X ¢ di Banach?

2. (8 punti) Sia fi(t) :=0 pert < 0e fi(t) := te™" per t > 0. Definiamo in modo ricorsivo la,
successione di funzioni (f)reny ponendo fri1 := fr * f1 per ogni k € N.
e (Calcola esplicitamente fy e fs.

e Tramite un procedimento ricorsivo determina esplicitamente fi per ogni k € N.
e Per quali p > 0 si ha che f € LP(R)?

3. (8 punti) Sia V il sottoinsieme di L?([0, +-o00[) formato dalle funzioni della forma
ts (a+ bt +ct?)e !Vt >0, cona,b,ceR.

e Determina tra tutte le funzioni in V quella che meglio approssima nella norma di
L*([0, +00]) la funzione t — e~ .

e I vero o falso che Iinsieme delle funzioni della forma ¢ p(t)e*t, con p polinomio, &
denso in L?([0, +-00])?

4. (8 punti) Per ogni n € N considera la funzione f,, € L*([—,]) definita da:

n

fu(t) = 5)([_%7%](75), Vt € [—m, 7.

e Determina esplicitamente la serie di Fourier di f,.

1
e Valuta la somma della serie di Fourier di f,, nel pnto di discontinuita ¢t = —.
n

e Manipolando la serie trovata nel punto precedente, tramite approssimazioni passando
o . . .. > sint
al limite per n — o0, ricava il valore dell’integrale T dt.
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