ANALISIT 3 - L04:
SPAZI DI OPERATORI LINEARI

1. LO SPAZIO DEGLI OPERATORI LINEARI CONTINUI TRA DUE SPAZI NORMATI

Siano (V,|[ly,) e (W, ||-|ly/) due spazi normati sul campo K € {R,C}. Nella
scorsa lezione abbiamo visto che un operatore lineare 7: V — W & continuo se e
solo se esiste una costante C' > 0 per la quale vale la stima

(1) [Tolly, < Cllolly
per ogni v € V. In tal caso risulta che
1Tl

C> .
vevi{oy [Ivlly

La quantita a destra risulta finita se e solo se I'operatore é continuo e rappresenta
la piu piccola costante per la quale vale la stima (1); essa si dice norma operatoriale
di T, e la indichiamo con ||T||\,_, v »

[ Tv]ly

vevvioy Ivlly

@) Ty sw =mf{C>0: Vo eV, [Tolly, < Clvlly} =

In particolare, per un operatore lineare continuo vale sempre la stima operatoriale
1Tvlly <ITlyow vl Yo ev.

L’insieme di tutti gli operatori lineari da V' a W possiede una naturale strut-
tura di spazio vettoriale. Possiamo infatti definire la somma di due operatori
lineari S, T: V — W ponendo

(S+T)v:=8Sv+Tv, YveV.

Possiamo definire inoltre il prodotto di un operatore lineare T: V — W per uno
scalare A € K ponendo

(AT)v := XNTw), YveVW.

Dalla linearita di S e T segue immediatamente che gli operatori S + T e AT cosi
definiti sono ancora operatori lineari. L’operatore lineare nullo, che indichiamo
sempre con 0, & I'operatore che ad ogni v € V associa 0 € W.

Lemma 1.1. Se S,T:V — W sono operatori lineari continui e X € K, allora
anche gli operatori lineari S + T e XT sono continui, ed inoltre abbiamo

HS + T”V%W < HS”V*}W + HT”V%W’ ||AT||V~>W = |)‘| ”THV%W :

Dimostrazione. Dato v € V, per la disuguaglianza triangolare per la norma di W,
e per le stime operatoriali di S e T, abbiamo

(S +T)vlly < [1Svllw + 1Tl < ISy _w lolly + 1Ty Sw vl =
= (ISlly—w + 171y Sw) vl

da cui segue che ||S+ Ty _w < ISl ow + 1Ty —w-

Date: ultimo aggiornamento, 21 novembre 2021.
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Per la definizione di norma operatoriale, e per 'omogeneitd della norma in W,
abbiamo poi

A(T0)] [ T]|
ATy = sup "= = sup || = MIT S -
veV\{0} ||UHV veV\{0} ||UHV
]
Osserviamo inoltre che se ||T||,,_,;, = 0, allora necessariamente ||Tv| = 0, e

dunque Tv = 0, per ogni v € V, quindi T deve essere ’operatore nullo. Risulta
cosi, dal lemma e da quest’ultima osservazione, che la norma operatoriale gode
di tutte le proprietd di una norma che agisce sullo spazio degli operatori lineari
continui.

Definizione 1.2. Dati due spazi normati V' e W indichiamo con £(V, W) lo spazio
degli operatori lineari e continui da V" a W.

LV,W):={T:V — W:T é lineare e continuo} .

Per quanto visto sopra abbiamo che (L(V,W),|-||;,w ) dotato della norma
operatoriale (2) é uno spazio normato.

Esempio 1.3. Se V e W sono due spazi normati di dimensione finita, con dim'V = m
e dim W = n allora, come abbiamo visto nella lezione precedente, una volta fis-
sate delle basi per V e per W, esiste una corrispondenza biunivoca tra lo spa-
zio L(V, W) degli operatori lineari e continui da V' a W e lo spazio Mg(n,m) delle
matrici n per m a coefficienti in K. Ad esempio, possiamo identificare £(K™,K")
con Mg(n,m) rappresentando ogni operatore lineare con applicazioni della for-
ma z — Mz dove M € Mg(n,m) e x € K™ ¢ inteso come vettore colonna. Se
consideriamo K™ e K" normati dalle rispettive norme euclidee, che indichiamo
con [|-[|,, possiamo dunque definire su Mg(n,m) una norma |||, indotta dalla
norma operatoriale ponendo

2
| Mx]|, — Z};\ZZ; Mjkxk’

2
mme%* | ISES" 2211 |z

(3) 1M, :=

Lo spazio delle matrici ha dimensione finita, dim Mg (n, m) = nm, dunque si tratta
di uno spazio completo e avremo che la norma ||-||,, sard equivalente alla norma
euclidea definita da

(4)

In generale il fatto che £(V, W) sia uno spazio completo dipende dalle proprieta
di completezza dello spazio di arrivo W.

Teorema 1.4. Se W ¢ uno spazio di Banach, allora anche L(V,W) ¢é uno spazio
di Banach.

Dimostrazione. Dobbiamo far vedere che se W & completo anche £L(V,W) lo é.
Sia (T},)nen una successione di Cauchy in £(V,W). Cio significa che per ogni € > 0
esiste un n. € N tale che

”Tn - TmHV%W <¢,
per ogni n,m > n.. Abbiamo inoltre che la successione (T, ),en, essendo di Cauchy,
¢ limitata in £(V, W) e dunque esiste C' > 0 tale che

sup [ Tnlyw < C.
neN
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Per ogni v € V, per la stima operatoriale, abbiamo che
(5) [Tnv = Tovlly < (1T — Tinlly o 0l < e lvlly

quando n,m > n.. Dunque la successione (T,,v),¢en € di Cauchy in W, e quindi &
convergente ad un punto di W, essendo W uno spazio completo. Possiamo quindi
definire ’applicazione T': V' — W ponendo
Tv:= lim T,v.
n—+oo
Tale applicazione risulta essere lineare come conseguenza della linearita dei 7T;, e

della linearita dell’operazione di limite. Abbiamo inoltre che T & continuo, in quanto
per la continuita della norma e la limitatezza della successione (7},),en abbiamo

[Tolly = lim [[Tovlly < supl|Taolly < sup [Tolly w ol < Clolly -
n—+oo neN neN
Dunque T € L(V,W). Passando al limite per m — +oo dalla stima (5) segue che

Tov—=T
1T = Ty = sup 12 = Tollw
v#0 ||UHV

per ogni n > n.. Dunque la successione (7},),en € convergente in L(V, W) e ha
come limite "operatore T O

Quando V e W sono spazi di dimensione finita su K, utilizzando coordinate ri-
spetto a basi fissate, possiamo identificare lo spazio L(V, W) con lo spazio delle ma-
trici m x n a valori in K, dove m = dimV e n = dim W. Con questa identificzione,
al prodotto tra matrici corrisponde la composizione degli operatori.

Anche in spazi di dimensione infinita possiamo definire composizioni di operatori.
La composizione di operatori lineari &€ ancora un’operatore lineare. La composizione
di due funzioni continue ¢ ancora una funzione continua. Dunque, se U, V, W sono
tre spazi normati, dati due operatori lineari continui S € L(U,V) e T € L(V,W),
la loro composizione, che indichiamo con T'S ed ¢é definita da

7S:U—->W, (T'S)u=T(Su),VueUl,

risulta essere ancora un operatore lineare e continuo, T'S € L(U, W). Inoltre, per
le stime operatoriali di 7" e S abbiamo

I(TS)ully = 1T (Sl < 1Tl sw I1Sully < 1Ty w 15Ty lully

e quindi vale la stima

”TSHU—WV < HT||V—>W HS||U—>V'

Come caso particolare possiamo considerare lo spazio degli operatori lineari e con-
tinui che agiscono su uno spazio normato V,

LV):=L(V,V)={T: V — V: T ¢ lineare e continuo},

dotato della norma operatoriale. La composizione di operatori definisce un’o-
perazione associativa di prodotto che rende L£(V') un’algebra, detta algebra degli
operatori su V'; la proprieta

ITSlly sy < ITlv oy I1Slvoy s 99T € L(V),

rende £(V') una cosidetta algebra normata. Quando V' & uno spazio di Banach, per
il teorema 1.4, anche £(V') & uno spazio di Banach.
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2. DUALE DI UNO SPAZIO NORMATO

Definizione 2.1. Dato uno spazio normato V sul campo K definiamo lo spazio
duale (topologico) di V' come lo spazio V' delle applicazioni da V' a K (dette anche
funzionali) che sono lineari e continue,

V'i=L(V,K)={¢: V — K: ¢ lineare e continuo} .
La norma naturale sullo spazio duale é quella operatoriale che in questo caso diventa

[9(v)]

lvlly-

8lly, = llolly _x = sup
veV

v#0

Siccome K € {R,C} ¢ un campo completo, per il teorema 1.4 risulta che il duale
di qualsiasi spazio normato & sempre uno spazio di Banach.
L’applicazione (-,-): V x V' — K definita da

(v,0) = (v, ) := ¢(v)

viene detta (forma bilineare di) dualita.
Il seguente lemma ci assicura che lo spazio duale é uno spazio abbastanza ricco
di elementi.

Lemma 2.2. Dato un vettore non nullo v, di uno spazio normatoV esiste (almeno)
un funzionale ¢, € V' tale che ||p.||,,, =1 e ¢u(vi) = [Jvil|y -

Questo lemma si ottiene come diretta applicazione di un importante risultato ge-
nerale di analisi funzionale, il teorema di Hahn-Banach, che riguarda la possibilita
di prolungare in modo controllato funzionali lineari definiti su sottospazi. Richia-
miamo qui una formulazione del suo enunciato, senza fornire il dettaglio della sua
dimostrazione (basata sul lemma di Zorn, e dunque sull’assioma della scelta), che
meriterebbe uno spazio pitt ampio di quello a nostra disposizione. Tale teorema
viene comunque trattato nell’insegnamento di Analisi Funzionale al primo anno
del corso di laurea magistrale.

Teorema 2.3 (Hahn-Banach). Sia V' uno spazio vettoriale sul campo K € {R,C}.
Sia p: V — R una funzione sublineare, ovvero tale che:

e p(tv) = tp(v) per ognit >0 ev € V;

o p(u+v) <plu)+p(v) per ogni u,v € V.
Sia S un sottospazio vettoriale di V. Sia f: S — K una applicazione lineare definita
su S e dominata da p, nel senso che |f(v)| < p(v) per ogni v € S. Allora esiste

una applicazione lineare F': V. — K che prolunga [ su tutto V rimanendo dominata
da p, ovvero

e F(v) = f(v) per ogniv € S;
e |F(v)| < p(v) per ogniv e V.
Dimostrazione del lemma 2.2. La norma |||\, di uno spazio normato V' & sempre

una funzione sublineare. Dato v, # 0, consideriamo il sottospazio S di dimensione 1
generato da vy,

S =spanv, = {Av,: A €K}
Definiamo su S il funzionale lineare f: S — K ponendo
Fve) = Aoy, YAeK
Abbiamo
[FQul = A oally = Ay, VAo, € 8.
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Per il teorema di Hahn-Banach esiste un funzionale lineare ¢, : V — K che prolun-
ga f, e quindi in particolare ¢, (v.) = f(vs) = ||vi|ly/, € tale che |¢.(v)] < ||v],, per
ogni v € V. Cio significa che ¢, ¢ continuo con ||, ||, < 1, ed inoltre

XCA I
||U*||v

Dunque ||¢4]|y, = 1. O

[Dslly =

Come applicazione del lemma 2.2 possiamo ottenere una caratterizzazione della
norma di V, tramite dualitd, in termini della norma su V.

Proposizione 2.4. Sia V uno spazio normato. Per ogni v € V abbiamo

|(v)l

[olly = sup :

Y gev lglly
$#0

Dimostrazione. Per ogni funzionale ¢ € V' abbiamo [¢(v)| < [|¢||y [|v]|;, e dunque

6(0)
> .
Il > sup g

Quando v # 0, per il lemma 2.2 esiste un funzionale ¢, € V' con [|¢u|l;, = 1
e ¢, (v) = ||v[,,, e dunque

el _ o)
el =6 < P ol

O

Nel caso di uno spazio V' con dimensione finita d, abbiamo V ~ K, e i funzionali
lineari su V' (che sono sempre tutti continui) possono essere rappresentati da matrici
di tipo 1 x d, ovvero da vettori di K¢ e quindi abbiamo anche V’ ~ K%. Quindi uno
spazio normato di dimensione finita é sempre isomorfo al suo duale.

In dimensione infinita uno spazio normato pud avere invece una struttura diffe-
rente dal suo duale. Vediamo un esempio.

Esempio 2.5 (Duale di ¢!). Consideriamo lo spazio !, lo spazio delle successioni
le cui corrispondenti serie sono assolutamente convergenti, dotato della norma della
massa,

oo
lzlly =) lew] <00, @ = (wa)nen € L.
k=1

Per ogni n € N, sia e, la successione formata da tutti zeri, tranne un 1 in corri-
spondenza della coordinata n-esima; ¢ evidente che e, € ! e che |legx||;, = 1.

Sia ¢ € (¢*) un funzionale lineare continuo su ¢*. Per ogni k& € N, ponia-
mo ay = ¢(ex). In questo modo definiamo una successione a := (ax)gen. Siccome ¢
é continuo abbiamo,

lar] = |p(er)| < 9l ery - llexlly = @l @y, VR €N

Dunque otteniamo che a € > e che

(6) lall. = supax] <[]l g1y, -
keN

Ogni successione © = (xy)ren € ¢! puod essere approssimata da una successione
di successioni (&, )nen, con &, = (&, k)ken € oo, ponendo &, = zx quando k < n,
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e &, = 0 quando k > n.

gl = (xlaoaoaoa"')v
62 = (1’1,1}2,070,...)7
63 = (x17$2,l‘370,-..),

Abbiamo infatti che la distanza tra x e &, in £
o0

le—&aly= 3 ol

k=n+1

non ¢ altro che la serie resto che otteniamo quando alla serie Y-, |xx| sottraia-
mo la somma parziale dei suoi primi n termini. Sappiamo che quando una serie
converge la successione delle serie dei resti ¢ infinitesima. Dunque &, — x in £1.
Per continuita avremo che ¢(z) = lim, o ¢(&,). Siccome &, ha solo un numero
finito di coordinate non nulle, possiamo scriverlo come combinazione lineare di un
. . . . . . n
numero finito dei vettori ey; pit precisamente abbiamo &, = Y, _; e e dunque
per linearita otteniamo

n n n
(7) 6(6a) = (D wner) = D wroler) = > wra.
k=1 k=1 k=1
La serie Z,:';l xraj € assolutamente convergente, in quanto
o0 o0
Y lwrar] <Y Ll lallog < Nl 16l -
k=1 k=1

Passando al limite in (7) otteniamo allora una rappresentazione concreta della
dualita,

(8) o(x) = lim §(€) = lim Y wpap =) wpar,
k=1 k=1
ed inoltre
|6(2)] <D lenl lar] < llally 1l
k=1

da cui segue che
(9) H¢||(zl)f <llallo -

Combinando (6) con (9) otteniamo che [[@][ ;1) = [lal| -

Si verifica facilmente che 'applicazione che al funzionale ¢ € (¢!)" associa la
successione a € £ ¢ una applicazione lineare da (¢1)" in £*°, & suriettiva in quanto
ogni successione a € (* risulta essere associata al funzionale ¢(z) := ), zrax
(vedi (8)), ed ¢ iniettiva in quanto se a = 0 sempre dalla relazione di dualita (8)
ricaviamo che ¢ = 0. Si tratta dunque di un isomorfismo lineare che preserva la
norma; cio ci permette di identificare il duale di (¢*, [|-||;) con lo spazio (£, ||| .)-

Con procedimenti simili & possibile identificare il duale dello spazio (co, ||-[|,,)
con lo spazio (¢, ||-||,) (ricordiamo che ¢, ¢ lo spazio delle successioni infinitesime);
mentre invece lo spazio (¢2,]-]|,) é identificabile con il suo stesso duale. Lasciamo
i dettagli come esercizio.
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Osservazione 2.6. E sempre possibile immergere in modo canonico uno spazio nor-
mato V nello spazio V" = (V') il duale del suo duale. Vediamo come. Per
ogni vettore a € V, consideriamo I’applicazione J,: V' — K che ad ogni funziona-
le ¢ € V' fa corrispondere il valore ¢(a), overo J,(¢) := ¢(a). Verifichiamo che J,
é continuo. Siccome ¢ ¢é lineare e continuo abbiamo

[Ta(@) = |o(a) < l1olly llally, . VeV,
da cui segue la continuita di J, e la stima per la sua norma in V",

|#(a)

[Jally» = sup < lally -
peVv’ H¢||V'
70

Per il lemma 2.2, dato un vettore ¢ € V non nullo esiste un funzionale linea-

re ¢, € V' tale che ¢.(a) = [lal|, e [|¢«||;,, =1, otteniamo cosi

¢« (a)]
[ Jally = = lall -
oxlly/
Dunque, per ogni a € abbiamo che J, € V" con
(10) 1 ally = llally -

Possiamo quindi definire 'applicazione J: V' — V", ponendo J(a) = J,. Si verifica
facilmente che anche questa applicazione ¢ lineare e continua e dall’identita (10)
segue che ||J||,_,» = 1. Questa applicazione J ¢ iniettiva, infatti se J, = 0, cio
significa che [la||;, = ||Jally» = 0 e dunque a = 0, per cui il nucleo di J contiene
solo il vettore nullo. La linearita di J con (10) implica che

|Ja = Jolly = lla =0l , Va,b eV,

ovvero J preserva le distanze e questo significa che 'immagine dell’applicazione J é
una copia isometrica dello spazio V in V”. Quando la mappa J & anche suriettiva,
da cui segue che V risulta essere isometrico a V", si dice che lo spazio normato V'
é riflessivo.

Ad esempio, (¢2,]-||,) € uno spazio riflessivo, mentre (co, |-||,.) non lo é.

3. OPERATORE AGGIUNTO

Definiamo ora un’operazione che agisce sugli operatori lineari e continui in modo
analogo all’operazione di trasposizione per le matrici.

Definizione 3.1. Siano V e W due spazi normati sul campo K e sia T € L(V, W)
un operatore lineare e continuo da V' in W. Definiamo 'operatore aggiunto (o
trasposto) di T come l'operatore T*: W’ — V' che ad ogni funzionale lineare e
continuo 1 € W’ associa il funzionale 7% € V' definito da

T*p((v) =¢(Tv), YveV.

La linearita degli operatori cosi definiti segue dal fatto che si tratta di composizioni
di operatori lineari. Che T™* sia continuo segue dalla stima operatoriale

T ()| = [&(Tv)| < [l 1Ty w lolly, Yo eV.
Dunque
1T ¢l < ¢l 1 TNy S Vo € W

Da qust’ultima stima ricaviamo che T™* & continuo e che

(11) [ RNV (1A R
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Proposizione 3.2. La norma operatoriale dell’operatore aggiunto T coincide con
la norma operatoriale di T,

||T*HW/_>V/ = ||T“Vaw-

Dimostrazione. Dobbiamo provare che vale anche la disuguaglianza in verso oppo-
sto rispetto a (11). Per ogni v € V per cui si ha Tv # 0, grazie al lemma 2.2,
sappiamo che esiste un funzionale 1) € W’ tale che ||¢[;,, = 1 e ¥(Tv) = || Tv||y, -
E dunque

1Tl = [(To)l = T @) < 1T ooy 191w l0lly = 1T [l 0lly -

Tale stima vale, trivialmente, anche quando Tv = 0. Ne segue che

1Tl w < 1T v
t

Quest’uguaglianza tra la norma operatoriale dell’operatore T" e del suo aggiun-
to T* ci dice che lo studio dell’aggiunto T puo fornirci molte informazioni sull’ope-
ratore T'. Inoltre osserviamo che, anche quando V' e W non sono spazi di Banach,
per il teorema 1.4 lo spazio L(W', V') in cui vive T* & sempre uno spazio di Banach.

Vediamo un esempio di calcolo di un operatore aggiunto in un caso concreto.

Esempio 3.3. Consideramo I'operatore T': /! — ¢! che ad una successione asso-
lutamente sommabile © = (x)ren associa la successione ottenuta estraendo la
sottosuccessione delle coordinate di ordine pari definita da (T'z)y := a2, ovvero la
k-esima coordinata di Tz ¢ la 2k-esima coordinata di =,

Tx = (o, Tg, L6, T8y, Toky--- ) -
Abbiamo
o0 oo
ITlly =Y [(T)k] =Y o] < llz]]; ,
k=1 k=1

e quindi T é continuo, con ||T'|[,1_,,n < 1.

L’aggiunto T* di T opera sul duale di ¢!. Possiamo identificare il duale di ¢! con
lo spazio £*° (vedi esempio 2.5) e dunque di fatto possiamo pensare a T* come un
operatore da > a £°°. Data una successione a = (ay)ren € £°°, ad essa corrisponde
il funzionale lineare continuo v € (¢')’ definito dalla relazione di dualita

o0

(12) P(z) = Zakxk, x = (21)ren € £

k=1

Abbiamo allora, per z € ¢!
oo (oo} n
T*p(z) = Y(Tx) = Z%(Tﬂ?)k = Zakx% = Z bjx;,
k=1 k=1 j=1

dove b; ¢ la successione definita da b; = 0 quando j ¢ dispari e b; = a;/5 quan-
do j é pari. Siccome b & una sottosuccessione di a abbiamo che anche b € ¢
e ||b]|, < llal|,,- La successione b corrisponde al funzionale 71, tramite I'identi-
ficazione tra (£)" e £>° data dalla dualita (12). Possiamo allora identificate 1'ope-
ratore aggiunto 7™ con l'operatore da > a (> che alla successione a = (ag)ken
associa la successione b = T*a definita da

(T*a); = 0, se]: (? dis;.)ari,
ajs2, sej é pari.
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4. ESERCIZI
4.1. Lo spazio degli operatori lineari continui tra due spazi normati.
Esercizio 4.1. Dimostra che la norma operatoriale su £(V, W) si puo anche scrivere
come
1Tl —w = sup{lITvlly : [lv]ly, <1}

Esercizio 4.2. Sia S un sottospazio denso di uno spazio normato V; S pud essere
esso stesso considerato uno spazio normato con la norma di V. Sia W uno spazio
di Banach. Sia L: .S — W un operatore lineare e continuo. Dimostra che esiste un

unico operatore lineare continuo L:V — W che prolunga L su V, ovvero tale che
la restrizione di L a S coincide con L. Dimostra inoltre che si ha

IZly v = 12l 5w
Esercizio 4.3. Nell’esempio 1.3 si ¢ osservato che le norme ||-||, e [|-[|, definite in (3)
e (4) sono due norme equivalenti sullo spazio delle matrici M := Mg(n,m).
e Determina esplicitamente due costanti A e B per le quali si ha che
[Mlly, < Al[Mlly, [[M]l, < B[Mll,,, VM eM.
e Determina le norme operatoriali dell’operatore identita id: M — M, defi-
nito da id(M) = M, sia come operatore da (M, |[-[|,,) in (M, ||-][,) e sia
come operatore da (M, [|-[[y) in (M, ||[l,,)-

4.2. Duale di uno spazio normato.

Esercizio 4.4. Sia S un sottospazio denso di uno spazio normato V. Spiega co-
me possiamo identificare il duale S’ con il duale V'. [Puoi usare quanto ottenuto
nell’esercizio 4.2.]

Esercizio 4.5. Dimostra che lo spazio (¢2,]|-||,) puo essere identificato con il suo
duale, facendo vedere che la relazione di dualita espressa dalla formula

o0

P(@) = arwr, @ = (2r)ren € L2,

k=1
descrive un isomorfismo che fa corrispondere ad ogni successione a = (ay)ren € £2
un funzionale v € (£2)’.

Esercizio 4.6. Dimostra che il duale dello spazio (co, ||-||,,) puo essere identificato
con lo spazio (¢!, |||,), facendo vedere che la relazione di dualita espressa dalla

formula
o0

Y(x) = Zakxk, T = (Zk)reN € Co,
k=1
descrive un isomorfismo che fa corrispondere ad ogni successione a = (ag)gen € A
un funzionale ¢ € (cg)’.

Esercizio 4.7. Identifica i duali degli spazi
(o0, [I-ll1): (oo, [I1l2)s (€00, [Il]oc)-
4.3. Operatore aggiunto.

Esercizio 4.8. Considera gli operatori lineari continui R, L: #2 — ¢ che agiscono
su (€2,]]-||,) nel seguente modo:

Rx = (0, T1,T2,T3,... )7 [nght Shlft]
Lx = ($2,$37$4,$5,-~-), [Left Shlft]

Determina i loro operatori aggiunti, identificando il duale di £2 con £? stesso (usando
la relazione di dualita indicata nell’esercizio 4.5).
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Esercizio 4.9. Considera loperatore lineare continuo T (€1, [-||;) — (co, ||-||,) che
ad una successione sommabile x = (x)ren associa la successione delle serie dei
resti Tz, definita da (T'z)y := Zjik xj. Determina una rappresentazione dell’ope-
ratore aggiunto di 7.



