ANALISI FUNZIONALE
ESERCIZI TRATTI DAL LIBRO DI H.BREZIS
“FUNCTIONAL ANALYSIS, SOBOLEV SPACE AND PARTIAL
DIFFERENTIAL EQUATIONS" (EDIZIONE DEL 2011)”

1. FUNZIONALI LINEARI, OPERATORI LINEARI, TEOREMI FONDAMENTALI
(HAHN-BANACH, BANACH-STEINHAUS, MAPPA APERTA, GRAFICO CHIUSO)

Esercizio 1.1 (Brezis, exercise 1.3, pag. 20). Considera lo spazio
X :={f:[0,1] — C: f ¢ continua, f(0) = 0}.
dotato della norma uniforme || f|| y := max,¢jo,1) | f(x)|. Sia T': X — Cil funzionale

definito da T(f) := fol f(x)dx.

o Verifica che T' € X’ e calcola la norma ||T'|| /.
o Esiste una funzione f € X tale che || f|lxy =1eT(f) = ||T|lx.?

Esercizio 1.2 (Brezis, exercise 1.4, pag. 21). Considera lo spazio X delle successioni
a valori scalari infinitesime

X i=c,:= {w = (Zp)nen €CY: lim 2, = 0}.

n—oo
dotato della norma uniforme [z, := max,ey|zn|. Sia T: X — C il funzionale
definito da T'(z) := Yo" | 27 "xz),.

o Verifica che T' € X’ e calcola la norma ||T'|| y,.
o Esiste una successione x € X tale che ||z =1e T(z) = ||T| x.?

Esercizio 1.3 (Brezis, exercise 1.5, pag. 21). Sia X uno spazio vettoriale normato
di dimensione infinita.
e Dimostra (utilizzando il lemma di Zorn) che esiste una base algebrica (base
di Hamel) di X i cui elementi hanno tutti norma 1.
e Utilizzando la base di Hamel del punto precedente, costruisci un funzionale
lineare T': X — C che non sia continuo.
e Dimostra che se X ¢ Banach la base di Hamel non puo essere numerabile.
[Suggerimento: usa il lemma di Baire.]

Esercizio 1.4 (Sottospazi ortogonali, [Brezis, proposition 1.9, pag. 9]). Sia X uno
spazio di Banach. Dato un sottoinsieme S di X indichiamo 1’ortogonale di S come
il sottoinsieme S+ dello spazio duale X’ definito da

St.={feX' f(z)=0,VYzecS}.

Dato un sottoinsieme T' del duale X’ indichiamo 1’ortogonale di T come il sottoin-
sieme T+ dello spazio X definito da

Tt ={zecX: f(z)=0,YfeT}.

Dimostra che:

e S+ ¢ sempre un sottospazio vettoriale chiuso di X’ per ogni sottoinsieme S
di X esiha
() = span S;
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e T & sempre un sottospazio vettoriale chiuso di X per ogni sottoinsieme T
di X’ e si ha
(T*+)* D spanT.

Esercizio 1.5 (Brezis, exercise 1.16, pag.24). Considera lo spazio X = ¢! e il suo dua-
le X' = /(. Sia V = ¢y il sottospazio di X’ formato dalle successioni infinitesime.
Calcola esplicitamente chi sono V+ e (V1)L Verifica che (V1)1 # V.

Esercizio 1.6 (Brezis, exercise 1.15, pag. 24). Sia X uno spazio vettoriale normato
reale. Sia C' un sottoinsieme convesso di X contenente l’origine, 0 € X. Definiamo

Cri={feX flx)<1LVeeC}, C*:={zecX:flz)<1VfeC}.

Dimostra che C** = C. Che cosa & C* nel caso in cui C sia un sottospazio lineare
di X7

Esercizio 1.7 (Bresiz, proposition 2.14, corollary 2.15, theorem 2.16, pag. 40-42).
Sia X uno spazio di Banach e siano V, W due sottospazi chiusi di X. Dimostra che
valgono i seguenti risultati:

Vaw = Vt+wht

Vinwt =WV +W)h);

Vnw)tovi4+wd

VinwHt=v+w,

V4W chiusoin X <= V+4+W+ chiusoin X/ <= V4+W = (VInW+)+
= Vi4+Wt=({Vnw)t

Esercizio 1.8 (Bresiz, exercise 1.22, pag. 26). Sia X uno spazio vettoriale normato
e sia C' un sottoinsieme chiuso e non vuoto di X. Sia ¢: X — R la funzione definita
da
o(z) :=dist(z,C) = inf ||z — y]|.
yeC
e Verifica che ¢ & Lipschitziana con costante 1.

e Dimostra che se C' € convessa allora ¢ € una funzione convessa.
e Dimostra che se ¢ € convessa allora C € un insieme convesso.

Esercizio 1.9 (Continuita delle funzioni convesse, [Brezis, exercise 2.1, pag. 49]).
Sia X uno spazio di Banach. Sia f: X —]—00,400] una funzione convessa e
semicontinua inferiormente. Sia p € X tale che f(p) < +oo.

e Dimostra che esistono due costanti R > 0 e M € R tali che
lz —pll <R = f(z) <M.
[Suggerimento: per un appropriato p > 0 considera gli insiemi
Fyi={ze X: [z —pll <p, o(z) <n} ]

e Dimostra che per ogni r €]0, R[ la funzione f é Lipschitziana sulla palla
chiusa B(p,r) (con costante di Lipschitz L :=2(M — f(p))/(R —r)).

Esercizio 1.10 (Brezis, exercise 2.3, pag. 49). Siano X e Y due spazi di Banach.
Sia (T}, ) nen una successione di operatori lineari e continui T,,: X — Y. Supponiamo
che per ogni € X la successione (T),(x)),cy converga per n — oo in Y ad un
limite che indichiamo con T'(x). Dimostra che se la successione (z,) converge al
punto z in X allora la successione (7}, (xy)),cy converge al punto 7'(x) in Y.

Esercizio 1.11 (Bresiz, exercise 2.4, pag. 49). Siano X e Y due spazi di Banach
reali. Sia B: X X Y — R una forma bilineare tale che:

e per ogni xz € X fissato, la mappa y — B(z,y) é continua;
e per ogni y € Y fissato, la mappa = — B(z,y) é continua.
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Dimostra che esiste una costante C' > 0 tale che
|B(z,y)| < Cllz[ ly] -

[Suggerimento: alla forma bilineare B corrisponde in modo canonico un operatore
lineare T: X — Y che risulta (localmente) limitato.]

Esercizio 1.12 (Brezis, exercise 2.8, pag. 50). Sia X uno spazio di Banach. SiaT: X — X’
un operatore lineare tale che T'(z)(x) > 0 per ogni x € X. Dimostra che T &
continuo. [Suggerimento: applica il teorema del grafico chiuso].

Esercizio 1.13 (Brezis, exercise 2.9, pag. 50). Sia X uno spazio di Banach. SiaT: X — X'
un operatore lineare tale che T'(x)(y) = T'(y)(x) per ogni z,y € X. Dimostra che T
& continuo.

2. TOPOLOGIE DEBOLI

Esercizio 2.1 (Bresiz, exercise 3.1, pag. 79). Sia X uno spazio di Banach e sia K un
sottoinsieme di X compatto rispetto alla topologia debole di X. Dimostra che K &
limitato.

Esercizio 2.2 (Somme di Cesaro e convergenza debole [Brezis, exercise 3.2, pag. 79]).
Sia (2, )nen una successione in uno spazio di Banach debolmente convergente ad
un punto p. Considera la successione (y,)nen delle somme di Cesaro definite da

1 n
Yn = E Zl‘k.
k=1

Dimostra che anche (y,)nen converge debolmente al punto p.

Esercizio 2.3 (Brezis, exercise 3.3, pag. 80). Sia C un sottoinsieme convesso di uno
spazio di Banach. Dimostra che la chiusura di C nella topologia forte coincide con
la chiusura di C nella topologia debole.

Esercizio 2.4 (Brezis, exercise 3.4, pag. 80). Sia (x,)nen una successione in uno
spazio di Banach debolmente convergente ad un punto p. Sia C' 'inviluppo convesso
dell’insieme dei punti della successione. Dimostra che esiste una successione di punti
di C che converge fortemente a p.

Esercizio 2.5 (Brezis, exercise 3.5, pag. 80). Sia K un sottoinsieme compatto ri-
spetto alla topologia forte di uno spazio di Banach. Dimostra che se una successione
in K converge in senso debole allora converge anche in senso forte.

Esercizio 2.6 (Brezis, exercise 3.7, pag. 80). In uno spazio di Banach, sia A un
sottoinsieme chiuso rispetto alla topologia debole e sia B un sottoinsieme compatto
rispetto alla topologia debole. Dimostra che A + B ¢é chiuso rispetto alla topologia
debole. Se assumiamo inoltre che A e B siano convessi non vuoti e disgiunti,
dimostra che A e B sono strettamente separati da un iperpiano chiuso.

Esercizio 2.7 (Bresiz, exercise 3.10, pag. 81). Siano X e Y due spazi di Banach.
Sia T: X — Y un operatore lineare e continuo. Considera l'operatore aggiun-
to T*: Y’ — X’ definito da

T*(g)(x) :== g(Tx), VgeY' VzeX.

e Verifica che T* é continuo da Y’ dotato della topologia forte a X’ dotato
della topologia forte.

e Verifica che T* & continuo da Y’ dotato della topologia debole a X’ dotato
della topologia debole.
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Esercizio 2.8 (Brezis, exercise 3.13, pag. 82). Sia (z,)nen una successione in uno
spazio di Banach. Per ogni n € N sia C),, la chiusura dell’inviluppo convesso
dell’insieme {xy: k > n}.
e Dimostra che se (x,),en converge debolmente al punto p allora (), .y Cr = {p}-
e Supponendo che lo spazio sia riflessivo, dimostra che se (z,)nen € limitata
e (,en Cn = {p} allora (2,,)nen converge debolmente al punto p.

Esercizio 2.9 (Brezis, exercise 3.16, pag. 83). Sia X uno spazio di Banach.

e Dimostra che se (fy,)nen € una successione in X’ tale che per ogni z € X
la successione (fy,(z))nen converge, allora esiste un funzionale f € X' tale
che (fn)nen converge x-debolmente ad f.

e Supponendo che X sia riflessivo, dimostra che se (z,,),ecn € una successione
in X tale che per ogni f € X’ la successione (f(z,))nen converge, allora
esiste un punto x € X tale che (z,)nen converge debolmente ad z.

e Costruisci un esempio in uno spazio di Banach non riflessivo di una suc-
cessione per la quale la conclusione del punto precedente é falsa. [Suggeri-
mento: puoi provare con X = ¢y e T, la successione formata da n volte 1
e poi tutti 0.]

Esercizio 2.10 (Bresiz, exercise 3.26, pag. 85). Sia X uno spazio di Banach separa-
bile. Sia (a,)nen una successione i cui punti formano un sottoinsieme denso in X.
Considera I'operatore lineare T': £! — X definito da

T(z) = Zxkakv Vo = (zk)keN € o
k=1

Dimostra che T ¢ continuo e suriettivo.

Esercizio 2.11 (Brezis, exercise 3.29, pag. 86). Sia X uno spazio di Banach unifor-

memente convesso. Dimostra che per ogni M > 0 e per ogni € > 0 esiste un § > 0

tale che

T+y
2

per ogni coppia di vettori z,y € X tali che ||z|| < M, ||ly]| < M e con ||z —y| > e.

2
1 2 1 2
<- Syl

| <3lel+ 21wl

3. Spaz1 L? E SPAZI DI HILBERT

Esercizio 3.1 (Brezis, exercise 2.7, pag. 50). Sia p € [1,+00] e sia p’ I'epsonente

coniugato di p. Sia o = (ap)neny una successione di valori scalari. Supponia-

mo che )y l|a,z,| < oo per ogni successione x = (Z,)nen € . Dimostra
/

che a € 7.

Esercizio 3.2 (Brezis, exercise 3.18, pag. 83). Per ogni n € N sia e la successione
conef =0sek#nee), =1,
e" =(0,0,...,0,1,0,0,...), con Il nella n-esima posizione.

e Dimostra che e™ converge debolmente a 0 in ¢P per ogni p €]1, c0].

e Dimostra che nessuna sottosuccessione di (") converge debolmente in ¢*.
Esercizio 3.3 (Brezis, exercise 3.19, pag. 83). Siano p,q €]1,00][. Sia a: R — R una
funzione continua tale che

la(®)] < [t7/7, Ve R,

Sia A Voperatore (non lineare) che alla successione x = (21,2, 23,...) associa la
successione

A(z) == (a(z1), a(x2), a(ws), . ..).
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e Dimostra che A & una mappa continua da ¢? (con topologia forte) in £9 (con
topologia forte).

e Dimostra che se (z")nen € una successione di elementi di ™ € ¢ debol-
mente convergente alla successione z allora (A(z"™)),en € una successione
in ¢9 debolmente convergente alla successione A(x).

e Deduci che A é continua come funzione dalla palla chiusa unitaria di ¢
dotata della topologia indotta dalla topologia debole allo spazio ¢ dotato
della topologia debole.

Esercizio 3.4 (Brezis, exercise 4.7, pag. 119). Siano 1 < ¢ < p < oo. Siaa: R—> R
una funzione misurabile. Supponiamo che per ogni f € LP(R) si ha che af € L(R).
Dimostra che a € L"(R) dove r ¢ determinato dalla formula

1 1 1

roq p

[Suggerimento: usa il teorema del grafico chiuso.]

Esercizio 3.5 (Brezis, exercise 4.8, pag. 119). Sia V un sottospazio chiuso di L' (R).
Supponiamo anche che
vVelJLm).
g>1

e Dimostra che esiste un esponente p > 1 tale che V' C LP(R). [Suggerimento:
per ogni n € N considera 'insieme

Voi={f VAL "®): |1flpam <

e Dimostra che esiste una costante C' > 0 tale che |f[|, < C|fll, per
ogni f e V.

Esercizio 3.6 (Brezis, exercise 4.15, pag. 122). Considera Uintervallo I :=]0, 1[.

(1) Sia (fn)nen la successione di funzioni definite su I da f,(z) := ne "".
Dimostra che tale successione:
e converge a zero quasi ovunque su [;
e ¢ limitata in L(I);
e non converge in norma L!(1);
e non converge debolmente in L'(I).
(2) Siap €]1,00] e sia (gn)nen la successione di funzioni definite su I da f,,(2) := n'/Pe="2.
Dimostra che tale successione:
e converge a zero quasi ovunque su I;
e ¢ limitata in LP(I);
e non converge in norma LP(I);
e converge debolmente in LP(I).

Esercizio 3.7 (Brezis, exercise 4.19-1, pag. 124). Sia (fy)nen una successione in L?(R)
esia f € P(R) con 1 < p < co. Supponiamo che f, converga debolmente in LP

ad f e che || f,|, converga a | f[|, per n — co. Dimostra che f, converge ad f in

norma LP.

Esercizio 3.8 (Brezis, exercise 4.19-2, pag. 124). Costruisci una successione (f;,)nen
in L'(R) tale che:

fn(x) = 0 per ogni « € R e per ogni n € N;

(f,) converge debolmente in L' ad una funzione f € L!(R);

[fnlly converge a [[f[[;
(fn) non converge in norma L' ad f.
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Esercizio 3.9 (Brezis, exercise 4.23, pag. 125). Sia 1 < p < co. Sia f: R — R una
funzione misurabile. Considera l’'insieme

C:={ue LP(R): u(z) > f(x) quasi ovunque} .
Dimostra che:
e (' ¢& convesso;

e (' & chiuso nella topologia forte;
e ( ¢ chiuso nella topologia debole.

Esercizio 3.10 (Brezis, exercise 5.9, pag. 148). Siano A e B due sottoinsiemi chiusi,
non vuoti, convessi e disgiunti di uno spazio di Hilbert e supponiamo inoltre che B
sia limitato. Considera I’insieme C' = A — B delle differenze tra punti di A e punti
di B.
e Dimostra che C' é chiuso e convesso.
e Sia p, il punto di C con norma minima, che possiamo scrivere come p, = a, — by
per qualche punto a, € A e b, € B. Dimostra che

llax — by|| = dist(A, B) := inf |ja — b||,
a€cA
beB
e determina il punto di A di minima distanza da b, e il punto di B di
minima distanza da a,.
e Supponiamo che H’d—bH = dist(A, B) per una coppia di punti a € A

e b € B. Dimostra che Py =a —b.

e Fai un esempio esplicito di insiemi A e B per i quali la coppia (a,bs) €
unica.

e Fai un esempio esplicito di insiemi A e B per i quali la coppia (a, b,) non
€ unica.

e Trova una dimostrazione semplice della seconda forma geometrica del teo-
rema di Hahn-Banach per il caso di uno spazio di Hilbert.

Esercizio 3.11 (Brezis, exercise 5.28, pag. 154). Sia V un sottospazio vettoriale
denso in uno spazio di Hilbert H separabile. Dimostra che V' contiene una base
ortonormale di H.

4. SPAZI DI SOBOLEV

Esercizio 4.1 (Brezis, exercise 8.1, pag. 235). Sia 0 < a < 1. Considera la funzione
1
= v R.
f(@) (1 + 22)*/21og(2 + 22)’ ve

Verifica che f € WYP(R) per ogni p > 1/a e che f ¢ LI(R) per ogni ¢ < 1/a.

Esercizio 4.2 (Brezis, corollary 9.13, pag. 283). Siano m,d e Ne 1 < ¢ <p < o0

tali che
1 1 m

¢ p d
Dimostra che si ha I'immersione W™ P?(R9) C LP(R%), e che vale una stima della
forma

1A Lo ray < C N llwm o (ray -

Esercizio 4.3 (Soluzioni deboli per il problema di Neumann per ’equazione di Pois-
son |Brezis, proposition 9.24, pag. 296]). Sia 2 un aperto limitato di R¢ con frontiera
regolare (di classe C!). Sia f € L?(2). Considera il problema di determinare una
soluzione dell’equazione

—Au+u=f sufl
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soggetta a condizioni al bordo della forma

Z—Z =0 sud,
dove % indica la derivata di u calcolata sul bordo di 2 nella direzione normale

esterna,

0
e _ n - grad u,

on

con n versone normale esterno al bordo di 2.
Leggi e studia l’esempio 4 a pagina 296 fino alla proposizione 9.24 e spiega in
dettaglio come dimostrare ’esistenza di una soluzione debole del problema.



