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Gli esercizi sulla prima parte del programma (fino al Teorema di Banach-Steinhaus incluso) e
utili per prepararsi al primo parziale sono:

2)
3)
4) 08.09.2011 Esercizio 1, Esercizio 3

5) 24.11.2011 Esercizio 1

6) 25.01.2012 Esercizio 1, Esercizio 2 (a)
7) 15.05.2012 Tutto

8) 13.06.2012 Esercizio 1 (a e b)

9) 09.07.2012 Esercizio 1 (a e b), Esercizio 2
0) 16.07.2012 Esercizio 2

1) 17.09.2012 Esercizio 1

2) 11.01.2013 Tutto

3) 22.01.2013 Esercizio 3 (esame scritto)
4) 28.05.2013 Esercizio 2

5) 25.06.2013 Esercizio 1 (tutto tranne la parte (e)), Esercizio 2
6) 18.07.2013 Esercizio 2

7) 10.10.2013 Esercizio 1

8) 26.11.2013 Tutto

9) 16.01.2014 Primo parziale: Esercizio 1,2
0) 04.02.2014 Esercizio 1, Esercizio 2

1) 25.03.2014 Esercizio 1, Esercizio 2

2) 27-11-2014 tutto

3) 22-01-2015 Esercizio 2, Esercizio 4

4) 11-02-2015 Esercizio 1

5) 17-03-2015 Esercizio 1

6) 11-06-2015 Esercizio 1

7) 7-07-2015 Esercizio 1

8) 6-5-2015 tutto

9) 7-6-2015 tutto

0) 21-06-2016 Esercizio 1

1) 8-7-2016 Esercizio 1

2) 20-07-2016 Esercizio 1, Esercizio 2

3) 23-09-2016 Esercizio 1

4) 2-12-2016 Tutto

5) 20-01-2017 Esercizio 1, Esercizio 2

6) 21-02-2017 Esercizio 1, Esercizio 2

7) 18-07-2017 Esercizio 1

8) 12-09-2017 Esercizio 1

9) 27.11.2017 Tutto

0) 16.01.2018 Esercizio 1, Esercizio 2

1) 20.02.2018 Esercizio 1

2) 03.07.2018 Esercizio 1

3) 12.03.2019 Esercizio 1

4) 19.07.2018 12.03.2019 Esercizio 1

5) 23 novembre 2018 Tutto

6) 18.01.2019 Esercizio 1 e 2

7) 30.01.2019 Esercizio 1 e 2
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Scritto totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 19.5.2011

(1) (8/12 punti) Siano X e Y spazi di Banach e sia T : X — Y lineare, continuo e iniettivo.
Provare che 77! : T(X) — X e’ continuo se e solo se T'(X) e’ chiuso in Y.

(2) (8/10 punti) Sia X = LP(0,1) (1 <p < +4o0) esia T : X — X definito da T'(u)(t) = tu(t).
Verificare che T' €’ lineare, continuo e di norma 1.

(3) (6/8 punti) Sia X uno spazio normato. Sia M un sottoinsieme di X e N un sottoinsieme
di X’. Definiamo
MY :={feX : |f(x)] <1Vxec M}

NY:={zeX: |f(zx)| <1VfeN}L
Provare che
(a) se By :=={z € X : |lz|]| <1} e Bxs = {f € X' : ||f|]| < 1} allora B} = By e
B%, = Bx.

(b) se M e un sottospazio allora M? = {f € X' : f(x) =0Vx € M}.
(4) (9 crediti)(8 punti) Siano X e Y spazi di Banach e sia 7' : X — Y lineare. Allora T €’

continuo se e solo se per ogni (z,), C X tale che z,, = ¢ in X vale che T'(x,) — T'(x¢) in
Y.
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Scritto totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 6.6.2011

(1) (9 crediti)(8 punti) Sia X uno spazio di Banach e Y un suo sottoinsieme denso e (Fy,)n
una successione in X’ . Dimostrare che:
(Fy)n converge debolmente * in X' <= (F,),, é limitata in X’ e (F,(y))n converge per ogni
yey.

(2) Sia T : ¢g — co (dove ¢p denota lo spazio di Banach delle successioni infinitesime, dotato
della norma || - ||« ) I'operatore lineare definito da
T(x) = (Tn — Tnt1)nen
per ogni = (Zp)neN € Cp.
(a) (6/8 punti) Provare che T e’ continuo e calcolarne la norma;
(b) (3/4 punti) Per ogni x = (x,)nen € o sia
zllr = ([T ]loo +[|2]|oo-

Si verifichi che || - ||z €’ una norma equivalente a || - || o-
(c) (3/5 punti) dimostrare che T €’ iniettivo;
(d) (4/5 punti) stabilire se T e’ un isomorfismo topologico;

(3) (6/8 punti) Siano X,Y spazi di Banach e sia T': X — Y un operatore lineare tale che
foT e X' per ogni f € Y'. Provare che T € continuo.
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Scritto totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 6.7.2011

(1) (8 punti) Sia X = C°[0, 1] munito della norma del massimo. Sia

1
T(u) = / u(z)dxr + u(1).
0
Verificare che T e’ un funzionale lineare e continuo di norma 2.

(2) (6 punti) Siano X,Y,Z spazi di Banach e J : Y — Z un operatore lineare, continuo
e iniettivo e sia T' : X — Y un operatore lineare. Supponiamo che 'operatore lineare
S = J oT sia continuo. Provare che T €’ continuo.

(3) (6 punti) Sia X spazio di Banach riflessivo. Provare che
(a) ogni f € X’ assume minimo sulla palla chiusa unitaria di X;
(b) dedurre dal punto precedente che ogni f € X’ assume massimo sulla sfera unitaria di

X.
(4) Sia X uno spazio normato. Sia M un sottoinsieme di X e N un sottoinsieme di X’.
Definiamo
MY :={feX : |f(z)|<1Vxe M}
e

NY:={zeX: |f(z)|<1VfEN}
Provare che
(a) (4 punti) se per ogni 7 >0 BX :=={z € X : ||z]| <r}e BX ={fe X" : ||f]| <r}
allora (BX)" = B{Y e (BX')* = By,

(b) (4 punti) Sia M un sottospazio. Sapendo che in tal caso M® = {f € X' : f(x) =
0 Vx € M}, provare che

M ¢ denso <= M° = {0y}
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Soluzione

(1) Banalmente si verifica che T'(au+bv) = aT'(u)+bT (v) per ogni a,b € R e per ogni u,v € X.
Inoltre

T ()] < ulloo + [[ulloo = 2[lulloo

per ogni u € X. Infine scelta u = 1 si ha che ||u||looc = 1 e T(u) = 2. Possiamo quindi
concludere che T' ha norma 2.

(2) Essendo T : X — Y un operatore lineare, per provare che T e’ continuo e’sufficiente
verificare che T ha grafico chiuso. Sia z, — =z in X e Tz, — y in Y. Dobbiamo provare
che y = Tx. Essendo S un operatore continuo vale che Sx,, — Sx ossia

J(Tz,) — J(Tx).

Inoltre anche J €’ continuo. Quindi J(T'z,) — J(y). Da cui

J(Te) = J(y)

ed essendo J iniettivo otteniamo che

3) (a)

(b)

T =y.

Verifichiamo le ipotesi del teorema di Weirstrass (vedi Corollario I111.19 del Brezis). La
palla chiusa unitaria di X e’ convessa, chiusa e limitata e ogni f € X’ ¢’ convessa (in
quanto lineare) e continua e quindi semicontinua. Quindi f raggiunge il suo minimo
sulla palla chiusa unitaria.
Se consideriamo la funzione — f, ragionando come sopra, possiamo dire che — f ammette
minimo sulla palla Bj. In particolare segue che f assume massimo sulla palla Bj in
quanto

maxg, f = —ming, (—f).
Infine e’ facile provare che per una funzione lineare

maxg, [ = mazg, f

dove Sp €’ la sfera unitaria.

Sia f € (BX)?. Allora |f(z)] < 1Vz € BX. Se x € B{¥ allora rx € BX e quindi
|f(rz)] < 1ossia |f(z)| < L Va € B{X. In particolare |f| < % ossia f € Bf;; Viceversa
sia f € ijr. Allora |f(z)| < 1Vz € B{¥. Per ogni z € B vale che 1z € B e quindi
|f(Lz)| < L ossia |f(z)| < 1. Segue che f € (BX)°.

Sia z € (BX). Allora |f(z)] < 1VYf € BX'. Se g € B{ allora rg € BX' e quindi
Irg(z)] <1 da cui [g(z)| < +. In particolare segue che ||z]| = supye x lgli< 19(@)] < 1
ossia T € Bf;T. Viceversa se z € Bf;T allora ||z|| = supgex/, |iq1<1 19(2)] < % Questo
implica che |g(z)] < L per ogni g € B{¥'. In particolare per ogni f € BX' (poiche’
1fe BX" ) vale che 1Lf(z)] < L ossia|f(z)|<1ldacuize (BX")0.

Se M e denso e f € X' ¢ tale che f = 0 su M allora per continuita’ f = 0 su X.
In particolare otteniamo che M = {0x:}. Viceversa supponiamo che M° = {0x}.
Quindi se f € X' ¢’ tale che f = 0 su M, allora f = 0 su X. Da un corollario del
Teorema di Hanh Banach (confronta Corollario 1.8 del Brezis) possiamo concludere
che M ¢’ denso.
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Scritto totale di Analisi Funzionale (3 crediti)

Ferrara, 6.7.2011

(1) Sia X = C[0,1] munito della norma |u| := ||u||sc + ||¢/||0o. Per ogni n € N sia

1
Tn(u)—/o u(w)dw—i—u(%)

(a) (10 punti) Verificare che T}, ¢’ un funzionale lineare e continuo di norma 2.
(b) (3 punti) Dimostrare che ||T;, — T'|| = 0 (in L(X)) dove

1
Ty (u) = /O w(w)da + u(0).

(2) (7 punti) Siano X,Y,Z spazi di Banach e J : Y — Z un operatore lineare, continuo
e iniettivo e sia T" : X — Y un operatore lineare. Supponiamo che 'operatore lineare
S = J oT sia continuo. Provare che T €’ continuo.

(3) Sia X uno spazio normato. Sia M un sottoinsieme di X e N un sottoinsieme di X’.

Definiamo
MY :={feX': |f(z)] <1Vxe M}

NY:={zxeX: |f(z)|<1VYfeEN}
Provare che
(a) (5 punti) se per ogni 7 >0 BX :={z € X : ||z]| <r} e BX ={fe X' : ||f]| <r}

allora (BX)" = BY e (BY')* = B},

(b) (5 punti) Sia M un sottospazio. Sapendo che in tal caso M° = {f € X' : f(z) =
0 Vx € M}, provare che

M e denso <= M° = {0x/}
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Soluzione

(1) Banalmente si verifica che T),(au + bv) = aT),(u) + bT,(v) per ogni a,b € R e per ogni
u,v € X. Inoltre
T (w)] < [lulloo + [ulloo < 2ul
per ogni u € X e per ogni n € N. Infine scelta v = 1 si ha che |u| = 1 e T,,(u) = 2. Possiamo
quindi concludere che T, ha norma 2.
(2) Grazie al teorema di Lagrange, per ogni u € X e per ogni n € N esiste &, € [0, 1] tale che
1 1
(T = T)(w)] = fu(=) = w(0)] = [/ (&)]I(=).
In particolare se |u| = 1 si ha che
1
(T = T) ()| = .

Questo implica che

1
T -7l < =
n

da cui ||T;, — T|| — 0 quando n — oo. Oppure si puo’ arrivare alle stesse conclusioni usando
il teorema fondamentale del calcolo integrale:

(T = D)) = () = )] = | [ wl(adol < Jul [ do = Lpul

Da cui segue, per definizione di norma, che
1

T =T < —.
n
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Scritto totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 8.9.2011

(1) (10 punti) Sia X = C°[0, 1] munito della norma del massimo. Sia

1
() _/ w(@)dz — u(1).
0
Verificare che T e’ un funzionale lineare e continuo di norma 2.

(2) (8 punti) Siano X, Y, Z spazi di Banach e J : Y — Z un operatore lineare esia T : X — Y
un operatore lineare, continuo e biettivo. Supponiamo che 'operatore lineare S = J o T sia
continuo. Provare che J e’ continuo.

(3) Sia X uno spazio normato. Sia M un sottoinsieme di X e N un sottoinsieme di X'.
Definiamo
MY :={fe X : |f(x)|<1Vxec M}

NY:={zeX: |f(z)|<1VfEN}

Per ognir > 0sia BX :={x e X : ||z||<r}e BX ={fezX": ||f]| <r}. Sia0 <r < R.
Provare che

(a) (4 punti) (BX \ BX)? = (BX);
(b) (4 punti) (BX")° = BY;

(c) (4 punti) (B \ BX')° = (B )°.
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Soluzione

(1) si verifica facilmente che T' e’ un funzionale lineare. Inoltre per ogni u € C°[0,1] |T'(u)| <
l|u]]oo + [u(1)] < 2||u|]oo. Quindi ||T|| < 2. Per dimostrare che ||T|| = 2 proviamo che esiste
una successione u, € CY[0, 1] tale che ||u||oo = 1 € lim,, |T(u,)| = 2. Sia

() = 1 seOSxSl—%
T —nz4+n—1 sel—%gxgl'

Allora .
1
T(un):1—+/ (—nz+n—1)dx+1
n 1—1
1 2?2 1
=2-5 gl - 17

che tende a 2 per n — cc.

(2) Da un corollario al teorema della mappa aperta segue che I'operatore lineare 771 : Y — X
e’ anche continuo. Componendo allora con 'operatore continuo J o T" otteniamo che J =
JoToT™! e continuo.

(3) Si osservi preliminarmente che se B C C' allora C° C BY.
(a) Dall’osservazione sopra segue che

(Bi)® c (Bg \ BY)".
Poi, se f € (Bp \B:X)? allora per ogni x € B \ BX vale che | f(z)| < 1. Siaz € Bp. Se
z = Oallora f(z) = 0. Se z # 0 allora Ryfy € BX\BX. Da cui segue che | f(R%)| < 1

[
ossia |f(x)] < HLRH < 1. In entrambi i casi |f(x)| < 1 ossia f € (Bx \ BX)°.
(b) vedi compito del 6-7-2011.
(c) Dall’osservazione sopra segue che
(Bi )° < (Br \B)".
Poi, se = € (B \ BX')? allora per ogni f € (Bx \ BX')? vale che |f(z)| < 1. Sia
fe B?. Se f = 0 allora f(x) = 0. Se f # 0 allora Rﬁ € Bfg \B,:X'. Da cui
segue che |ﬁf(:n)| < 1 ossia |[f(x)| < % < 1. In entrambi i casi |f(x)] < 1 ossia

fe By \BY).
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Scritto totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 24.11.2011

(1) (15 punti) Sia m : [0,1] — R una funzione continua non identicamente nulla e sia T :
L?(0,1) — L?(0,1) l'operatore definito da
Tu(z) := u(z)m(z).
Dimostrare che
(a) (5 punti) T e’ lineare e continuo;
(b) (5 punti) supponiamo che z € (0, 1) sia tale che M = |m(Z)| = maxg ) [m(z)|. Per

ogni € > 0 sia uc(z) := ﬁmj\(jﬁ)x[i_wﬂd (x). Provare che ||Tu||12 — ||m||oo per € — 0.

(¢) (5 punti) Dedurre che ||T|| = ||m||oc-

(2) (15 punti) Sia C'[0, 1] munito della norma ||ul|c1 = ||ul|eo + |[¢/]]0o € C]0,1] sia munito

della norma || - ||co-
Sia I : C°[0,1] — C*[0,1] I'operatore definito da I(u)(t) = fg u(x)dx. Verificare che I ha

grafico chiuso. E’ continuo?
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Soluzioni.

(1) (15 punti)
(a) La linearita’ segue facilmente. Inoltre per ogni u € X

[ Tullz < {l[ullz]lm]]oo,

da cui segue che T' €’ continuo con norma ||7'|| < ||m||cc-

(b) Supponiamo M > 0 (altrimenti segue facilmente che ||T|| = ||m||oc = 0). Per ogni
e>0
1 [T m(z) 1 1 [oFe M4
T € 2 = — 2 . 2 — / 4 e M2
1Tudfe =5 [ (P mo)Pde = gae [ mia))'de - 3

per € — 0 essendo m continua in .
(c) (5 punti) Si osservi che [Juc||2, = & ;f:(mj\(f))de — 1 per € = 0. Quindi, usando la
definizione di norma di un operatore, segue che

1 Tuel I

[luel 172

Tl = = M = [|m||e.

(2) (15 punti) Sia u,,u € C°[0,1] tale che u,, — u in C[0,1] e Tu, — v € C*[0,1]. Proviamo
che v = Tu. Poiche’ u,, — u uniformente, si puo’ passare al limite sotto in segno di integrale
e quindi per ogni t € (0, 1) vale che v(t) = limy, 00 Tty (t) = limy, o0 fot up(z)dr = fg u(z)dw
ossia

u(t) = /0 tu(az)dw.

Dal teorema fondamentale del calcolo integrale segue che per ogni t € (0,1) v'(t) = u(¢)
ossia per ogni t € (0, 1)

T(u)(t) = /0 )z = /O @)z = (),

Infine I e’ continuo per il teorema del grafico chiuso essendo C[0,1] e C1[0,1] spazi di
Banach con le norme considerta.
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Scritto totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 25.01.2012

(1) (15 punti) Sia X =2 e sia F, : X — R la successione di funzionali cosi’ definiti:
F.(z) =z,
per ogni = = (xp)nen € X.
(a) Calcolare ||Fy||;

(b) Dimostrare che F},(z) — 0, per ogni € X ma F,, non converge a zero in X'.

(2) (15 punti) Per ogni u € C1[0,1] sia [|u|| = [u(0)] + ||v/||co-
(a) Verificare che || - || ¢ una norma su C1[0, 1] che rende lo spazio uno spazio di Banach.

(b) Sia C[0, 1] munito della norma || - ||« e sia I : C1[0,1] — C]0, 1] 'operatore definito da
I(u)(t) = /(t). Verificare che I ha grafico chiuso. E’ continuo?
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Primo Parziale di Analisi Funzionale

Ferrara, 15.5.2012

(1) Sia X = LP(0,1) (1 < p < +o0) esia T : X — X definito da T'(u)(t) = (1 — t)u(t).
Verificare che T' e’ ben posto, €’ lineare, continuo e di norma 1.

(2) Sia (bg)ren una successione di numeri reali. Sia X = ¢y munito della norma || - [ € per
ogni k € N sia T}, : X — R il funzionale lineare e continuo definito da

k
Ti(a) =) ab;
j=1

dove a = (an)n>1-
(a) Calcolare la norma di Tj;

(b) supponiamo che Va € X la successione (T}, (a))y, sia limitata. Dimostrare che (by);, € I1.

(3) Siano X,Y spazi di Banach e sia T,, : X — Y una successione di funzionali lineari e
continui tali che per ogni f € Y’ la successione (f oT},), sia limitata in X’. Dimostrare che
la successione (T},), €’ limitata in £(X,Y).
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Soluzioni

(1)

Sia u € LP(0,1), Allora |T'(u)|P(t) = (1 —t)Plu(t)|P < |u(t)|P € L1(0,1) e quindi |T'(u)[P (che
e’ una funzione misurabile) appartiene allo spazio L(0, 1), ossia T'(u) € LP(0,1). Quindi T
e’ ben posto. Inoltre

1T ully < fullp
per ogni u € LP(0,1), ossia ||T|| < 1. Per provare che ||T|| = 1 sia uy,(z) = %X(o 1y. Allora

1
n 1
lnllp = ¥i( /0 dt)s = 1

ITunll = ([ (1= tpan = L - 2y

on p+1

= — 1
IYp+1 n
quando n — oo.

Per ogni a € X si ha che |Ti(a)| < [lallse Y5_; [bj]. Quindi

k
Tkl < 161
j=1

D’altra parte definito
i { segno(bh):‘g—z‘ seb,#0 h<k

ap = . .
0 altrimenti

e @y, == (af);, si ha che ||ag||oc = 1 e Tx(ax) = Zi:l |bp,|. Quindi

k
ITell < Ibj|
j=1

per ogni k € N. Poiche’ ¢y €’ chiuso rispetto alla norma || - || nello spazio [*° (che €’ uno
spazio di Banach) si ha che ¢y €’ uno spazio di Banach. Essendo la famiglia di funzionali
lineari e continui (7)), puntualmente limitata, per il Teorema di B.S., esiste M > 0 tale

che
k

sup || Te|| = sup »  |ba| < M.
k k h=1
Cio’ implica che la serie Y >, |by| converge al supy, ||T%||.
Si osservi che (T},)y, €’ limitata in £(X,Y)
<= esiste M > 0 tale che sup,, ||T,,|| < M
<= esiste M > 0 tale che
sup  sup  |[[Ty(z)|ly <M
nozeX, |z]|x<1
<= l'insieme
B={T,(z): z € X, |z]x <1,neN}
¢’ limitato in Y.
Da un corollario del teorema di B.S. sappiamo che un insieme B €’ limitato in uno spazio
di Banach Y se e solo se f(B) € limitato in R per ogni f € Y’. Ora, nel nostro caso,

J(B) = {f(Tu(2)) : ¢ €X, |e|x < LneN}
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Essendo (f o T},), limitata in X’ vale che esiste C' > 0 tale che
[foTulx <C
e quindi per ogni z € X, |z||x <1 vale che |f(T,,(z))| < C da cui f(B) C [-C,C].
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Scritto totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 13.6.2012
Per il compito totale: svolgere almeno un esercizio a scelta tra (1) e (2). Ciascuno vale 15
punti.
Per il secondo parziale: limitandosi agli esercizi (2) e (3), svolgere al massimo 3 implicazioni
con al piu’ una "a = b”. Una implicazione corretta vale 12 punti, due valgono 24 punti, tre
valgono 30.

(1) Sia X uno spazio di Banach e sia « : [0, 1] — X un’applicazione tale che foa € C[0,1] per
ogni f € X'. Provare che
(a) (6 punti) « e’ limitata (ossia sup;cjo 1 [|a(?)[|x € R);
(b) (6 punti) il funzionale ¢ : X’ — R definito da

1
b(f) = /0 foa(t)dt

e’ lineare e continuo.
(¢) (3 punti) Se X e’ uno spazio di Hilbert munito di prodotto scalare < -,- >, dimostrare
che esiste un unico z € X tale

1
<:E,:L‘>:/ <z,at)>dt VrelX.
0

(2) Siano (X, | - ||x), (Y, |l - |ly) due spazi di Banach. Sia T': X — Y lineare e iniettivo, sia
Z =T(X) e sia
lyllz = llylly + 1T "yl x-
Dimostrare che sono equivalenti le seguenti proprieta’:

(8) T: (X, ] llx) = (¥, |- |ly)  continuo;

(b) (Z,| - lz) e uno spazio di Banach e T~!: (Z, |- |lz) = (X, ]| - ||x) e continuo.

(3) Sia H uno spazio di Hilbert e T': H — H un operatore lineare. Provare che sono equivalenti
le seguenti affermazioni
(a) esiste S: H — H lineare tale che (Sx,y) = (z,Ty)
(b) T é continuo.
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Soluzioni

(1) (a) Sia f € X'. Poiche’ foa € C[0, 1], per il teorema di Weirstrass esiste il max,cp 17 |f(a(t))] €
R. Applicando uno dei corollari al Teorema di Banach-Steinhaus (con B = {«(t) : t €
[0,1]}) segue che B ¢’ limitato ossia a €’ limitata;
(b) facilmente si prova che il funzionale ¢ : X’ — R €’ lineare. Proviamo che e’ continuo,
ossia che esiste C' > 0 tale che

W) < Cllfllx

per ogni f € X'. Sia C' = supc(o 1 ||(a(?))||x (€ R) e f € X'. Essendo f un funzionale
lineare e continuo, si ha che

1 1
() < /0 foa(t)dt < /O 1fllxrla(®)dt < C|| £

(c) Si noti che ¢ € X”. Essendo X uno spazio di Hilbert, si ha che X e’ riflessivo e
pertanto esiste un unico ¥ € X tale che

1
/ < f,at)>dt=y(f) =< f,z > VfeX.
0

In particolare applicando tale uguaglianza sui funzionali del tipo f,(y) =< z,y > si
ha che

1
/ < foya(t)>dt =< fp,z> VereX
0
ossia

1
/ <z,at)>dt=<z,z> VrelX.
0

(2) ”=" Facilmente si prova che || - ||z ¢ una norma. Proviamo che (Z,|| -|z) ¢ uno spazio
di Banach. Sia (z,), € Z una successione di Cauchy rispetto alla norma || - ||z. Allora,
dalla definizione di tale norma, si ha che (z,), €’ una successione di Cauchy in Y rispetto
alla norma || - |ly e T7%(z,) e una successione di Cauchy in X rispetto alla norma | - || x.
Essendo tali spazi completi, si ha che esiste z € Y e z € X tali che

l2n = 2y = 0, |77 (2n) — zllx — 0

per n — oo. Essendo T': (X, | - ||lx) = (Y, || - |[y) continuo, si ha che
IT(T™" (2n)) = Tz]ly =0
ossia
|z, — Tz|ly — 0.
Segue allora che Tz = z ossia che z € T(X) = Z e x = T~ '2. In particolare
ln = 2llz = ll2n = 2lly + 1T (zn) = T~ '2]Ix

= llzn = 2y + 1T (zn) —2lx = 0

per n — oo. Quindi (Z, || - ||z) e’ uno spazio di Banach.

Proviamo ora che T': (X, ||-||x) — (Z,]|-||z) € continuo: infatti essendo T": (X, ||| x) —
(Y, ]l - |ly) continuo esiste C' > 0 tale che

T(x)ly < Clz|x

e quindi
T (z)|z = |T(x)ly +|2z|x < (C+1)|z|x.
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Applicando il teorema della mappa apertaa T : (X, ||| x) = (Z,||-]|z) (che e’ un operatore

continuo tra spazi di Banach) segue che T : (Z,|| - ||z) — (X, ]| - || x) e continuo.
”«<=" Dimostriamo che T": (X, || - [|x) = (Y,|| - |ly) € chiuso: sia z,, — 0 in X e sia
Tz, — yin Y. Proviamo che y = 0. Per ipotesi T : (Z,] - |lz) = (X, ]| - | x) ¢ continuo.

Quindi applicando il teorema della mappa aperta segue che T': (X, | - ||x) — (Z,] - ||z) €
continuo. In particolare poiche’ x,, — 0 in X segue che
Tx, — 0

in Z ossia |Txyp|y + |zn|x — 0 in X. Dall’unicita’ del limite cio’ implica che y = 0.

?—>" Essendo T lineare, per provare che e’ continuo, dimostriamo che T €’ chiuso: sia
Typ = x e Tx, — y. Allora
(z,Txy) = (Sz,xn)
per ogni z € H da cui
(z,y) = (Sz,x2) = (2,Tx)
per ogni z € H. In particolare y = T'z.
7<=" Per ogni y € H sia f, : H — R il funzionale definito da

E’ facile provare che f, e’ lineare. Proviamo che €’ continuo. Infatti, usando la disuaglianza
di Cauchy-Schwartz e la continuita’ di 7" si ha che

[fe) = (2, Ty)| < |2||Ty| < [=[ - [ T][[y]-
Dal teorema di rappresentazione dei funzionali lineari e continui su uno spazio di Hilbert
segue che esiste un elemento Sz € H tale che

(z,Ty) = fa(y) = (Sz,y).
Proviamo che S €’ lineare: per ogni x,z € H si ha che
(5@ +2),y) = (x+2,Ty)

= (z,Ty) + (2, Ty) = (Sz,y) + (Sz,y) = (S + Sz,y)

per ogni y € H ossia S(x + z) = Sx + Sz. (analogamente procedere per provare che

S(Az) = AS(x)).
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Scritto totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 09.07.2012

(1) Siano X,Y spazi di Banach e sia T : X — Y un’applicazione lineare e sia 7% : Y/ — X’
I’operatore definito da
T'(f)(z) = F(T(x)) VfeY' Ve X.

Provare che
(a) (8 punti) T' e’ continuo se e solo se T €’ continuo;
(b) (4 punti) Dimostrare che se T' e’ continuo, allora

Tl cxyy = T cevr xr)-
(c) (8 punti) Dimostrare che se T e’ continuo e biettivo, allora T e’ continuo e biettivo.
(2) (10 punti) Sia X uno spazio di Banach e sia a : [0,1] — X tale che valga la seguente

proprieta’: se (x,), C [0,1] € convergente, allora per ogni f € X' la successione reale
f(a(zy)) € limitata. Provare che «v ¢’ limitata su [0, 1].
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Scritto totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 16.7.2012

(1) (14 punti) Siano (X, | - ||x),(Y,| - |ly) due spazi di Banach. Sia T': X — Y lineare, sia
[zl = llzllx + Ty

Dimostrare che sono equivalenti le seguenti proprieta’:
(a) T: (X,] - llx) = (Y, - lyv) € continuo;

(b) (X, |l7) € uno spazio di Banach.

(2) Siano XY, Z spazi di Banach e per ognin € Nsiano T;, € L(X,Y) e K,, € L(Y, Z). Provare
che
(a) (6 punti) se T),(z) — T(x) per ogni z € X, allora T' € L(X,Y) ese 2}, —» 2/ in X
allora T, (x]) — T(2);

(b) (10 punti) se T;,(x) — T'(z) per ogni z € X e se K, (y) — K(y) per ogni y € Y allora
KoTeL(X,Z)e KpoTy(r) - KoT(x) per ogni z € X.
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Esame scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 17.9.2012

(1) (15 punti) Sia X spazio di Banach, T}, : X — X una famiglia di operatori lineari e continui
e D C X un sottoinsieme denso tale che:

T,r — x per n — oo, Ve € D

Provare che le seguenti condizioni sono equivalenti:
(a) sup, HTanX,X) <00

(b) Thx - x, Ve e X

(2) (15 punti) Siano (X, || - [|x) e (Y, - |ly) due spazi di Banach. Sia T : X — Y lineare,
biettivo e sia
lylle = llylly + 1T "yl x.
Provare che le seguenti condizioni sono equivalenti:

(a) T:(X,]|lx) = (Y,| - |ly) € continuo;

(b) (Y, || - ||7) e uno spazio di Banach e T~!: (Y, | - |l7) — (X, | - |x e continuo.
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Primo parziale di Analisi Funzionale

Ferrara, 11.1.2013

(1) Siak e N, k >2esial <p<oo. Perogni (z,)nen sia

Tio((#n)nen) = <iz> neN

Dimostrare che:

(a) (2 punti) se (z,)nen € [P allora Ti((zn)nen) € 1

(b) (4 punti) 'operatore T}, : I[P — I! e’ lineare e continuo;
(¢) (4 punti) per p =1 si ha che

1
Tkl cqr, 1y = Z

(d) (4 punti) per p = 400 si ha che
1

HTkHﬁ(lOO, i = m%
(e) (4 punti) per ogni 1 < p < oo si ha che

1
1 P’
Tkl v, 1y = (kp'—1> ;

(f) (2 punti) per k — oo la successione di operatori (T}) tende a 0 in L(IP, I1).

23

(2) (10 punti) Siano X,Y spazi di Banach e sia o : X — Y una funzione. Dimostrare che a
ha immagine limitata se e solo se per ogni f € Y’ si ha che foa : X — R ha immagine

limitata.
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Soluzioni
(1) Osserviamo che per ogni 1 < p < oo si ha che (kin)neN € [P. Infatti basta provare che
(;%n)neN € 1! in quanto I C [P per ogni 1 < p < 0o. Ora la serie

o0

1 1 1 1
n=1 km 1= k k 1
se e solo se 1
- <1
k
e tale condizione e’ soddisfatta in quanto k& > 2. (In alternativa, se 1 < p < oo la serie
oo oo
1 1 1 1
T S L
n=1 km n=1 kP 1— kP kP —1
se e solo se 1
w <1

ossia se kP > 1, condizione soddisfatta in quanto k > 2. Se p = co e k > 2 la successione
(7 )n € ovviamente limitata.) Cosi’ se 2 = (2y)nen € P, applicando la disuguaglianza di
Holder, si ottiene che la successione Tj(z) = (2, - ) € [*. Inoltre banalmente si dimostra
che 'operatore T}, €’ lineare e, applicando la disuguaglianza di Holder, si ha che

esel <p< o0

1 1 1
1Te(@)llr < 16l N2l = (=) llzlly
esep=1
1 1
1Tk (@)1 < (1 )nlloo - llzfly = 2 - [l2lly

Quindi operatore T}, : I[P — [ ¢’ lineare e continuo e
e perp=1

Tkl zqn, iy <

| =

e per ogni 1 < p < oo

1
1 P’
Tkl e, 0y < (kp/ — 1> .

In particolare per k — oo la successione di operatori (T})y tende a 0 in £(IP, I'). Infine

Ti(xz o |LZ| oo x%
ellege, oy = sup LE@IL g o i o [ ]
ze\fo}  [Z]lp zer\foy  17llp wervioy |12l
(=)ol ; sep=1
= —— )nllp! = 1 i/
kn ()7 se 1 <p<oo.

(2) La funzione a ha immagine limitata in Y se e solo se I'insieme
a(X) ={a(x): zeX}

e’ limitato in Y. Da un corollario al teorema di Banach-Steinhaus questo e’ equivalente a
richiedere che per ogni f € Y’ I'insieme f(«(X)) sia limitato in R ossia che per ogni f € Y’
la funzione f o« : X — R abbia immagine limitata.
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Secondo parziale di di Analisi Funzionale

Ferrara, 22.1.2013

(1) (14 punti) Sia X uno spazio di Banach riflessivo e T : X — R lineare. Dimostrare che
sono equivalenti i seguenti fatti

(a) T € X';
(b) per ogni successione (z,)neny C X
Tn = = (Txy,), limitata in R.
(2) Sia (X, |-|x) uno spazio di Banach e Y, Z sottospazi chiusi di X tali che Y NZ = {0x}. Si
consideri su Y X Z la norma
1y, 2| = lylx + |2]x
esuY 4+ Zlanorma |-|x. Sial:Y x Z — Y + Z il funzionale definito da
I(y,z) =y + =

Provare che
(a) (4 punti) I €’ continua e iniettiva,
(b) (12 punti) I-! e’ continua se e solo se Y + Z e’ chiuso in X.
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Esame scritto di di Analisi Funzionale

Ferrara, 22.1.2013

(1) (7 punti) Sia X uno spazio di Banach riflessivo e T': X — R lineare tale che se (z,)n €
debolmente convergente in X allora (T'z;,), ¢’ limitata in R. Provare che T' € X".

y

(2) Sia (X, |-|x) uno spazio di Banach e Y, Z sottospazi chiusi di X tali che Y NZ = {0x}. Si
consideri su Y X Z la norma
(v, 2)| = lylx + |2[x
esuY + Z la norma indotta da X. Sia [ : Y x Z — Y 4 Z definita da
I(y,2) =y + 2.

Provare che
(a) (2 punti) I e’ continua e iniettiva,
(b) (6 punti) I~! e’ continua se e solo se Y + Z e’ chiuso in X.

(3) (15 punti) Sia X =[P con 1 < p < 400 e sia {xy}, una successione reale. Per ogni k € N
sia T} : X — R il funzionale definito da

k
Ti(a) = Z:L‘nan Va € X.
n=1

(a) Provare che se 1 < p < 400 allora T}, ¢’ un funzionale lineare e continuo con
k
oL
1Tell = O leal™)7;
n=1
(b) provare che se p = 1 allora T}, ¢’ un funzionale lineare e continuo con

ITkl| = sup |za.
1<n<k

(c) Supponendo che per ogni a € X la successione reale {T}(a)}; abbia limite finito si
provi che la successione {x,}, € I
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Soluzioni

(1) ?=” Supponiamo che T € X' e sia (x)neny C X una successione debolmente convergente.

Allora e’ noto (vedere Proposizione II1.5 (iii) del Brezis) che la successione (z,)pen €
limitata in X ossia esiste M tale che ||z,|| < M per ogni n € N. In particolare

T ()| < T [Jnl] < |IT][M

per ogni n € N ossia la successione (T'(zy))n € limitata in R.
7<«=" Per assurdo 7T non sia continuo. Allora

sup |T(z)| = +oc.
zeX, flz|=1

Quindi esiste una successione (,)neny C X tale che ||z,]| =1e

lim T'(z,) = +oc.
n—+00
Essendo X uno spazio di Banach riflessivo, grazie al Teorema II1.27 del Brezis, esiste una
sottosuccessione (zy, )nen estratta da (z,)nen che €’ debolmente convergente in X. Allora
la successione T'(xg, ) dovrebbe essere limitata. Assurdo.

(2) (a) Intanto e’ facile provare che ||(+,-)|| € una norma su Y x Z. Inoltre essendo Y, Z sot-

tospazi chiusi e’ facile provare che Y x Z e’ uno spazio di Banach. Infatti se {(yn, zn) In
e’ una successione di Cauchy in Y x Z rispetto alla norma ||(-,-)||, facilmente si ver-
ifica che le successioni {y,}n € {zn}n sono successioni di Cauchy in X. Quindi esiste
Yo, 20 € X tali che |y, —yolx — 0 e |z, — 20|x — 0. Poiche’ Y, Z sono chiusi, segue
che yg € Y e 29 € Z. In particolare

[ (Yns2n) — (Y0, 20)|| = |Yn — volx + |20 — 20|x — 0.

Poi
e [ € iniettivo: infatti se I(y1,21) = I(y2,22) allora y; + 21 = y2 + 22 da cui
Yy1—ye =22 —21 € Y NZ ={0x}. Quindi y1 —y2 = Ox = 22 — 21 ossia y; = ¥
e 21 = 2.
e [ ¢ continuo: infatti I e’ lineare (facile da verificare) e

[1(y; 2)|x = ly + zlx < lylx + |zlx = [I(y, 2)]|

(b) ”<=" Osserviamo che I e’ suriettivo: infatti se w € Y+ Z allora esistonoy € Y,z € Z
tali che w = y + z. In particolare I(y,z) = w. Se Y + Z € chiuso in X allora I €’
un’applicazione continua e biettiva tra spazi di Banach e quindi ha inversa continua.
"—" Essendo I~ :Y 4+ Z — Y x Z continua, esiste C' > 0 tale che

lylx + [2lx = 11w, )|l = Ty + 2)I] < Cly + 2[x

per ogni (y,z) €Y X Z.

Se (Yn+2n)n C Y +Z € tale che |y, + 2z, —wo|x — 0, allora, grazie a (1), le successioni
(Yn)n € (2n)n risultano essere successioni di Cauchy in X. Quindi esistono yo, 29 € X
tali che |y, —yo|x — 0 e |z, — 20| x — 0. Poiche’ Y, Z sono chiusi, segue che yp € Y e
20 € Z. Inoltre |y, + zn — Yo — 20lx < |yn — volx + |2n — 20| x € quindi y, + 2z, — yo + 20
in X e per 'unicita’ del limite yo + zg = wg.

(3) Sia

r, sen<k,

Yk
0 altrimenti.
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Allora y, € IP per ogni 1 < p < 400 e quindi dal teorema di rappresentazione dei funzionali
lineari e continui su /P segue che il funzionale T}, e’ un funzionale lineare e continuo con

1
v

k
Tkl = 1 Tyell = O lzal™)
n=1

sel<p<4ooe
Tkl = sup |zn|
1<n<k

se p=1.
Se per ogni a € X la successione reale {T(a)} ha limite finito allora da un corollario al
teorema di Banach Steinhaus si ha che

sup ||Tx|| € R.
keN

Quindi

1 1
= =

o0 k
(Z ]xn|p/)p = sup(z |xn\p/)p’ eR
n=1 keN n=1

sel<p<+4ooe

sup |x,| =sup sup |z,
neN keN 1<n<k

se p=1.
Segue quindi che la successione {x,}, € I7'.
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Scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 28 maggio 2013
(1) (15 punti) Sia X uno spazio di Banach e T : X — X’ lineare. Dimostrare che sono

equivalenti i seguenti fatti:
() T: (X, |- llx) = (X', |- [ x+) continuo
(b) per ogni successione (z,)neny C X e per ogni z € X

*
T, >~ — Tz, = T.

(2) Sia 1 < p < o0 esia X = IP x I’ dotato della norma ||(x,y)||x := ||=||, + ||y||,;> per ogni
(x,y) € X. SiaT : (X,|| - ||x) — R definito da
T(z,y) = Z %
n=1

per ogni & = (Zp)nen € 1P € ¥ = (Yn)nen € 1P Dimostrare che:
(a) (6 punti) T e’ un operatore ben posto, lineare e continuo;
(b) (5 punti) per p ¢ {1,+00} si ha che

1 1
1 »’ 1 P
T 1= N N

(c) (4 punti) per p € {1,400} si ha che
I|T||x = 1.

(Per la risoluzione del primo esercizio si osservi che per se T' e’ continuo forte forte, allora e’ continuo
debole debole. Poiche’ la topologia debole* ¢ meno fine della topologia debole, abbiamo che T ¢’
continuo debole debole *. In particolare é sequenzialmente continuo.)
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Scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 25 giugno 2013

(1) (20 punti) Sia (X, |-|x) uno spazio di Banach. Per ogni z € X sia T, : X’ — R il funzionale
definito da T, (f) = f(z).

Provare i seguenti fatti:

(a) per ogni x € X vale che T, € X" e ||Ty||x» = |z|x;
(b) per ogni z,y € X e per ogni a,b € R vale che Typ44y = a7 + bTy;
(¢c) provare che per ogni successione (2, )pen C X se x, — xg in X allora T, — Ty, in X”;

(d) se (zp)nen C X € tale che sup,, [Ty, (f)| < +oo per ogni f € X’ allora (x,,) € limitata
in X;

(e) se fy converge a f debole* in X’ allora T, (f,) — Tx(f) per ogni z € X.

(2) (10 punti) Sia a € R e sia T operatore definito da
o
T(y) =)  yne™
n=1

per ogni y = (y,)n € [?. Dimostrare che T e’ un operatore lineare e continuo con
2a
e
Il =~

se e solo se a < 0.
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(1) (a) Fissiamo x € X. Per ogni f,g € X' e a,b € R vale che
Ty(af +bg) = (af + bg)(x) = af (x) + byg(x) = aTy f + b1y

ossia T, €’ un operatore lineare. Inoltre da un corollario al Teorema di Hahn Banach
vale che

sup |f(z)| = [lzllx
Fex!|Ifllx<1

ossia

sup [T (f)] = |l2||x-
FEX|Ifllxr <1

Questo implica che T, € (X') = X" e ||To||x» = |z|x;

(b) Fissiamo z,y € X e a,b € R. Allora per ogni f € X’ vale che

Towtoy(f) = flaz +by) = af(x) + bf (y) = aTo(f) + 0T, (f);
quindi Ty 44y = al + 0T,

(¢) sia (zn)neny C X una successione tale che z,, — g in X. Allora applicando rispettiva-
mente il punto (b) e poi il punto (a) segue che
T, — Tuollxr = T —aollx7 = [|l2n — mol|x-
Quindi Ty, — Ty — 0 in X',
(d) Sia (zn)nen C X tale che sup,, |15, (f)| < 400 per ogni f € X’. Allora dal teorema di
Banach Steinhaus (applicato sullo spazio X’ ) segue che

sup [T, || x» < +o0
n

e quindi, grazie alla proprieta’ (a) segue che

sup [|zn||x < o0
n
ossia (x,) € limitata in X;

(e) Sia f, convergente debole* in X’ a f. Allora f,(x) — f(x) per ogni z € X ossia
T.(fn) — Tu(f) per ogni x € X.

(2)
(3) Sia a € R. Dal teorema di rappresentazione degli operatori lineari e continui su {2 si ha che
T ¢’ un operatore lineare e continuo su [2 se e solo se la successione (€"%),cn € [? ossia se

da
o0
Z 2" < 4o,
n=1

Essendo questa una serie geometrica, converge se e solo se |e??| < 1 ossia se e solo se a < 0.
Inoltre la norma di 7' coincide con la norma in [? della successione (e"*),cn da cui
1 e2a

ITlxe = 1= — 1=\ T
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Scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 18 luglio 2013

(1) (15 punti) Siano X,Y spazi di Banach e 7' : X — Y lineare. Dimostrare che sono
equivalenti i seguenti fatti:

(a) T: (X, ||-llx) = (Y, | - |ly) continuo;

(b) per ogni successione (z)ney C X e per ogni x € X, se x,, — = in X allora Tz, —
Tz inY.

(2) (15 punti) Sia z € R\ {Z + kr: k € Z}. Per ogni y = (Yn)nen € [? sia
T.(y) := Zyn(sin x)".
n=1

Dimostrare che T}, € (I?)" e che

HTIH(IQ)’ = |tanx\.
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Esame Scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 10.10.2013

(1) Per ogni (x,)nen sia

T
T(ene) = (%)
o n! neN
Dimostrare che:

(a) (2 punti) se (2,)nen € I} allora T((z)nen) € 1Y

33

(b) (6 punti) per ogni 1 < p < 400 l'operatore T : [P — I e’ ben posto, e’ lineare e

continuo;
(c) (10 punti) per ogni 1 < p < 400 si ha che

Tl zaw, 1y € [1,€].

(2) (12 punti) Sia (X, |- |x) uno spazio di Banach.
Provare i seguenti fatti:

(a) se (n)nen, (Yn)n C X sono tali che |z, —yn|x — 0 ez, — z¢ in X allora y, — xoin X;

(b) se (fn)nen, (gn)n C X' sono tali che | fn—gnl'y — 0e fn X foin X" allora g, = foin X'.
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica
Primo Parziale di Analisi Funzionale

Ferrara, 26.11.2013

(1) Sial <p<oo,sian & NesiaT :[P — [P cosi definito:

Tp se k<n

(T'(2))k ==
T+ Tp_py sek>n—+1

per ogni = (zg)ken € IP.

(a) (5 punti) Dimostrare che l'operatore T' e’ lineare e continuo con
T £ey < 25
(b) (5 punti) calcolare T'(e,,) e T'(f,) dove e, = (0} )ren € fn = €n + e2,. Dedurre che per
p=1eper p=-+4o0
T ||y = 25
(c¢) (3 punti) dimostrare che per ogni k > n + 1 si ha che
k
T(Y el = (2°(k — n) + 2n)
i=1

RS

(d) (4 punti) usando la (c) calcolare la ||T'[|z¢»y per 1 < p < oo.

(2) (548 punti) Siano (X,|-|x) uno spazio normato, (Y, |- |y) uno spazio di Banach e T" :
X — Y lineare. Provare che sono equivalenti i seguenti fatti:

(a) T e’ continuo;

(b) ¥(zp)neny € X limitata (in X) e Vf € Y’ vale che (f(T(z,)), € limitata in R.
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica
Ferrara, 16.01.2014

Primo parziale (P) e Compito totale (T) di Analisi Funzionale

(a) (P: 15 punti, T: 12 punti) Sia 1 < p < oo, sian € N e sia Tj, : [P — [P cosi definito:
Tk sek<n
(T (x))r ==
Tp+ tzp_, sek>n+1
per ogni = (xy)pen € IP.
(i) (P: 4 punti, T: 3 punti) Dimostrare che l'operatore T, ¢ lineare e continuo
con ||Tollgry <1+ 1

(ii) (P: 4 punti, T: 3 punti) dimostrare che per n — oo vale che [|T;, —I|zq») — 0
dove I : I[P — [P e I'operatore identita’;

(iii) (P: 3 punti, T: 2 punti) calcolare T, (e,) dove e, = (0}), e per p = 1 di-
mostrare che ||Ty|/zqry =1+ L;

(iv) (P: 4 punti, T: 4 punti ) per ogni k > n + 1 calcolare
k 1 1 1
T2 el = (o4 k= n((+ 7 =1 )
=
al fine di dedurre che per ogni 1 < p < oo
1
Tl ey = 1+ .

(b) (P: 15 punti, T: 7 punti) Sia X uno spazio di Banach e per ogni n € N sia T}, :
X — X lineare e continuo tale che lim, o T),(z) = x per ogni z € X. Inoltre sia
T : X — X un operatore lineare tale che T), o T : X — X sia continuo per ogni n € N.
Provare che
(i) (4 punti) sup,, [|Tu||z(x) € R;
(ii) (5 punti) sup, ||75 o T|¢(x) € s
(iii) (6 punti) T" ¢ continuo.

(¢) (T: 4 punti) Siano X,Y spazi di Banach e sia T': X — Y un’applicazione lineare e
continua tale che T'(X) sia chiuso e T'(Bx) sia compatto (in Y'). Dimostrare che T'(X)
ha dimensione finita.

(d) (T: 7 punti) Sia F uno spazio di Banach e sia (z,), C E e zy € E. Provare che i
seguenti fatti sono equivalenti:
(i) (xn)n € debolmente convergente a zp in E;
(ii) (zp)n € limitata in E e l'insieme

Vi={feE: lim f(zn) = f(z0)}

¢ un sottospazio denso di E’.
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Secondo parziale (P) e scritto totale (T) di Analisi Funzionale

(a) (P: 11 punti) Sia F spazio di Banach riflessivo. Per ogni n € N sia z, € K,, dove
(K,) €’ una successione di sottoinsiemi convessi chiusi di F tali che
(i) Kpy1 C K, per ogni n € N;
(ii) K1 ={x € E: ||lz|]| <1}
Provare che esiste una sottosuccessione (xy, ) estratta da (z,) convergente debolmente
in F ad un punto xg € N, K.
(In alternativa si provi che N, K, # 0 (P: 9 punti)).

(b) (P: 15 punti, T: 7 punti) Sia F uno spazio di Banach e sia (z), C E e xg € E.
Provare che i seguenti fatti sono equivalenti:
(i) (zn)n € debolmente convergente a xg in E;
(ii) (zp)n €' limitata in E e l'insieme

Vi={f€E: lim f(z,)= f(z0)}

e’ un sottospazio denso di E'.

(¢) (P, T: 4 punti) Siano X, Y, due spazi di Banach e sia T': X — Y un operatore lineare
e continuo tale che T'(X) sia chiuso e T'(Bx) sia compatto (in Y'). Provare che T'(X)
€’ uno spazio vettoriale di dimensione finita.

(d) (T: 12 punti) Sia 1 <p < oo, sian € N e sia T, : I[P — [P cosi definito:

Tk sek<n

(T ()i ==
xk+%xk_n sek>n+1

per ogni & = (xy)nen € IP.
(i) (3 punti) Dimostrare che I'operatore T, e’ lineare e continuo con ||Ty|[r) <
142
(ii) (3 punti) dimostrare che per n — oo vale che ||T), — I||zqpy — 0 dove I : I[P — [P
e’ 'operatore identita’;
(ili) (2 punti) calcolare T}, (ey) dove e, = (6}'); e per p =1 dimostrare che

1
T -1 .
|| n||£(lp) n

(iv) (4 punti) per ogni k > n+ 1 calcolare HTn(Zf:l e;)||7» al fine di dedurre che per
ogni 1 < p < oo

1
T, =14+ —.
Tl ey = 1+ -

(e) (T: 7 punti) Sia X uno spazio di Banach e per ogni n € N sia T), : X — X lineare
e continuo tali che lim,, o T,,(z) = x per ogni z € X. Inoltre sia T : X — X un
operatore lineare tale che T,, o T : X — X sia continuo per ogni n € N. Provare che

(i) (2 punti) sup, [T/l ccx) € B
(ii) (2 punti) sup,, |7, o T'||z(x) € R;
(iii) (3 punti) 7" ¢’ continuo.
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Esame scritto di Analisi Funzionale
(a) (12 punti) Sia 1 <p < oo, sian € N e sia T), : P — [P cosi definito:

Tk sek<n

(T ()i ==
xk+%xk_n sek>n+1

per ogni & = (xy)pen € IP.
(i) (3 punti) Dimostrare che l'operatore T}, ¢’ lineare e continuo con

1
1 Talleary < 14—

(ii) (3 punti) dimostrare che per n — oo vale che ||T,, — I||zry — 0 dove I : [P — [P
e’ I'operatore identita’;
(ili) (2 punti) calcolare T}, (ey) dove e, = (6}')x e per p =1 dimostrare che

1
Tnllcqry =1+ o

(iv) (4 punti) per ogni k > n+1 calcolare HTn(Zf:l e;)||7» al fine di dedurre che per
ogni 1 <p< oo

1
Tnllcary = 1+ o

(b) (7 punti) Sia X uno spazio di Banach e per ogni n € N sia T), : X — X lineare
e continuo tale che limy, o T (z) = z per ogni € X. Inoltre sia T': X — X un
operatore lineare tale che T,, o T : X — X sia continuo per ogni n € N. Provare che

(i) (2 punti) sup, [T/l cx) € B
(ii) (2 punti) sup,, ||T5 o T'||z(x) € R;
(iii) (3 punti) T e’ continuo.

(¢) (4 punti) Siano X,Y spazi di Banach e sia T : X — Y un’applicazione lineare e
continua tale che T'(X) sia chiuso e T'(Bx) sia compatto (in Y'). Dimostrare che T'(X)
ha dimensione finita.

(d) (7 punti) Sia F uno spazio di Banach e sia (x,), C E e g € E. Provare che i seguenti
fatti sono equivalenti:
(i) (xn)n € debolmente convergente a xg in E;
(ii)) (zn)n €' limitata in F e l'insieme

Vi={feE": lim f(z,)=f(z0)}

e’ un sottospazio denso di E.
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Soluzione

Esercizio 1.

Osserviamo preliminarmente che, per l'ipotesi di monotonia sulla successione (K,,),, se
z, € K, ¥Yn € N allora in particolare x,, € K,, Ym > n. Poiche (z,), C K; che & limitato,
si ha che la successione (x,,), € limitata. Dalla riflessivita di E segue che 3(zy,) C (xy,),
dJxg € E tali che zy, — xg. Dalla monotonia degli indici della sottosuccessione sappiamo che
km > m, quindi, grazie all’osservazione iniziale, si ha che x,, € K, Ym > n . In particolare
xo appartiene alla chiusura debole di K, per ogni n € N. Ora, K, & convesso e chiuso forte,
quindi K, e chiuso anche rispetto la topologia debole. In particolare xy € K,, Vn e quindi
T € NpI,.

Esercizio 2.

(a) = (b). Per ipotesi assumiamo che x,, — xy. Dalle proprieta della convergenza debole
segue immediatamente che (x,), ¢ limitata (prima tesi) e che Vf € E' f(x,) — f(z0);
questo implica che 'insieme V coincide con tutto E’ e pertanto ¢ denso in esso.

(b) = (a). Per le proprieta della convergenza debole, provare che x,, — z( ¢ equivalente
a provare che Vf € E' f(x,) — f(z¢). Siano dunque f € E’, ¢ > 0, fo € V tali che

lf — foll < e (una siffatta fj esiste per la densita di V' in E’) e sia | M = sup ||z, || < +o0
n

poiche (z,), € limitata per ipotesi).

|f(@n) = f(xo)| < 1f(wn) — fol(xn)| + [fo(zn) = folzo)| + | folxo) — f(z0)]
< |If = foll(llzall + llzoll) + [ fo(zn) — fo(o)
<e(M +[[xoll) + [fo(zn) — folwo)l-

Passando al lim sup per n — 0o, e ricordando che fy € V| si ottiene che
limsup | f(25) — f(x0)| <& (M + [lzol)-
n—oo

Per ¢ — 0 si ha
limsup | f(x,) — f(z0)] <0

n—o0
da cui |f(zn) — f(x0)| — 0.
Esercizio 3.
T(X) chiuso C Y Banach = T(X) Banach. Allora la restrizione 7' : X — T(X) ¢
lineare, continuo e suriettivo su Z = T'(X) . Dal teorema della mappa aperta segue allora
che 3¢ > 0 tale che

Bz(0,¢) = {y e T(X)[ |lyll < ¢} € T(Bx).

Pertanto Bz(0,c) chiuso C T'(Bx) compatto = Bz(0,c) compatto. Dal lemma di Riesz
Z =T(X) ha dimensione finita.

Esercizio 4.

(a) Esplicitando T),(z) dalla definizione si ottiene:

1 1
Tn(ﬂf) =|21,...,Zn, Tnt+1 + ﬁxl’ Tpto + 51’2, .
n—esimo posto

1 BN
:(xl,...,xn,xn+1,xn+2+...)—i—; 0,...,0, 1 , T2,

1
:$+*(0,...,0,1‘1,I‘2,...)
n
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da cui

1 1
L T e | R L

1
Pertanto ||| zr) <1+ —.
n

1
(b) Utilizzando (2) abbiamo che T},(z) — I(z) = —(0,...,0,21,22,...) e dunque
n
lelle |
I(Tn = D@l === = 1T~ llce@) < 50
(c) Essendo e, = (6,,%), si ha |ley||er =1 Vp e dalla definizione di 7T}, segue
1
Talen) = (00,0, (1,000~ 0,...)
n—esimo ~~
posto 2n—esimo
posto

1 1
ITallz@y 2 [Tnlen)lle =1+ — = [ Talleey =1+ ~

(d) Per ogni 1 < p < 0o
1\? 1\” 1
k(14 2) —n|(143) -1- ]
n n np

k
=1
1 p
‘p k<1+>
n 1
2 =14+ =

T, >
| Toll £ (ery = 7 -

p

o
Quindi

Ty (Zf:l ei)
’ f:l €i

¢p
Esercizio 5.

39

(a) Per ipotesi T,, converge puntualmente pertanto Va sup, ||T,,(z)|| € R. Dal teorema di

Banach Steinhaus segue che sup,, || 1,| € R.
(b) lim (T, 0 T)(z) = lim T,(T(z)) &
eX

T(z) Yz, ovvero T, o T converge puntualmente.

Quindi Vz sup,, ||(Tn o T)(x)|| € R. Dal teorema di Bancah Steinhaus segue che sup,, ||, o

T|| e R.
(©)

puntualmente
T,oT T Cor BS .
n—00 =" T continuo.

T, oT continuo per ipotesi
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica
Ferrara, 4.02.2014

Secondo parziale (P) e Compito totale (T) di Analisi Funzionale

(1) (T: 12 punti) Sia 1 < p < oo, sian € N e sia T, : [P — [P cosi definito:
Lk+1
n

To(z) = (z +

JkeN

per ogni = (zg)ken € IP.
(a) (3 punti) Dimostrare che I'operatore T;, é lineare e continuo con ||T,||zqr) < 1+ L

(b) (3 punti) dimostrare che per n — oo vale che |[T, — I||zqpy — 0 dove I : [P — [P ¢
I’operatore identita’;

(c) (2 punti) dimostrare che ||T},|[zje) =1+ 1

(d) (4 punti) per ogni k > n + 1 calcolare
k
T2 (> edllh
=1
dove e, = (6}})x al fine di dedurre che per ogni 1 < p < oo

1
HThHﬁap)==1*F;;

(2) (P: 18 punti, T: 12 punti) Sia X uno spazio di Banach e siano Y, Z C sottospazi di X
tali che
eYNZ=1
e perogni x € X esiste y € Y e z € Z tale che x =y + 2.
Provare che
(a) (P: 3 punti, T: 2 punti) per ogni x € X esiste un unico y(=: Pz) € Y ed un unico
z € Z tale che x =y + 2.
(b) (P: 3 punti, T: 2 punti) l'applicazione lineare P : X — Y é tale che KerP = Z e
ImP =Y,
(¢c) (P: 12 punti, T: 8 punti) P : X — Y é continua se e solo se Y e Z sono chiusi in X.
(3) (P: 12 punti, T: 6 punti) Sia E uno spazio di Banach e sia (f,), C E e fy € E'. Provare
che i seguenti fatti sono equivalenti:
(a) (fn)n é debolmente* convergente a fy in E;
(b) (fn)n € limitata in E’ e I'insieme

Vi={z€E: lim fu(x) = fo(x)}

e’ un sottospazio denso di E.
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Correzione prova scritta di Analisi Funzionale 04.02.2014
Esercizio 1.
(a) Esplicitando T),(z) dalla definizione si ottiene:

X X X
Tn(iﬁ): (x1+£,x2+i,x3+—4,...)
n n n
1
:(xl7x2;x3a"')+E(x27x3ax4a"')

1
(3) ::U+H(:c2,:v3,x4,...)

da cui
1 1
7o)l < el + lolln = (14 ) el

1
Pertanto [Ty z@ry <1+ —.
n
1
(b) Utilizzando (2) abbiamo che T),(z) — I(z) = —(x2,z3,24,...) e dunque
n

(T — I)(x)||er < W

che implica che
1
HTn — IHE(ZP) < ﬁ m 0.
(c) Consideriamo v = e; + e3 = (1,1,0,...); abbiamo ||v|[g~ = supy |vi| = 1 e, dalla definizione di
T,
1 0 1
To(v)=(14+—=,14+—,0...)=(1+—,1,0,...).
n(v) (—i—n +n ) (+n )
Per cui

1
||Tn||£(£°°) > || Tn(v) e = Sl}ip (o)l =1+ "

Mettendo insieme a quanto provato nel punto (a), otteniamo che

1
[Tl cesey = 1+ -

m
(d)Zei:el—keg—l—--‘—kem:(1,1,...,1,0,...). Per ogni 1 < p < o0
i=1 v

m
k p k
1 1 1
el —m n(Zei):m,1+,...,1+,1,o,...>
i=1  |lgp i=1 n n 2
m—1
k p 1 p
T, | = (m - =
. Zel (m 1)(1+n> +1
i=1 or
Quindi
1 p
p 14 =
T |7 (ki) [, n(1+3) 1
nﬁ(ﬁp)z ~ =1+-
f:lei ym "
¢p

Mettendo insieme a quanto provato nel punto (a), otteniamo che

1
Tallery =1+ .
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Esercizio 2.
(a) Per dimostrare I'unicita supponiamo che esistano y1,y2 € Y e 21,29 € Z tali che x = y1 + 21 =
Yo + zo. Allora y; — yo = 20 — 21 da cui si ha

-y eYNnZ={0} . yi=uv

ZQ—Z1€YQZ:{O} 21 = 22
() ker(P) ={z € X|P(z) = y=0}={zx € Xz =042 z€ Z}={r € X|xr € Z} = Z. Per
dimostrare che Im(P) =Y dimostriamo che Vy € Y Jx € X tale che y = Pz. Sia dunque y € Y.
Considerando 'elemento x = y + 0 = y, si ha che y = Px = P(y + 0) = Py. Infine segue che
(PoP)(x) =P(P(x)) = Py=y = Px, cioe PoP=P.
(¢) Supponiamo dapprima che Y e Z siano chiusi; poiché contenuti in uno spazio di Banach, saranno
anch’essi spazi di Banach. Dal teorema del grafico chiuso segue che dimostrare la continuita di P
¢ equivalente a provare che P ha grafico chiuso. Siano pertanto z, € X e w € Y tali che z,, — 0
in X e Px,, » w in Y. Dobbiamo dimostrare che w = 0. Dal punto (a) esistono y, € Y e 2, € Z
tali che z,, = y,, + z,. Poiché Pz, = vy, segue che

(4) xn_Pxn:yn+Zn_yn:Zn€Z

’Passando al limite per n — oo ‘ in (4) otteniamo che la successione (z,) tende a w. Poiché Z &
chiuso e (z,) C Z si ha che w € Y N Z = {0} da cui la tesi. Viceversa supponiamo che P: X — Y
sia continua. Allora Z = KerP = P~1({0y}) e’ un chiuso. Resta da provare che anche Y & chiuso.
Sia (y,) C Y tale che y, — y in X. Proviamo che y € Y. Dalla continuita di P abbiamo che
0=9y,— Py, >y—Pyossiay=PydacuiyeImP=Y.

Esercizio 3.

(a) = (b). Per ipotesi assumiamo che f,, = fy. Dalle proprieta della convergenza debole * segue
immediatamente che (f,), € limitata (prima tesi) e che Vo € E f,(x) — fo(x); questo implica che
I'insieme V' coincide con tutto E e pertanto € denso in esso.

(b) = (a). Per le proprieta della convergenza debole %, provare che f, — fy & equivalente a
provare che Vo € E f,(z) — fo(x). Siano dunque z € E, ¢ > 0, zp € V tali che ||z — z¢|| < ¢

(una siffatta zo esiste per la densita di V' in E) e sia | M = sup||fn||pr < 00| (in quanto (fy)n €
n

limitata per ipotesi).
|fn(@) = fo(2)] < [fu(@) = fu(@o)| + | fu(z0) — fo(zo)| + [fo(z0) — fo(x)
<l = @ol|([lfall + Lfoll) + | fa(z0) — fo(wo)]
< e (M +[[foll) + [fnl(zo) — fo(zo)l.
Passando al limsup per n — oo, e ricordando che zg € V, si ottiene che

lim sup | fn(z) = fo(2)] < & (M + [ fol])-

Per € — 0 si ha
limsup | fn(z) — fo(z)| <0

n—o0

da cui |fn(x) — fo(x)| — 0.
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica
Ferrara, 25.03.2014

(1) (T: 12 punti) Sia 1 < p < oo, sian € N e sia T, : P — (P cosi definito:
Th+n
n

T() := (wp + JkeN

per ogni z = (xp)ken € P.

(a) (4 punti) Dimostrare che I'operatore T), ¢ lineare e continuo con ||Ty,|[zw) < 1+

(b) (3 punti) Dimostrare che ||T,,[| ey = 1 + 1
(¢) (5 punti) Per ogni k > n + 1 calcolare
k

172D el

i=1
dove e, = (6}), al fine di calcolare, nel limite per k& — oo, la norma
Tl 2 er)
per ogni p € [1, 0.

(2) (T: 10 punti) Siano X, Y due spazi di Banach e (T,), C £(X,Y) tali che
sup [T, @)l € R
per ogni x € X. Provare che:
(a) (5 punti) il sottoinsieme
Vi:i={x € X: (T,(x)), é una successione convergente in Y}

¢ un sottospazio chiuso di X;
(b) (5 punti) 'applicazione T : V' — Y definita da

T(x):= lim T,(x)
n—oo
€ un operatore lineare e continuo tale che

Tl vy < liminf [Tl 2evy)-

43

(3) (T: 8 punti) Sia X uno spazio di Banach e sia P : X — X lineare tale che Po P = P.

Provare che:

(a) (2 punti) Lo spazio X ¢ la somma diretta di Ker(P) e Imm(P).

(b) (3 punti) Se P ¢ continuo allora Ker(P) e Imm(P) sono chiusi in X.
(¢) (3 punti) Se Ker(P) e Imm(P) sono chiusi in X allora P & continuo.
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Primo Parziale di Analisi Funzionale

Ferrara, 27.11.2014

(1) Sia 1 < p < o0, n € N, sia (ax); una successione e per ogni x = (zx)ken € [P sia

n o0
T,
To(z) := Zakﬂfk + Z ok
k=1

k=n+1
Dimostrare che
(a) (3 punti) T,,(x) € R per ogni x € [P,

(b) (4 punti) operatore T;, : [P — R ¢ lineare e continuo;
. / 1/p'
(c) (8 punti) ||Tpl|zury = (X larn” + m) "

Infine si supponga che (az), € I”". Si dimostri che
(a) (3 punti) esiste finito il lim,,_,oc Ty, (z)(:= T'(z)) per ogni = € I e si calcoli T'(z);
(b) (3 punti) (7,), converge a T' in L(IP).

(2) (545+4 punti) Siano (X, |- |x) uno spazio normato e (zp)nen € X una successione. Per
ogni n € N sia T, : X’ — R l'operatore definito da

Provare che sono equivalenti i seguenti fatti:

(a) la successione (T),(f))n é limitata per ogni f € X';
(b) la successione (T), é limitata in X";

(c) la successione (z,)pen é limitata in X.
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Risoluzione
(1) (a) (b)(c) L’operatore T), é associato alla successione b" = (by) definita da

ar sek<n
b =
2% sek>n+1.
(per non appesantire la notazione, ometto la dipendenza di by da n). Osserviamo che

o

Zlb”\p —Zw > G =

k=n+1

/

/ 1
jarl” + Z(W>p =

I
M:

k=1 7=0
n oo
/ 1 1 .
— P _\J
- Z |ak’ + 2(n+1)p/ Z(Qp’) .
k=1 7=0

Ora > ;_, |ag|P ? ¢ finita perche’ ha un numero finito di addendi e la serie geometrica
Z?io(ﬁ)j converge in quanto 0 < , < 1. Quindi la successione (by), appartiene a
IV e, grazie al teorema di rappresentazmne di (I?)" si ottiene che T, € (I?)" per ogni
n € N. In particolare T},(z) € R per ogni z € I e poiche’ per ogni n € N (b)) € I’ e
n L
/ 1 1 P’
—_ B _ p .
Tullary = 117l = (kz PN — )
= 3

(Lo )

(d) se (ag), € I allora dalla disuguaglianza di Holder segue che per ogni z € IP la
successione (apzk) € I ossia la serie

00
g AT
k=1

converge (assolutamente). Per la stessa ragione, la successione (Q%mk)k € ' e quindi
la serie

oo
Tk
> 5
k=1
converge In particolare, dal criterio di Cauchy per serie, segue che limy, o0 > oo, 11 —,’g =
0. Quindi esiste finito il

lim T, ( Z arxg(:=T(x)).

n—oo

(e) Infine, essendo

si ha che
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. /
che tende a 0 essendo convergente la serie Y 72 | |aj — %P’ .

(2) Premettiamo che, grazie a uno dei corollari del Teorema di Hahn Banach, si ha che

| Tallxr = sup [f(zn)] = [[zn]|x-
rex|Ifllx=1

(a) = (b) se (T,,(f))n ¢ limitata per ogni f € X', dal Teorema di Banach-Steinhaus
(applicato su X') si ha che esiste C' > 0 tale che

sup ||Tn||X” S C
n
ossia (T},), é limitata in X".
(b) = (c) Segue banalmente dal fatto che

sup [l [x = sup||Tal|x» < C.
n n

(c) = (a) Sia C' > 0 tale che
sup ||z, ||x < C.
n

Allora per ogni f € X’ si ha che
To() = [f @) < |[fllxl|lznllx < ClIf]lx

In particolare
sup || T, (f)llx < C|Iflx-
n
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica
Ferrara, 22.01.2015
Primo parziale (P) e Compito totale (T) di Analisi Funzionale

(1) (P: 24 punti, T: 16 punti) Sia 1 < p < oo, sia a € (—1,1) e per ogni = = (zy)ken € P sia

o0
To(x) := Z akxy,.
k=1

Dimostrare che
(a) (P: 4 punti, T: 2 punti) 7T,(z) € R per ogni x € (7,

: 8 punti, T: 6 punti) l'operatore T;, : [P — R ¢ lineare e continuo con norma
(b) (P: 8 ti, T: 6 ti) I’ tore T, : [P R é li ti

ja?’ \V”
<1_"p,> se 1l < P S o0
| Tallary = “
lal sep=1.

Infine sia (a,) una successione in (—1, 1) e si supponga che esista finito il lim,, o, T, (z)(:=
T'(x)) per ogni x € [P. Si provi che
(a) (P: 6 punti, T: 4 punti) T € (I?)';

(b) (P: 6 punti, T: 4 punti) esiste a € (—1,1) tale che (ay,) converge ad a. Provare
inoltre che T'="T, nel caso 1 < p < oo .

(2) (P: 6 punti, T: 14 punti) Siano X,Y spazi di Banach e sia T': X — Y un’applicazione
lineare e continua e sia T* : Y’ — X’ I'operatore definito da

T (f)(x) = f(T(x)) VfeY' VrelX.

(a) (P: 6 punti, T: 4 punti) Provare che T* : (Y’ || - [ly’) = (X', || - ||x/) é un operatore
lineare e continuo con [Ty x1y = [T £(x,v);
(b) (T: 5 punti) Provare che Vz € X vale

@z 0 T™ = ()
(si ricordi che, se Z é uno spazio di Banach, allora per ogni z € Z la funzione ¢, :
7" — R € definita da ¢.(f) = f(2)).
Dedurre che T* : (Y, o(Y')Y) — (X',0(X’, X)) é continuo.
(¢) (T: 5 punti) Provare che se B C Y’ é o(Y',Y)-compatto allora T%(B) é limitato e
o(X', X)-chiuso.
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica
Ferrara, 22.01.2015
Compito di Analisi Funzionale

(1) (16 punti) Sia 1 <p < oo, sia a € (—1,1) e per ogni = (zx)ken € [P sia

o0
To(x) := Z akxy,.
k=1

Dimostrare che
(a) (2 punti) T,(z) € R per ogni x € (7,

(b) (6 punti) l'operatore T} : [P — R é lineare e continuo con norma

la” '
<1_‘|P,> se 1l < P S 0
| Tallgry = “
|al sep=1.

Infine sia (a,) una successione in (—1, 1) e si supponga che esista finito il lim,,_, o Ty, (z)(=

T'(x)) per ogni x € [P. Si provi che

(a) (4 punti) T € (IP)';

(b) (4 punti) esiste a € (—1,1) tale che (ay) converge ad a. Provare che T' = T, nel caso
1<p<oo.

(2) (T: 14 punti) Siano X,Y spazi di Banach e sia T : X — Y un’applicazione lineare e
continua e sia T* : Y/ — X' I'operatore definito da
T*(f)(z) = f(T(x)) VfeY' VreX.
(a) T: 4 punti) Provare che 7™ : (Y, || - [lyr) = (X',|| - [|x) é un operatore lineare e
continuo con ||T*||,C(Y’,X’) = ||THL(X/7YI).
(b) (T: 5 punti) Provare che Vz € X vale

@z 0 T™ = ()

(si ricordi che, se Z é uno spazio di Banach, allora per ogni z € Z la funzione
0,2 Z' — R e definita da ¢.(f) = f(2)).

Dedurre che 7% : (Y, 0(Y',Y) — (X',0(X’, X)) é continuo.
(¢) (T: 5 punti) Sia B C Y’'. Provare se B C Y’ é o(Y’,Y)-compatto allora T*(B) é
limitato e (X', X)-chiuso.
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica
Ferrara, 22.01.2015
Secondo parziale (P) e Compito totale (T) di Analisi Funzionale

(1) (T: 16 punti) Sia 1 < p < oo, sia a € (—1,1) e per ogni z = (zx)ken € [P sia

o0
To(x) := Z atxy,.
k=1

Dimostrare che
(a) (T: 2 punti) T,(x) € R per ogni z € [P;

(b) (T: 6 punti) l'operatore T, : [ — R é lineare e continuo con norma ||Tg||zr) =

|a|”’ /v
<1_‘a|p,> sel< P S o

|a| sep=1.

Infine sia (a,) una successione in (—1, 1) e si supponga che esista finito il lim,, o T4, (z)(:=

T(x)) per ogni x € [P. Si provi che

(a) (T: 4 punti) T € (IP);

(b) (T: 4 punti) esiste a € (—1, 1) tale che (a,) converge ad a. Provare inoltre che T' = T,
nel caso 1 < p < oo.

(2) (P: 15 punti) Sia X uno spazio di Banach e sia P : X — X un’applicazione lineare tale

che

(1) P2 = P (ossia P(P(x)) = Px per ogni x € X);

(2) ImP N KerP = {0}.

(a) (P: 9 punti) Provare che P : X — X é continua se e solo se KerP e ImP sono chiusi
in X;

(b) (P: 6 punti) Provare che se H é uno spazio di Hilbert e M é un sottospazio chiuso di
H allora la proiezione ortogonale Py; su M verifica le proprieta (1) e (2) e KerPy =
(ImPyr)*.

(3) (P: 15 punti, T: 14 punti) Siano X,Y spazi di Banach e sia T': X — Y un’applicazione
lineare e continua e sia T* : Y/ — X’ I'operatore definito da

T*(f)(z) = f(T(x)) VfeY' VeeX.

(a) (P: 5 punti, T: 4 punti) Provare che 7% : (Y, - ||y’) = (X', || - ||x’) é un operatore
lineare e continuo con ||T*|[z(y' x1y = [T z(x,v)-
(b) (P: 5 punti, T: 5 punti) Provare che Vx € X vale

P 0 T" = op(y)
(si ricordi che, se Z é uno spazio di Banach, allora per ogni z € Z la funzione ¢, :
7" — R € definita da ¢.(f) = f(2)).
Dedurre che 7% : (Y, 0(Y',Y) — (X',0(X’, X)) é continuo.
(c) (P: 5 punti, T: 5 punti) Provare che se B C Y’ é o(Y',Y)-compatto allora T*(B) é
limitato e o(X’, X)-chiuso.



50 RACCOLTA DEGLI ESAMI SCRITTI DI ANALISI FUNZIONALE 2011-21

Risoluzione

(1) L'operatore T, é associato alla successione b = (b)), definita da by, = a*. Osserviamo che
o0 o0 [e.e]
/ k / / k
Dol =Dl =Y (lal”)
k=1 k=1 k=1

che e’ una serie geometrica convergente in quanto 0 < |a|p/ < 1. Quindi dal teorema di
rappresentazione sui funzionali lineari e continui su [? si ha che b € [P’ e quindi T, € (ry
per ogni n € N. In particolare T,(x) € R per ogni x € [P e

00 1
,\ o’
agl? sel<p<oo
Tallny = 1ol = (kD ) p=
supy, \ak\ se p=1.

Essendo (|a|¥); una successione decrescente a 0 segue che

’a‘p’ 1/p’
_— l<p<
1Tl gey = 118l = (1—ra\p> wospee
|al sep=1.

Poi se (a,,) é una successione in (—1,1) tale che esiste finito il lim, o Tg, (x)(:= T'(x)) per
ogni x € [P, allora, da un corollario del Teorema di Banach-Steinhaus, segue che T' é un
operatore lineare e continuo, ossia T € (IP)’. Inoltre, posto

en = (2} = 1 sek=n
n = \RE TN 0 se altrimenti

si ha che T, (e1) = ay, e poiché lim,,_,~ Ty, (e1) = T'(e1) segue che esiste lim,, a, = T'(e1)(:
a). Ovviamente |a| < 1 (in quanto |a,,| < 1) e poiché T'(ex) = lim, Ty, (ex) = lim, (a™)* = a

segue che per 1 < p < 400 e x = (zx)r €17, si ha

Ed

oo oo
T(z)=>) T(ex)xy = Zakxk = Ta(x).
k=1 k=1
Quindi T, deve appartenere a [P’ e quindi la serie geometrica

o oo
Y ldf P =3 (lal")* < +oo
k=1 k=1
da cui segue che |a| < 1.
(2) Si osservi che grazie ad un corollario del Teorema di H. B. vale che

sp TPl = sup ( sup IT*(f)(w)I>

FeY|Ifllyr <1 FEYIfllyr <1 N zeX ||z x <1

= o (a ro@l)= sw (i)

zeX [|z][x <1\ fFEYV[|fllyr<1 zeX[lz][x <1\ feY”[|flly/<1
= sup |[Tz|ly
zeX,||z||x <1
da cui segue che
T zevrxy = Tl ex,y)-
Poi, applicando la Proposizione II1.2 del Brezis (versione italiana) con Z = (X', (X', X))
si ha che T* : (Y,0(Y',Y) — (X',0(X’, X)) é continuo se e solo se per ogni z € X la
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funzione ¢, o T* : (Y',0(Y',Y) — R é continua. E facile provare che per ogni z € X la
funzione @, oT™ coincide conla funzione @7 (,) che é continua rispetto la topologia debole* di
Y’ (per definizione di tale topologia). Infine se B C Y’ é o(Y’,Y)-compatto allora T*(B) é
o(X', X)-compatto essendo T* continuo debole*-debole*. In particolare T*(B) ¢é o(X’, X)-
chiuso. Proviamo che B’ = T*(B) C X' é limitato usando uno dei corollari del Teorema di
Banach-Steinhaus: per ogni x € X l'insieme

{¥(z) ¢ € B’} ={T"(f)(2) : f € B} = pra(B)

é compatto in R essendo immagine di un o(Y”,Y')-compatto attraverso la funzione continua
org : (Y, 0(Y',Y) — R. In particolare per ogni 2 € X Uinsieme {¢(z) : ¢» € B’} é limitato
in R e quindi 7%(B) é limitato in X".

3) (a)

Supponiamo che P : X — X sia continua. Allora KerP = P~1({0}) é ovviamente
un chiuso. Proviamo che ImP é chiuso: sia (Pzy) tale che (z,) C X e Pz, — y in
X. Dalla continuita di P segue che Pz, = P(Pz,) — Py in X da cui Py = y ossia
y € ImP. Viceversa supponiamo che KerP e ImP sono chiusi in X. Per provare
la continuita di P applichiamo il teorema del Grafico chiuso. Sia (z,) € X tale che
Ty, - 0in X e Pz, — y in X. Poiché ImP é chiuso si ha che y € ImP. Inoltre
Pz, — x,, — y e dalla proprieta (1) di P vale che P(Pz, —x,) = Px,, — Pz, = 0 ossia
Px, —x, € KerP. Poiché KerP é chiuso in X si ha che y € KerP ossia Py = 0.
Quindi y € ImP N KerP e dalla proprieté (2) segue che y = 0.

Ricordiamo che se H é uno spazio di Hilbert e M é un sottospazio chiuso di H allora
per ogni z € H la proiezione ortogonale Pys(x) é definita come I'unico elemento y € M
tale che

e =yl = min|jz - |

ed é caratterizzato dal fatto che
<x—Pypx),z>=0

per ogni z € M. In particolare, poiché Py (z) € M allora I’elemento in M di minima
distanza da Pps(x) é proprio Pys(x) ossia Py(Py(x)) = Py(z) (in alternativa basta
osservare che < P, (z)— Py, (x),z >= 0 per ogni z € M.) Poi osserviamo che KerPy; =
M+: infatti se Pys(x) = 0 allora

<x—0,z>=0
per ogni z € M ossia x € M*. Viceversa se x € M+ allora
<z,z>=0

per ogni z € M e quindi Py(x) = 0. Poiché ImPy; = M segue che KerPy =
(ImPy)* e poiché M+ N M = {0} segue la proprietd (2).
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica
Ferrara, 22.01.2015
Compito di Analisi Funzionale

(1) (16 punti) Sia 1 <p < oo, sia a € (—1,1) e per ogni = (zx)ken € [P sia

o0
To(x) := Z akxy,.
k=1

Dimostrare che
(a) (2 punti) T,(z) € R per ogni x € (7,

(b) (6 punti) l'operatore T} : [P — R é lineare e continuo con norma

la” '
<1_‘|P,> se 1l < P S 0
| Tallgry = “
|al sep=1.

Infine sia (a,) una successione in (—1, 1) e si supponga che esista finito il lim,,_, o Ty, (z)(=

T'(x)) per ogni x € [P. Si provi che

(a) (4 punti) T € (IP)';

(b) (4 punti) esiste a € (—1,1) tale che (ay) converge ad a. Provare che T' = T, nel caso
1<p<oo.

(2) (T: 14 punti) Siano X,Y spazi di Banach e sia T : X — Y un’applicazione lineare e
continua e sia T* : Y/ — X' I'operatore definito da
T*(f)(z) = f(T(x)) VfeY' VreX.
(a) T: 4 punti) Provare che 7™ : (Y, || - [lyr) = (X',|| - [|x) é un operatore lineare e
continuo con ||T*||,C(Y’,X’) = ||THL(X/7YI).
(b) (T: 5 punti) Provare che Vz € X vale

@z 0 T™ = ()

(si ricordi che, se Z é uno spazio di Banach, allora per ogni z € Z la funzione
0,2 Z' — R e definita da ¢.(f) = f(2)).

Dedurre che 7% : (Y, 0(Y',Y) — (X',0(X’, X)) é continuo.
(¢) (T: 5 punti) Sia B C Y’'. Provare se B C Y’ é o(Y’,Y)-compatto allora T*(B) é
limitato e (X', X)-chiuso.



RACCOLTA DEGLI ESAMI SCRITTI DI ANALISI FUNZIONALE 2011-21 53

Ferrara, 11.02.2015

Secondo parziale (P) e Compito totale (T) di Analisi Funzionale

(1) (T: 15 punti) Sia 1 <p < oo, siaa € R e perognin € Nex = (zx)ken € [P sia
n
Tn(x) == Zakxk.
k=1

(a) (6 punti) Dimostrare che per ogni n € N 'operatore T}, : [P — R ¢ lineare e continuo;
(b) (3 punti) calcolare la norma di 7, per ogni 1 < p < o0;
(c) (6 punti) sono equivalenti i seguenti fatti:

(i) esiste finito il lim,,_,~ T}, () per ogni x € [P,

(i) a € (—1,1).

(2) (T: 6, P: 9 punti) Sia X uno spazio di Banach e sia B C X’. Provare che B é debolmente*-
compatto in X’ se e solo se B é limitato e debolmente*-chiuso in X’.
(3) (P: 6 punti) Siano X,Y spazi di Banach e sia T : (X',0(X', X)) — (Y,0(Y",Y))
un’applicazione lineare e continua. Dimostrare che
T (X x) = (Y] fy)
é continua.

(4) (9 punti) Sia H uno spazio di Hilbert e C' un sottospazio chiuso di H. Per ogni x € H sia
P(z) € C definito dalla relazione

- P = mi —z|l.
e — P)l| = min|z — -]
Dimostrare che

(a) P: H — H é un’applicazione lineare e continua;
(b) C*+ = KerP.
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Compito di Analisi Funzionale

Ferrara, 11.02.2015

(1) (15 punti) Sia 1 <p < oo, siaa € R e per ogni n € N e x = (z1)ren € [P sia
n
Tn(x) == Zakxk.
k=1

(a) (6 punti) Dimostrare che per ogni n € N 'operatore T}, : [P — R ¢é lineare e continuo;
(b) (3 punti) calcolare la norma di 7, per ogni 1 < p < o0;
(c¢) (6 punti) dimostrare che se 1 < p < 0o sono equivalenti i seguenti fatti:

(i) esiste finito il lim,,,~ T}, () per ogni x € [P,

(i) a € (—1,1).

(2) (9 punti) Sia H uno spazio di Hilbert e C' un sottospazio chiuso di H. Per ogni x € H sia
P(x) € C definito dalla relazione

- P = mi — z||.
le = P(2)[| = min ||z — ||

Dimostrare che
(a) P: H— H é un’applicazione lineare e continua;
(b) C+ = KerP.
(3) (6 punti) Sia X uno spazio di Banach e sia B C X’. Provare che B é debolmente*-compatto
in X’ se e solo se B ¢ limitato e debolmente*-chiuso in X".
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Compito di Analisi Funzionale

Ferrara, 17.03.2015

(1) (18 punti) Siaa € R e per ogni n € N e 7 = (z)ren € 2 sia
n
Tn(z) == Z ey
k=1

(a) (8 punti) Dimostrare che T}, € (I?)" e calcolare ||T, |2y per ogni n € N;

(b) (4 punti) se a < 0, dimostrare che la successione (T},(z)),, converge per ogni = € [? e
che, posto T'(z) := lim,, T},(z), 'operatore T : [? — R é lineare e continuo;

(c) (2 punti) se a = 0 dare un esempio di un elemento = € [? tale che (T},(z)), non
converge;

(d) (4 punti) dimostrare che se la successione (T,(z)), converge per ogni z € [? allora
a < 0.

(2) (12 punti) Sia H uno spazio di Hilbert dotato di prodotto scalare < -,- > e siay € H di

norma 1. Per ogni n € N sia
Plz)=z—<xz,y>y.
Dimostrare che
(a) (2 punti) P: H — H é un’applicazione lineare;
(b) (4 punti) P(z) € {y}*;
(¢) (2 punti) KerP = span{y};
d) (4 punti) se x,, — Z in H allora P(x,) — P(Z) in H.

(
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Esame scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 11.06.2015

(1) (16 punti) Sia 1 < p < 0o, n € N, sia a = (ay ), una successione e per ogni = = (zj)ken € P

sia
n
= E ATy
k=1

Si supponga che per ogni z € [P la successione reale (T;,(x)),en abbia limite finito. Si provi
che
(a) (6 punti) il funzionale T : [P — R dato da

T(x) = nh_)rglo T, (x)
é lineare e continuo;

(b) (5 punti) (ay); € I7';
(c) (5 punti) calcolare la norma di 7.

(2) (15 punti) Siano (X, |- |x) uno spazio normato e (z,),eny € X una successione. Per ogni
n € N sia T}, : X’ — R Doperatore definito da

Provare che:

(a) (5 punti) per ogni n € N loperatore T, : (X', 0(X’, X")) — R é continuo;

(b) (4 punti) se la successione (z,),en converge debolmente in X allora la successione
(Ty)n converge debolmente* in X”;

(c) (5 punti) se X é riflessivo e se la successione (Ty,)nen converge debolmente® in X”
allora la successione (z,)nen é convergente debolmente in X.
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Risoluzione: (1) sia 1 < p < oo, n € N. L’operatore T, (z) := >_}_, axxy risulta un operatore
lineare e continuo essendo T,, = T}, con b = (b)) € [P dato da

ap, sek<n
b, =
0 sek>n++1.

(vedi teorema di rappresentazione degli operatori lineari e continui su [P).
Poiche’ per ogni = € [P la successione reale (T),(z))nen converge a T'(z) € R, per un corollario al
Teorema di Banach Steinhaus si ha che 'operatore T' é esso lineare e continuo. Inoltre

n

o0

ossia -
T(z) = apxy, = Tu(x)
k=1

con a = (ag)g e usando di nuovo il teorema di rappresentazione degli operatori lineari e continui su
IP si ha che a = (ag), € P e

Tl = llalle-
(3) posto T' := lim,, T,, rispetto alla topologia debole*, si ha che T' € X" (in quanto limite puntuale
di funzionali lineari e continui su X’). Essendo X ¢ riflessivo, si ha che esiste z tale che T' = Jx.
Proviamo che la successione (z,),en é convergente debolmente a zp in X: se f € X allora f(z,) =

Tu(f) = T(f) = Jao(f) = [ (o).
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Scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 07.07.2015

(1) (18 punti) Sial <p < oo, n € N, sia a = (ay), una successione e per ogni = = (zp,)nen € P
sia
Th(z) := apzy,.
(a) (5 punti) Si provi che l'operatore T;, é lineare e continuo e se ne calcoli la norma;
(b) Si supponga che per ogni z € [P la successione reale (T,,(x)),en abbia limite finito. Si
provi che
(i) (4 punti) il funzionale T : [P — R dato da

T(z) = nh_)rlgo T,(z)

é lineare e continuo;

(i) (4 punti) (ax), € 1>

(iii) (2 punti) se p = 400 allora esiste il lim,_,~ a, = 0 (provare prima che esiste il
limy, 00 an, € R);

(iv) (3 punti) si calcoli 'operatore 7.

(2) (12 punti) Siano (X, |- |x) uno spazio normato e (z)neny € X una successione. Per ogni
n € N sia T}, : X’ — R Doperatore definito da

Tn(f) - f(xn)

(a) (4 punti) per ogni n € N si calcoli la norma di T),;

(b) (4 punti) si provi che per ogni n € N l'operatore T}, : (X', 0(X’, X)) — R é continuo;

(¢) (4 punti) se la successione (T},)nen € limitata in X" allora la successione (), é
limitata in X.
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Primo Parziale di Analisi Funzionale

Ferrara, 6.5.2016

(1) Sial<p<oo,neN, a,f€R. Perogni () = (zx)ken € IP sia T,,(x) € cop la successione
definita da

Tn(x) = (‘Tla7 .'EQ,B, .'EQO(Q, Q:QﬁQa e 7xnan7 xn6n7 07 07 T )
(a) (10 punti) Dimostrare che per ogni n € N I'operatore Tj, : I[P — I! ¢ lineare e continuo
di norma

n

1
(ZW + \m’“)ﬂ) " sel<p<oo
k=

Tl e, 1) = !

SUP1<p<n <|Oé|k + !5|k> sep=1

(b) (6 punti) Si supponga max{|c/,|5|} < 1. Si dimostri che per ogni z € [P la succes-
sione (T, (x))nen é convergente in [, Posto T'(z) := lim, 00 T}, (z), provare che (T},),
converge a T in L(IP,1');

(c) (4 punti) sia p > 1. Si dimostri che se per ogni x € [P la successione (T, (x))nen é
convergente in [! allora max{|al,|8|} < 1.

(2) (6 punti) Sia (X, ||-||x) uno spazio di Banach e sia « : [0,1] — X’ una funzione che soddisfa
la seguente proprieta’: se {t,}n C [0, 1] é una successione convergente allora per ogni x € X
la successione {«a(ty)(z)}y é limitata in R. Provare che « é limitata, ossia che

sup ||a(t)||x < +oc.
te[0,1]

(3) (5 punti) Sia X uno spazio di Banach e sia T € £(X). Si definisca T® = Id e per induzione
T = T o T™ 1. Provare che la successione S,, : X — X definita da

n

Su(e) =3 Tl'(:v)

|
i "
é convergente in £(X) ad un operatore S di cui si chiede di stimare la norma.
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Risoluzione

(1) (a) E’ facilmente verificare che 'operatore T,, é lineare. Poi per ogni = = (zj)ken € [P se
1 < p < oo vale che

ITa(@)ll =D leea®| + Y lanBt) =) lzul(ld® +181)] < IIHSHp<Z(IaIk + Iﬁ’“l)p/> ’
k=1 k=1 k=1

|~

k=1
mentre se p = 1 vale che

n n

ITa(@)ll =D lewa®| + ) |z =) lzel(laf® + 81°)] < ],
k=1

k=1 k=1

(laf® +18%)

sup
1<k<n

da cui segue che

1
o

n

(Z(Ia!k + \5\’“)#) " osel<p<oo

k=1

Tl 2w, 11y <
k k _

iy (Jof +1514) sep=1

Viceversa, vale che

T n k k
HTnHL(lP, 1y = sup 7” n(x)Hl = su Zk:l ’.Z'k’(’@’ + ‘5| )
T

elp ”pr z€EelP Hpr
" rk(lalf + |81k S, (z
S o S (VG TR L YCO TR
TElP ”33Hp TElP ||$”p

dove S,, € (I?)" é 'operatore definito da
Sn(z) =Y wr(laf* +18").
k=1

Quindi se 1 < p < oo vale
n 1
\ P
Tl e, 11y 2 < (Jaf* + /J’Ik)p)

k=1

mentre se p = 1 vale
Tl iy sup (1ol +181*).
1<k<n

(b) Se max{|al,|B|} < 1 allora y = (Ja|* + |B]¥)x € IP per ogni 1 < p < +oc0. In particolare
per ogni x € [P vale che

o
D lakl(al* +181%) < llzllpllylly < +o0
k=1

e quindi posto

T(l’) = ($1a7 xlﬁ? .’132(%2, $2,827 o 7x'rlan7 xnﬁnv o )



RACCOLTA DEGLI ESAMI SCRITTI DI ANALISI FUNZIONALE 2011-21 61

vale che T'(x) € I'. In particolare é noto che la (sotto)successione delle troncate (in

coo) (w10, 218, w00, 2232, - -, wpa”, 2, 87,0,0, - - ,) converge in ' a T'(x). Inoltre
o0
T = Tl ey < (D (lal®+18F)7)7
k=n+1

Quindi se 1 < p < oo otteniamo che per n — oo ||, —T'[| w11y — 0 (grazie al teorema
di Cauchy per le serie). Se p =1

1T = Tlleqrny < sup |af* +|8[F
k>ntl

ed essendo |af, 8 < 1 si ottiene che ||T), — T'[| 1y — 0.
(In particolare si riottiene per ogni = € [P vale che ||T,,(x) — T'(x)|1 — 0.)
(c) Sia p > 1. Se per ogni z € I la successione (T, (x))nen é convergente in ! allora per
il Teorema di Banach-Steinhaus vale che
sup || Tl £ o 1y < +00.
neN
Essendo

=

© / P
sup [Tl o) = (Zaaw ; vsmp)

n=1
dalla condizione necessaria di convergenza di una serie segue che la successione (|a|™ +
|B|™)n deve essere infinitesima e quindi max{|«|, |3|} < 1.

(2) Per assurdo sia o non limitata. Allora esiste (t,), C [0, 1] tale che lim, oo || () || x = +00.
Siccome [0, 1] é compatto, esiste (tg, ), una sottosuccessione convergente estratta da (t,)
Applicando l'ipotesi dell’esercizio, vale allora che per ogni z € X la successione {«(t,, )(z)
¢é limitata in R. Da un corollario al Teorema di Banach-Steinhaus applicato all’insieme
B :={a(tg,) n € N} C X' segue che la successione ||a(tg,)|| é limitata. Assurdo perche’
limy, 00 ||(tr,, )|l x = +00.

(3) Applichiamo il criterio di Weistrass sulla convergenza totale di una serie. Poiche’ vale che
1T 2(x) < HTH’Z(X) segue che per ogni z € X

n iy " T o llelx
ST o 5o el
1=0

il 1
7! 7!
=0

n-
n

: i

<:(Z§:HZW‘LCX))|$H <;(§O:HJW‘5@X))H$H < ellTlleco |||

= il *= i! = X'
i=1 i=1

Questo implica che

(a) la serie Y 7, HTZZ-(!I) ||x converge e per il criterio di Weistrass (applicato nello spazio di
Banach X) segue che la successione S, (x) converge in X;

(b) per ognin € N
S 1 e < (0 I < i
i=0 i=1

Quindi la serie > 7, H%H £(x) converge e per il criterio di Weistrass (applicato nello
spazio di Banach £(X)) segue che la successione S,, converge in £(X) ad un operatore

S(x) :=>2, Til.(!x) di norma

1Sllex) = lim [ISalleex) < el
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Primo Parziale di Analisi Funzionale

Ferrara, 7.6.2016

(1) Sial <p<oo,n €N, ae€R. Perognixz=(xg)ren € P sia T),(z) € coo la successione
definita da
T, (z) := (21,0, 230, 0, £50°, - - - , Topy 1™, 0,0,---).
(a) (10 punti) Dimostrare che per ogni n € N I'operatore T}, : I[P — I! ¢ lineare e continuo
di norma

|-

n
(ZWIW)? sel<p<oo

HTnHC(lT’, m = k=0

suPg<p<n |0*  sep =1

(b) (6 punti) Sisupponga || < 1. Sidimostri che per ogni z € [P la successione (7T}, (x))nen
é convergente in [!. Posto T(x) := lim,, o T,,(z), provare che (T},), converge a T in
L(P,1Y);

(c) (4 punti) sia p = 1. Si dimostri che se per ogni z € I! la successione (T}, (z))nen é
convergente in [! allora |a| < 1.

(2) (6 punti) Siano X,Y spazi di Banach su R e sia T}, : X — Y una successione di funzionali
lineari e continui tali che per ogni x € X la successione (T},(z))nen é di Cauchy in Y.
Provare che sup,en ||Tnl|z(x,y) < +oo.

(3) (5 punti) Sia X uno spazio di Banach e sia T' € L(X) tale che ||T'||zx) < 1. Si definisca

T = Id e per ogni n € N sia T" := T o T"!. Provare che la successione S,, : X — X
definita da

n

k(z
Sn(x)::ZT( )

k
k=1
é convergente in £(X) ad un operatore S di cui si chiede di stimare la norma.
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Risoluzione

(1) (a) E’ facilmente verificare che 'operatore T}, é lineare. Infatti per ogni =,y € P, x =
(xk)ken, ¥ = (Yr)ken € per ogni A, u € R vale che vale che

To(Az 4 py) = (Az1 + py1, 0, (Az3 + py3)a, 0, -+, (Az2n 41 + py2ny1)a”™, 0,0, )
= )\(1’1,0, .’EgOé,O, e 7$2n+lanv 07 07 T ) + ,U/(ylv 07930, Oa te 7y2n+1an7 07 07 U )
= N (z) + pTn(y).

Poi per ogni z = (x)ren € P applicando la disuguaglianza di Holder, vale che

1
v

ITu@)ll = 3 foarrak] < (Z(a\’“)p’)p lal,

k=1 k=1

se 1 < p < oo, mentre se p = 1 vale che

n
ITa(@)ll =) leaksr0®| < Jlzfly sup of*
Pt 1<k<n

da cui segue che

1
7

n
<Z(|Oé|kp/>p se1l<p<oo

Tl e, 1y < k=1

SUPg<i<y @ sep =1

Viceversa, vale che

”T ||£ b 1) = Sup HTn(l‘)”l _ ZZZI |$2k+1Ha|k
. — Lk Sl | L
= e Nzl zelr 1z
> sup R zanet] _ g, 5@ [Snll @y
 zelp [P cetr [|Zllp

dove S,, € (IP)" é 'operatore definito da
n
Sp(x) = ngkﬂak.
k=1
L’operatore .S, é associato all’elemento
b = (1,0,0,0,0%,0,-,a",0,0,---) € IV
e quindi se 1 < p < oo vale

n / P
Tallegr. my = Bl = (Z |ar’fp)

k=1

mentre se p = 1 vale

W Tollce, 11y > sup |af*.
0<k<n
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(b) Se |Oé| < 1 allora b = (17 O> «, 07 a2’ 07 K 0, an’ 07 an+17 07 o ) elr per Ogni 1< p < +o00.
In particolare per ogni x € [P vale che

o
> lesrsallal® < Jlafplblly < +o0
k=1

e quindi posto
T(m) = (xla 07 azrsy, 07 a2x57 07 B 07 anx2n+17 07 an+1x2n+27 07 e )
vale che T'(x) € I'. Inoltre se 1 < p < co

0 1
1T = Tl ey < < > \a\kp>

k=n+1

/

e per il criterio di Cauchy per le serie si ottiene che per n — oo [T, — T'l| £ 1y — 0.
Sep=1
1T = Tlleqrny < sup |aff
k>n+1

ed essendo |a| < 1 si ottiene che ||T, — T'[|z;1y — 0. (In particolare si riottiene per
ogni z € [P vale che ||T,,(z) — T(z)||s — 0.)

(c) Sia p = 1. Se per ogni = € I la successione (T}, (x))nen é convergente in ! allora per
il Teorema di Banach-Steinhaus vale che

sup || Ty | 2w 11y < +00.
neN

Essendo
sup || Tl £p 01y = sup |a]™ < 400
neN n>0

segue che la successione (|a|™),, deve essere limitata e quindi |a] < 1.
(2) poiche’ la successione (T},(z))pen ¢ di Cauchy in Y e Y é uno spazio completo segue che per
ogni z € X la successione T, (z) converge in Y. Per un corollario al Teorema di Banach-
Steinhaus vale che

sup || Tn||z(x,y) < +oo.
neN

(3) Applichiamo il criterio di Weistrass sulla convergenza totale di una serie. Poiche’ vale che
T zex) < ||T\|7£‘(X) segue che per ogni x € X

" Ti), s Tl
STy < 30 AR
i=0 1=0

s
<> ey oy < Mlleco )
i L—[T]zx)

=1

Questo implica che

a serie x converge e per il criterio di Weistrass (applicato nello spazio di

1 < g il criterio di Weist I i di
Banach X) segue che la successione S, (x) converge in X;

(b) per ognin € N

n i 7| [é
> 1 ey < (30 50 = st 171,
=0 =1
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Quindi la serie >~°, H%H £(x) converge e per il criterio di Weistrass (applicato nello
spazio di Banach £(X)) segue che la successione S,, converge in £(X) ad un operatore

S(x) =32, TiZ@ di norma

151 2cx) = Tim [[Sn]lzx) < —log(1 = ||T])-
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Esame scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 21.6.2016

(1) Sial<p<oo,neN, eR. Per ogni x € P sia T),(z) € coo la successione definita da
Tn(l') = (.’El,@, 07 x3537 07 T 7x2n+162n+17 07 07 e )
(a) (2 punti) Dimostrare che per ogni n € N 'operatore T}, : I[P — ! é lineare e continuo;
(b) (5 punti) Dimostrare che se 1 < p < 0o
’ 1
1— BQP (n+1) I
Tl = 181( 25 25

mentre se p =1
I Tall @y = sup B
0<k<n

(c) (5 punti) Sisupponga || < 1. Si dimostri che per ogni x € [P la successione (T, ())nen
é convergente in ['. Posto T(x) := lim, .o Ty (), provare che (T},), converge a T in
L@, 1;

(d) (3 punti) sia p = 1. Si dimostri che se per ogni z € I! la successione (T}, (z))nen é
convergente in [! allora |3] < 1.

(2) Siano X,Y spazi di Banach, sia T' € L(X,Y) e sia Bx := {z € X : ||z|| < 1}. Si dimostri

che

(a) (4 punti) se T é un’isometria allora T'(Bx) é fortemente chiuso e debolmente chiuso
inY;

(b) (3 punti) se T é un’isometria e se Y é riflessivo allora T(Bx) é un sottoinsieme
debolmente compatto di Y;

(c) (4 punti) se X ¢é riflessivo allora T" € L(X,Y) se e solo se T(Bx) ¢ un sottoinsieme
debolmente compatto di Y.

(3) (5 punti) Siano X,Y due spazi di Banach e sia 7' : X — Y un operatore lineare che
soddisfa la seguente proprieta’:
Vg € X eV (zn)n C X, se (z,)n converge fortemente a zo in X allora (T'(zy,)), converge
debolmente a T'(zp) in Y.
Provare che T' ¢ continuo.
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Secondo Parziale di Analisi Funzionale

Ferrara, 21.6.2016

(1) Siano X,Y spazi di Banach, sia T' € L(X,Y) e sia Bx := {z € X : ||z|| < 1}. Si dimostri

che

(a) (8 punti) se T' é un’isometria allora T'(Bx) é fortemente chiuso e debolmente chiuso
inY;

(b) (6 punti) se T é un’isometria e se Y ¢ riflessivo allora T'(Bx) é un sottoinsieme
debolmente compatto di Y;

(c¢) (7 punti) se X é riflessivo allora T" € L(X,Y) se e solo se T(Bx) é un sottoinsieme
debolmente compatto di Y.

(2) (10 punti) Siano X,Y due spazi di Banach e sia T : X — Y un operatore lineare che
soddisfa la seguente proprieta’:
Vrg € X eV (xn)n C X, se (z,), converge fortemente a z¢ in X allora (T'(x,)), converge
debolmente a T'(zp) in Y.
Provare che T é continuo.
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Risoluzione

Esercizio 1.

(1)

se T' é un’isometria allora T'(Bx ) é fortemente chiuso: infatti se (z,,) C Bx é tale che (T'zy,)
é convergente, allora dalla relazione

T (xn) = T(xm)lly = [[2n — zmlx
segue che la successione (z,) é di Cauchy in X che e’ di Banach. Pertanto esiste x € X
tale che ||z, — x||x — 0. Poiche’ Bx é chiusa, segue che x € Bx ed essendo T' continua,
otteniamo che T'(z,) — T(z) € T(Bx) in Y. Quindi T'(Byx) é fortemente chiuso. Inoltre
essendo Bx convesso e T lineare, segue che T'(Bx) é un convesso fortemente chiuso. Quindi
T(Bx) é anche debolmente chiuso.
Essendo T un’isometria, vale che T(Bx) C By e By é debolmente compatto in quanto Y
é riflessivo. Essendo T'(By) un sottoinsieme debolmente chiuso contenuto in un insieme
debolmente compatto, segue che T'(Bx) é un un insieme debolmente compatto di Y.
se X é riflessivo allora Bx é un sottoinsieme debolmente compatto di Y. Se T é continuo
forte-forte, vale che T' é continuo debole-debole. In particolare T'(Bx) é debolmente com-
patto in Y. Viceversa, se T é tale che T'(Bx) é debolmente compatta, segue che T'(Bx) é
limitata e quindi 7" é continuo.
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Esame scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 8.7.2016

(1) Sia 1 < p < 0 e sia y = (Yn)nen una successione. Per ogni n € N e x € [P sia T,,(z) € coo
la successione definita da

Tn(.fC) = ($1y1,5172y2, c 5, Tnln, 07 07 T )
(a) (8 punti) Dimostrare che per ogni n € N I'operatore Tj, : [P — [* é lineare e continuo
e calcolarne la norma (al variare di p) ;
(b) (7 punti) Sia 1 < p < 4o0. Si dimostri che sono equivalenti i seguenti fatti:
(i) per ogni x € I? la successione (T}, (z))nen é convergente in [';
(i) y € ¥

(2) Siano X,Y spazi di Banach, sia T' € £(X,Y) un’applicazione biettiva. Sia Bx := {z € X :
l|z|]| <1} e (2n)neny € Bx. Si provi che
(a) (3 punti) se T'(z,) = y € Y allora esiste x € By tale che z,, = = € X;
(b) (3 punti) se T'(z,,) = y € Y allora esiste € Bx tale che z,, — z € X;
(¢) (5 punti) T'(Bx) é un sottoinsieme debolmente compatto di Y se e solo se X é riflessivo.

(3) (5 punti) Siano X,Y due spazi di Banach e sia T : X’ — Y’ un operatore lineare che
soddisfa la seguente proprieta’:
YV (fn)n € X', se (fn)nen converge debolmente™® a 0y in X’ allora (T'(f,)(y))nen converge
a0 perogniyeV.
Provare che T' é continuo.
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica
Secondo Parziale di Analisi Funzionale

Ferrara, 8.7.2016

(1) Siano X,Y spazi di Banach, sia T' € £(X,Y) un’applicazione biettiva. Sia Bx := {z € X :
l|z|]| <1} e (zn)nen € Bx. Si provi che

(a) (6 punti) se T'(z,) — y € Y allora esiste © € By tale che z,, — x € X;

(b) (6 punti) se T'(x,) — y € Y allora esiste x € Bx tale che z,, = z € X

(¢) (9 punti) T'(Bx) é un sottoinsieme debolmente compatto di Y se e solo se X é riflessivo.

(2) (10 punti) Siano X,Y due spazi di Banach e sia T : X’ — Y’ un operatore lineare che
soddisfa la seguente proprieta’:
YV (frn)n € X', se (fn)nen converge debolmente® a Oy in X’ allora (T'(f,,)(y))nen converge
a0 perogniyeV.
Provare che T' é continuo.
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Esame scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 20.7.2016

(1) Sial <p<oo,neN, eR. Per ogni x € P sia T,,(z) € coo la successione definita da

_ g B "
Tn(-T) = (5ZE1, ?‘%‘27 gx& cee H:pm 07 07 . )

(a) (6 punti) Dimostrare che per ogni n € N I'operatore T}, : [P — [* é lineare e continuo
e se ne calcoli la norma;

(b) (2 punti) Si dimostri che per ogni x € [P la successione (7},(x))nen é convergente in
It

(c) (6 punti) Posto T(x) := lim, o Ty, (z), provare che (T},), converge a T in L(IP,1').
Calcolare la norma di 7.

(2) (4 punti) Sia (ay), una successione tale che >~ |a,b,| € R per ogni (by), € [*°. Provare
che (an), € It

(3) Siano X,Y spazi di Banach, sia 7' € L(X,Y’) tale che T'(Bx) sia (fortemente) compatta in
Y. Si provi che
(a) (4 punti) T é continuo;
(b) (4 punti) se (zp)ney € X converge debolmente a x € X allora (T(xy)), converge
debolmente a T'(x) in Y;
(¢) (5 punti) se X é riflessivo e (zp)ney € X ¢ limitata, allora esiste + € X ed una
sottosuccessione (z, Jnen tale che zx, — zin X e T'(zg,) — T(z) in Y.
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Esame scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 23.9.2016

(1) Sial <p<oo,neN,eR. Per ogni x € [P sia

To(z) := Z o ke
k=1 "

(a) (6 punti) Si dimostri che T;, € (IP)’ per ogni n € N e si calcoli la sua norma;

(b) (2 punti) si dimostri che per ogni = € P la successione (T},(x))nen é convergente;

(¢) (3 punti) Posto T'(x) := lim,,_o T (), provare che T € (IP)’;

(d) (4 punti) Nel caso p > 1 si dimostri che (7},),, converge a T in (I)" e si calcoli la

norma di 7.

(2) Siano X,Y spazi di Banach, sia Bx := {# € X : ||z|| < 1} esia T € L(X,Y) tale che
T(Byx) sia debolmente compatta in Y. Si provi che
(a) (5 punti) 7" é continuo;
(b) (5 punti) se (zp)nen € X converge debolmente a x € X allora (T'(x,)), é una
successione limitata che converge debolmente a T'(x) in Y;
(c) (6 punti) se esiste r > 0 tale che {y € Y : ||y|ly <r} C T(Bx) allora Y é riflessivo.
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Primo Parziale di Analisi Funzionale

Ferrara, 02.12.2016

p < oo esiaa € R. Per ognin € N e per ogni z = (xg)reny € [P poniamo

(1) Sia 1
T, (x)

I IA

(17} (x))ken dove
%xk sek<n

T (x) ==
(@) {0 altrimenti
(a) (8 punti) Dimostrare che Vn € N l'operatore T), : I[P — [! é lineare e continuo e

calcolarne la norma;

(b) (12 punti) Provare che se
sup ||T(z)||1 < 400 Vz € 1P

neN

allora .
(1) (Fe €175

(ii) Vo € IP esiste T'(z) € I* tale che ||T,(z) — T(x)||p — 0;

(iii) T € L(IP,1') ed & tale che ||T,, — T'l|z@qp 1y — 0. Si calcoli la norma di T" nel caso

p=1.
(2) (10 punti) Sia 1 < p < oo e sia B C [P. Provare che B é limitato in [? se e solo se per ogni
a € I" Vinsieme B, := {3°7°, a;b; : b€ B} ¢ limitato in R.
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Risoluzione

(1) (a) Per ogni n € N é facile provare che l'operatore T,, é lineare. Inoltre, se definiamo
b = (b})k € coo definito da

k
n_{ak sek<n

¥ 10 altrimenti
applicando la disuguaglianza di Holder si ha che Vx € [P

T (@)l < [bnlp ][] |-
Quindi 'operatore T}, é continuo con

HTnHﬁ(lP,ll) < an|p“

Inoltre
Tollzgrany = sup  |[T(@)[|;n > [|Sul| ey
z€lP ||z||p<1
dove
Snp(z) = ; - Tk

Dal teorema di rappresentazione di (IP)’ si ha che che S, € (I?) con norma

[1Snller = 1bnlly

Mettendo insieme le due disuguaglianze ottenute segue che

1
n a* p’ »’ .
TR | > | ) sepr
SUPy k< |G| sep=1
(b) (i) se supye |[Th()|[1 < 400 Vo € IP allora per il Teorema di Banach-Steinhaus

sup || Ty |y < +o0
neN

da cui se p >=1 allora

1
7

AN A
(S 1r) =sup (1) < 4o
k=1 neN N\ =1
mentre se p = 1 allora
a” ak
sup |—| =sup sup |—| < +o0.
neN M neNi<k<n K

ossia, per ogni p fissato, (%)k € lp/; in particolare se p = 1 allora |a| < 1
(altrimenti la successione (%-)x non é limitata) mentre se p > 1 allora |a| < 1
(altrimenti la successione (%)k non ¢é infinitesima).

l

a /

(i) - (iii) Poiché a = (%)k € [P, per la disuguaglianza di Holder si ha che Vz =

(xk)k € [P la successione (%xk)k € I1. Per ogni x € [P definiamo T'(x) = (%:pk)k
Allora T é lineare e

T @) < llally|l2]lp,



oo 1akp!
1] coany = i (1 Tolln,y = Jim (bl = <Zk1 % )
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quindi T € L(I?,1'). Proviamo che ||T, — T||zw 1) — 0. Questo implicherd
anche che ||T,,(z) — T'(x)||p — 0 per ogni x € [P e che

1
P’

sep>1
akz
supgen || = la| sep=1
in quanto nel caso p = 1 si ha che |a| < 1 e quindi la successione |a|¥ - 1 &
decrescente.
Osserviamo che per ogni x € [P si ha che se p > 1 allora

1

1T - 7@l = ¥ (5ol < (X 15)

k=n+1 k=n+1

1
v
In particolare segue che ||T, — T||zqp 1y < (Zzoznﬂ ]%]7’/ " che tende a zero

per n — oo essendo la serie convergente. Se p = 1 allora
0 ak: ak
|1 To(z) =T(@)|h = > -zl < ( sup || )llzlly
pR— k k>n+1 k

In particolare, tenendo che |a| < 1,

1T = Tlleqe < sup | < sup |4 = —
- < sup |—| < sup |~|=
" L0 k>n+l K k>n+1 K n+1

che tende a zero per n — oo.

(2) " :>//

(a)

Sia 1 < p < oco. Per uno dei corollari di Banach-Steinhaus per provare che B é limitato
in [? ¢ sufficiente provare che per ogni f € (I)" l'insieme f(B) = {f(b) : b€ B} ¢
limitato in R. Sia f € (IP)’. Dal teorema di rappresentazione del duale di [P esiste
a € 1" tale che f(z) = Tu(b) = 3232, a;x; per ogni & = (x,), € IP. In particolare
'insieme f(B) coincide con linsieme {> 2, a;b; : b € B} = B, che ¢ limitato per
ipotesi. Segue quindi che B ¢ limitato in [P.

Sia p = co. Sia

B ={T,c('): be B}

(I
dove T}, é loperatore definito da Ty(a) =
Dal teorema di rappresentazione di (I*)

S22, a;b; per ogni a = (ay), € 1.
sappiamo che per ogni x € [*®

Tzl qry =l

per cui

B é limitato in [ <= B’ é limitato in (I')".
Allo scopo di verificare che B’ ¢ limitato in (I!)’ applichiamo uno dei corollari di
Banach-Steinhaus ad X = (! e B’ C (I')’. Poiché per ogni a € I

{fla): feB}Y={Tya): be B} ={) aib; : b€ B} =B,
i=1

¢ limitato per ipotesi, segue che B’ & limitato in (I')" e quindi B in I*°.
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" «=" Dal teorema di rappresentazione del duale di I” sappiamo che per ogni a € [?'
I'applicazioni Ty, : P — R definita da T5(b) := Zfil a;b; € lineare e continua. In particolare
T, trasforma sottoinsiemi limitati di [P in sottoinsiemi limitati di R. Se B é limitato in [P
allora, per ogni a € [P, 'insieme T, (B) = B, ¢ limitato in R.
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica

Primo parziale-Secondo parziale-Totale di Analisi Funzionale
Ferrara, 20.01.2017
(1) (Primo P=21 punti, T=11 punti) Sia (bg)reny una successione di numeri reali. Sia
X = ¢p munito della norma || - ||« € per ogni k € N sia T}, : X — X il funzionale definito da
Tk(a) = (a1b1, azbs, - - - , abg, 0,0,0,- - )(€ coo)
per ogni a = (an)nen € X.
(a) (P=7+6 punti, T=4+3 punti) Dimostrare che T}, ¢ lineare e continuo e che ||T}||-(x x) =
SUpP1<i<k |03 [;
(b) (P=8 punti, T=4) supponiamo che VYa € X la successione (T(a)) sia convergente
in X. Dimostrare che (by)xen € [

(¢) (P=3 punti, T=2) Provare che se (by); € [*° allora per ogni a € X la successione
(Tk(a)) converge (in X) a T'(a) := (agbk)ren-

(2) (Primo P= 10 punti, T=5 punti) Sia 1 < p < oo. Per ognin € Nsia T, : I’ — R
un funzionale lineare e continuo. Supponiamo che per ogni a € P Jlim, o Tn(a) € R .
Provare che 3b € I’ tale che

(1)  lim T,( Zaz i Va = (an)pen € P

n—oo
@) Iblly < lggg;fummy < +o0.
(3) (Secondo P=21 punti; T=10 punti) Sial <p<occe

By =19 € LP(0,1) : [lgll 0,1y < 1}
Sia (fn)nen € LP(0,1) tale che per ogni n € N

sup |/ x)dx| < 2.

gEB

Provare che

(a) (P=6 punti; T=3 punti) sup,cy || fnllp < 2;

(b) (P=10 punti; T=5 punti) se 1 < p < +00 esiste una sottosuccessione (fx, )nen
ed esiste f € LP(0,1) tale che (fk,)nen converge debole ad f in LP(0,1) (se p = o0
esiste una sottosuccessione (fi, )nen ed esiste f € L°°(0,1) tale che (fx, )nen converge
debole* ad f);

(c) (P=5 punti; T=2 punti) ||f||, < 2.

(4) (Secondo P=10 punti; T=5 punti) Siano X,Y spazi di Banachsu ResiaT: X —» Y
un’applicazione lineare tale che se z,, — 0 in X allora ||Tz,|ly — 0. Provare che T é
continuo.
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(1) Sia (bg)gen una successione di numeri reali. Sia X = ¢y munito della norma || - || € per
ogni k € N sia T, : X — X il funzionale definito da

Ty (a) = (aiby, agby, - - - ,aiby,0,0,0,---)(€ coo)

per ogni a = (an)nen € X.
(a) La linearita e facile. Riguardo la continuitd osservare che per ogni a = (ap)nen € X

[Tk (a)||looc = sup l|a;b;i| < sup |a;] - sup |b; |
1<i<k 1<i<k 1<i<

da cui segue che T}, & continuo e che ||T||z(x x) < supj<;<y |bi]; Inoltre, fissato 1 <
jJ < k tale che

sup |b;| = b;
1<i<k

e posto ej = (83)n, si ha che llejlloe = 1 e Ti(ej) = bj da cui

Tkllzex,x) = [bj] = sup [byl;
1<i<k

(b) se Va € X la successione (Ti(a))y sia convergente in X, si ha che Va € X
sup || Tk (a)||oo < +00.
keN

Essendo X uno spazio di Banach con la norma || - ||, applicando il Teorema di Banach-
Steinhaus, segue che

sup || Tk £(x,x) < +o0
keN

ossia supgen [bx| = SUPgen SUP <<k |0 < +00. Quindi (b )ren € .
(c) Se (bg)r € I°° allora T'(a) := (arbg)ren € co per ogni a € X e

[Tk (a) — T(a)|loc = sup |anbn| < [[b][oc SUP |an].
n>k n>k

Poiche a € ¢y, per ogni € > 0 si ha che esiste ny € N tale che |a,| < |b5

[b]]oo

per ogni
n > ng. In particolare per ogni k > ng segue che

1T4(a) — T(@) | < e
Questo implica che la successione (Tx(a))r converge (in X) a T'(a).
(2) Poiche per ogni a € P Ilim, o T (a) € R, applicando il Teorema di Banach-Steinhaus,

vale che l'operatore T'(a) := lim, o T),(a) (limite puntuale di operatori lineari e continui
su [P) é esso stesso lineare e continuo, ossia T' € (IP), e

Tl gry < liminf [[T5, ][ ey < +-o0.

Dal teorema di rappresentazione del duale di #, si ha che 3b € I¥' tale che T = T, e
||| pyr = [|b]l,y- In particolare

nh_}rgoT (a) Zaz i Va = (an)nen € 1P

1Blly = Tl ey < limin ||l gy < +oo.
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(3) (a) Si osservi che, definito T}, : ¥ — R come T}, ( fo x)dx, dal teorema di
immersione di [P in (l”/)’ , si ha che T, € un operatore hneare e contlnuo di norma

(1) HTnH(lp’)/ = anHp

Inoltre, per definizione di norma di un operatore, vale che

@ [Tl = swp [Tl = sup | / 2)da].

9EB

Mettendo insieme (1) e (2) si ottiene che
supllfully = st \/ ()da] <2

(b) se 1 < p < 400, essendo LP uno spazio riflessivo, esiste una sottosuccessione ( fx, Jnen
ed esiste f € LP(0,1) tale che (fk,)nen converge debole ad f in LP(0,1). See p = oo
essendo L™ il duale di L' che é uno spazio separabile, esiste una sottosuccessione
(fk, )nen ed esiste f € L*°(0,1) tale che (fk, )nen converge debole* ad f;

(c) Poiche (fx, )nen converge debole o debole * ad f si che

If]lp < liminf fp, <2.
n—oo

(4) Applichiamo il teorema del grafico chiuso. Sia z, - 0in X e Tz, -y € Y in Y. Allora
zp, — 0in X e quindi ||Txy||ly — 0. Poiche ||Tzy|ly — ||y||ly otteniamo che ||y|| = 0 ossia
y = 0. Quindi T & continuo.
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica

Secondo parziale-Totale di Analisi Funzionale
Ferrara, 2.02.2017

(1) (T=13 punti) Sia b € R un numero reale. Sia X = ¢y munito della norma || - ||~ e per
ogni k € N sia Ty, : X — X il funzionale definito da

Ti(a) = (a1b, agh?, - - -, axb®,0,0,0,---)(€ coo)

per ogni a = (an)nen € X.
(a) (T=T7 punti) Dimostrare che T}, ¢ lineare e continuo e calcolare la sua norma al variare
di b e R;
(b) (T=4) supponiamo che Va € X la successione (Tj(a))r sia convergente in X. Di-
mostrare che |b| < 1.
(¢) (T=2) Provare che se |b| < 1 allora per ogni a € X la successione (Tj(a)), converge
(in X) a T(a) := (apb?)pen.

(2) (T=3 punti) Siano X e Y spazi di Banach e sia (Ty)acr, To : X — Y, una famiglia di
funzionali lineari e continui. Supponiamo che Va € By esista ¢, € RT tale che

sup || To(2)|ly < ca-
acl

Si provi che esiste C' € RT tale che
sup [|Tal|zx,v) < C-
acl

(3) (Secondo P=8+6+6 punti; T=4+43+2 punti) Sia 1 < p < oco. Per ogni n € N sia
fn € LP(0,1) e sia T}, : L' (0,1) — R definito da

10) = [ )@
Supponiamo che Vg € LY (0,1) Flimy, 00 T (g9) € R.
Provare che 3 f € LP(0,1) tale che
(8) limyoo Tu(g) = fy f(x)g(a)da ¥ g € L¥(0,1);
(b) se p < +oo allora f,, — f in LP(0,1), mentre se p = oo allora f,, — f in L>(0, 1);

(©  [lfllp < liminfr oo || fallp < oo

(4) (Secondo P=11 punti; T=6 punti) Siano X,Y spazi di Banachsu ResiaT: X —» Y
un’applicazione lineare. Provare che se X ¢ riflessivo allora 7" & continua se e solo se T'(Bx)
¢ o(Y,Y")-compatto.
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica

Totale di Analisi Funzionale
Ferrara, 21.02.2017

(1) (T=13 punti) Sia b € R un numero reale. Sia X = ¢y munito della norma || - ||~ e per
ogni k € N sia Ty, : X — X il funzionale definito da
al ag ag
Tk(@) - (?7 b727' o 7@7070707"')(6 COO)

per ogni a = (an)nen € X.
(a) (T=T7 punti) Dimostrare che T}, ¢ lineare e continuo e calcolare la sua norma al variare
dibeR;
(b) (T=4) supponiamo che Va € X la successione (Tj(a))r sia convergente in X. Di-
mostrare che |b] > 1.
(¢) (T=2) Provare che se |b| > 1 allora esiste T' € £(X) tale che

dim [Ty = Tlgx) = 0-

(2) (T=3 punti) Siano X e Y spazi di Banach e sia (Ty)acr, To : X — Y, una famiglia
di funzionali lineari e continui. Supponiamo che esista U intorno di 0 tale che Vx € U
Jc, € RT tale che

sup |[To(2)[ly < ca
acl
Si provi che esiste C' € RT tale che

sup [|Tollzx,v) < C-
acl
(3) (Secondo P=8+6-+6 punti; T=4+3+2 punti) Sia 1 <p < 0o e g €€ L?(0,1). Sia
1
Ky={re220.0): | [ f@a@yis] < 151, < 1)

Provare che K, é convesso, chiuso e é debolmente compatto.

(4) (T=6 punti) Siano X,Y spazi di Banach su R e sia T': X — Y un’applicazione lineare.
Provare che se X ¢ riflessivo allora T & continua se e solo se T(Bx) ¢ o(Y,Y"’)-compatto.
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Totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 18.07.2017

(1) (16 punti) Sial <p < oo e f € R. Per ogni n € N e per ogni z = (zp)nen € [P sia

To(z) = Zﬁkxk
k=1

(a) (6 punti) Si provi che per ogni n € N l'operatore T, : [P — R ¢ lineare e continuo e se
ne calcoli la norma al variare di 1 < p < oo;

(b) (6 punti) si provi che se |3| < 1 allora, per ogni x € [P la successione reale (T, (z))nen
¢ convergente. Posto T'(x) := lim,,_o T}, (2), dimostrare che T : [P — R & un operatore
lineare e continuo;

(¢) (4 punti) Sia p > 1. Si provi che se per ogni = € [P la successione reale (T),(x))nen ©
limitata allora || < 1.

(2) (15 punti) Sia E uno spazio di Banach riflessivo e sia K un sottoinsieme convesso e chiuso
di E tale che K N By ¢ non vuoto. Provare che
(a) (6 punti) VYn € N 'insieme K N B; é convesso e debolmente compatto in F;

(b) (544 punti) se F' & uno spazio di Banach e T': E — F ¢ lineare e continuo vale che
T(K N By) é debolmente compatto in F' ed esiste il mingegnp, ||T(x)]].
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica
Totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 12.09.2017

(1) (16 punti) Sia 1 < p < co. Per ogni n € N e per ogni x = (z1)ren € IP sia

1

k=1

(a) (5 punti) Si provi che per ogni n € N l'operatore T, : [P — R ¢ lineare e continuo e si
esprima la sua norma;

(b) (6 punti) si provi che per ogni = € [P la successione reale (T),(z))nen € convergente.
Posto T'(x) := lim, 00 Ty (), dimostrare che 7' : [P — R ¢ un operatore lineare e
continuo. Si calcoli la norma di T" nel caso p = oc;

(c) (5 punti) dimostrare che ||T,, — T'[| ) — 0 per n — oo.

(2) (15 punti) Siano E, F' due spazi di Banach e sia T': E — F lineare, continuo e biettivo e
K C F un sottoinsieme convesso e chiuso. Provare che
(a) (4 punti) T'(K) ¢ chiuso in F}
(b) (3 punti) T'(K) é convesso;
(c¢) (4 punti) T(K) é debolmente chiuso in F
(d) (4 punti) se F é riflessivo e K é limitato, allora T'(K) é debolmente compatto in F'.
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Primo Parziale di Analisi Funzionale

Ferrara, 27.11.2017
(1) (21 punti) Sia a € R tale che |a| < 1. Per ogni z = (xj)ken € I*° sia

T(z) := (a"zk)pen

(a) (8 punti) si dimostri che T € £(I*°,1') e si calcoli la norma T[] 100 1)
(b) (7 punti) si dimostri che T' € L(I>°) e si calcoli la norma ||| z(oo);
(c) (6 punti) considerando T : [°° — [*° si definisca I'operatore

T"(z) := T(T" (z)).

Si provi che T™ — 0 in L£(I*°) e che la successione (S, )nen definita come

Sp 1= Zn: TF
k=1

converge nello spazio L£(1°°).

(2) (10 punti) Sia a € R tale che per ogni (x,), € I* la successione (a"x,), € I'. Dedurre che
la| < 1.

Suggerimento: si studi la convergenza puntuale degli operatori T}, : I' — R definiti come

T.(z) = Z axy,
k=1
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Compito scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 16.01.2018
(1) (Primo P=23 punti; T=11 punti.) Si munisca lo spazio ¢y della norma || - ||oc. Sia
a = (ap), una successione. Per ogni n € N e per ogni = (x)ren € co sia Ty, (z) € coo
definito come
Tn(z) := (@121, -, apTp, 0,0, ).
(a) (Primo P=7 punti; T=4 punti). Si dimostri che T}, € L(co,!') e si calcoli la norma
Tl 20,1
(b) si supponga che per ogni x = (z,,)n € co la successione (anzy), € I'. Posto T(z) :=
(@nxn)n, si dimostri che
(i) (Primo P=8 punti; T=4 punti) per ogni = € ¢q vale ||T},(x) —T(x)|[; = 0 e
T e ,C(C(), ll);
(ii) (Primo P=8 punti; T=4 punti) a € I' e ||T||z(¢n) < llall1-

(2) (Primo P=8 punti; T=4 punti.) Sia X uno spazio di Banach e sia T € £(X) tale che
IT||z(x) < 1. Si definisca T° = Id e per ogni n € N sia T := T o T, Provare che la
successione S, : X — X definita da

"k
) =;MTk( )

é convergente in £(X) ad un operatore S di cui si chiede di stimare la norma.
(3) (Secondo P=8+48+6-+5+4 punti; T=5+4+3+2+42 punti) Sia 1 < p < oo e f,g €
LY (0,1). Posto T : L?(0,1) — R

/‘f (@)dz + |l¢l,

Ky = {p € L(0,1) : |/ (e)de| <1+ llglly < 1,

provare che

) Vn € N l'insieme K, é non vuoto, convesso e debolmente compatto;

I’operatore T' é convesso e semicontinuo inferiormente rispetto alla topologia debole;
Vn € N Jyp, € K, tale che T(¢,) = mingex, T(¢)

(¢n)n ammette un’estratta debolmente convergente in LP(0, 1);

se (¢, )n converge debolmente a ¢ in LP(0,1) allora T'(¢) = min ek, T'(¢) dove

(a

(b)
(c)
(d)
()

Ko = {o € I7(0,1) y/ (2)da] < 1, o]l < 1}.
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(1) (a) La linearita dell’operatore T,, ¢ facile. Riguardo la continuité osservare che per ogni
T = (xn)nEN €

1 Tn ()|l = Zlam!< Z!az\ JESIPS

da cui segue che T,, & continuo e che |‘Tn|’£(60’ll) < (3> |ail; Inoltre, scelto 1, =
(1,1,...,1,0,...)(€ c)) si ha che ||1p]|oc = 1 € Ty (1) = (a1,a2,...,a,,0,...) da cui
— ——

n n

n
1Tl oy 2 WTn()ll = laal-

Quindi [Tl £(co01) = Doimq lail-
(b) (i) se per ogni x = (x,), € co la successione (a,z,), € I, si ha che
o0
L) = T@)]h = 3 lawi] 0
i=n+1

per n — oo perche’ coda di una serie convergente. Da uno dei corollari del
Teorema di Banach-Steinhaus, si ha che 'operatore T' é un operatore lineare e
continuo tra gli spazi di Banach cg e I', ossia T' € L(cg,');

(ii) Applicando il Teorema di Banach-Steinhaus, si ha che sup, e [|Tn|| (1) < 400
da cui

supz la;] < 400
neN ;T

ossia Y20, |a;| < 4o00. Quindi a € I'. Dal Corollario di BS, segue che

n
1T 2(eory < Mminf [T £(cp,m) = liggggf; |lai| = |lal|1
1=
pplichiamo il criterio di Weistrass sulla convergenza totale di una serie. Poiche’ vale che
2) Applichi il criterio di Wei 1 le di ie. Poiche’ vale ch
T 2(x) < ||T\|7£‘ x) ed osservando che |ki+1] < 1 segue che

[e.9]

k k HTHL(X)
x=) ——|[T"||x < T )= ———

Per il criterio di Weistrass (apphcato nello spazio d1 Banach £(X)) segue che la successione
Sy, converge in £(X) all” operatore

=3 e

di norma
T[] 2ex)

L=T|lzxy

(3) (a) E facile osservare che 0 € K, Vn € N e pertanto 'insieme K, é non vuoto. Sia Sy il
funzionale lineare e continuo su LP dato da

151 2cx)y = Tim [|Sallz(x) <

e sia
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Essendo E,, un sottolivello del funzionale convesso |S,| vale che E,, ¢ convesso. Essendo
K, = BrrNE, dove By ¢ la palla unitaria (convessal!) di L?, segue che K, & convesso.
Inoltre Sy é continuo forte. Pertanto anche |Sy| é continuo forte (la composizione di
funzioni continue & continua) e pertanto K, = [Sy| ([0, 2])N By» & chiuso fortemente.
Siccome K, ¢ convesso, chiuso fortemente e limitato in LP che & riflessivo, segue che é
debolmente compatto.

I’operatore 1" é convesso e continuo in quanto somma di un operatore lineare e continuo
su LP (per il teorema di rappresentazione) e della norma che é convessa e continua.
Quindi, essendo T continuo fortemente e convesso, T ¢ semicontinuo inferiormente
rispetto alla topologia debole;

basta applicare il Teorema di Weiestrass su spazi riflessivi (con K, convesso, chiuso,
non vuoto e limitato);

per ogni n € N vale che ¢, € E,, C Brpr. Quindi (@), é una successione limitata in
LP che é uno spazio riflessivo e pertanto ammette un’estratta debolmente convergente
in LP(0,1);

supponiamo che (g, )n converge debolmente a @ € By in LP(0,1). Prima di tutto
osserviamo che per ogni n € N

1
Sylor)| <1+ -
n

Pertanto (sfruttando il fatto che anche |S,| é continuo debolmente) vale che
N <
1S9(#)] = lim |Sg(pn)] <1
ossia
p € K.
Inoltre osserviamo che Ky C K, per ogni n € N e pertanto per ogni ¢ € Ky vale che

T(p) > min T = T(o,).
(@—ﬁﬁl (¢n)

Passando al liminf (e sapendo che T' ¢ semicontinuo debolmente) vale che
T(p) > liminf T(,) > T(p).
n—oo

Le proprietd (5) e (6) implicano la tesi.
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Compito scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 20.02.2018
(1) (T=14 punti) Siaa € Re 1 < p < 4o00. Per ogni n € N e per ogni z = (zp,)nen € P sia
T, (x) € cop definito come

T, (x) := (azy, a’xy, - "2y, 0,0,---).

(a) (6 punti) Si dimostri che T,, € L(IP) con ||T,||zqr) = maxg<y |al¥;
(b) (2424242 punti) si supponga che per ogni x = (z,), € [P la successione (a"xzy,)y €
IP. Posto T'(x) := (a™xp)n, si dimostri che
(i) esiste M > 0 tale che sup,,ey ||Tnl| vy < M;
(i) lo] < 1
(iii) ||T(x) —T(z)||p — O per ogni = € I7;
(iv) T € L(IP) con ||T|z@w) = lal.

(2) (T= 7 punti) Siano X spazio di Banach riflessivo e ¥ uno spazio normato. Sia K C X
un sottoinsieme convesso chiuso. Sia f : X — Y una funzione lineare e continua. Provare
che esiste il

min(|[.f (@)lly + [lzllx).

(3) (T=4+3+3 punti) Siano f,g € L'(0,1). Posto T : L>=(0,1) — R

/ F@)p(@)dz + [|plloc

K= {p e L(0,1): \/ 2)de] < 1, [llloe < 1},

provare che

(a) l'insieme K é debolmente* compatto e non vuoto;

(b) Toperatore T' é semicontinuo inferiormente rispetto alla topologia debole*;
(c) ¢ € K tale che T(p) = mingex T(p).
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(1) (a) La linearita dell’operatore T,, ¢ facile. Riguardo la continuité osservare che per ogni
xr = (xn)nEN elr

. 1 .
1@l = (S Il < (s lof)llel,
1<i<n
da cui segue che Ty, & continuo e che ||T5,||z0») < (supj<i<p |al’); Inoltre, se i ¢ tale
che max;<;<p |a|' = |a|’, posto e = (0,---,0, } ,0,0,...) si ha che |||, = 1 e
_ i
Tn(e;) = (0,---,0, a* ,0,0,...) da cui
i
= 1 .
ITollewy = ITulen)lly = (lal?? = mas ol

Quindi ||Tn||£(lp) = maxlgign |a|’
(b) (i) se per ogni x = (xy,), € [P la successione (anzy), € [P, si ha che

- 1

sup || T ()|l = sup( Y [a'zi?)7 = ||(an@n)nenllp € R.
neN neN 1<i<n

Applicando il Teorema di Banach-Steinhaus, si ha che

supHTnHL(p) =M < +o0;
neN

(ii) dal punto (i) segue che
sup |a|” = sup max |a|’ = sup [ Tall £t goey = M < +o00.
neN neN 1<i<n neN ’
Quindi |a| < 1.
(iii) per ogni z = (zy,), € IP

1 T(@) = T@)l = (Y la'wif?)r < lal( Y Jaif?)7 — 0

i>n+1 i>n+1

per n — oo in quanto la successione (z,,), € 1.

(iv) Da uno dei corollari del Teorema di Banach-Steinhaus, si ha che 'operatore T" é
un operatore lineare e continuo tra gli spazi di Banach [P e [P, ossia T' € L(IP).
Inoltre dallo stesso corollario di BS, segue che

T|| zry < linlgiogf||TnH£(zl,zoo) = |al.
(2)
(3) (a) Possiamo scrivere l'insieme K (a cui appartiene la funzione ¢ = 0) come
K =8,'([-1,1)) N Br~
dove B é la palla chiusa di L*>°(0,1) e

1
Soli) = /0 o(@)g(x)d.

L’operatore S, é un operatore lineare continuo debole* (si osservi che L™ = (L') e
che la funzione g € L'. Quindi S, fa parte della famiglia delle applicazioni attraverso
le quali é costruita la topologia debole*). Quindi I'insieme S;!([—1,1]) é un chiuso
debole*. Essendo K lintersezione di un chiuso debole* con la palla Bre (che é debol-
mente* compatta per il Teorema di BAB), allora K é debolmente* compatto.
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(b) T'operatore T' é la somma dell’operatore Sy (che é continuo rispetto alla topologia
debole*) e della norma L(y) := ||¢||oo che é semicontinuo inferiormente rispetto la
topologia debole* (i suoi sottolivelli sono le palle che sono debolmente * compatte e
quindi debolmente* chiuse). Quindi 7" = St + L é semicontinuo inferiormente rispetto
la topologia debole* in quanto somma di operatori semicontinui.

(¢) Essendo T semicontinuo inferiormente rispetto la topologia debole* ed essendo K un
insieme debolmente* compatto, per il teorema generalizzato di Weistrass (versione
topologica), 3¢ € K tale che T(¢) = minyex T(p).
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Compito scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 18.05.2018
(1) (T=14 punti) Sia 1 < p < 4o00. Perognin € N e per ogni x = (zx)ren € IP sia P,(z) € coo
definito come
P, (x) := (x1,22,  + ,2p,0,0,---).
Si dimostri che

(a) (4 punti) P, € L(IP) con ||Py]|zqr) = 1;

(b) (4 punti) se 1 < p < 400 allora P,(z) — « in [P per ogni = € I?;

(¢) (4 punti) P,(x) — z in I*° per ogni x € cy;

(d) (3 punti) P, non tende ad I in L(IP) (si calcoli (I — P,)(en+1) e si determini ||I —

Pollzapy--)

(2) (6 punti) Sia f, (f,)n € L?(0,1). Provare che
1o = fllz = 0 == fu = f in L(0,1) e || fall2 = [|f]]2-

(3) (11 punti) Sia 1 < p < oo e f € L (0,1). Sia S : LP(0,1) — L'(0,1) Poperatore definito
da
S(p)=1[-¢ VeeLP(0,1).
Provare che S é ben posto, lineare e continuo con norma ||S|| < ||f||,. Dimostrare inoltre
che se p, — ¢ in LP(0,1), allora fp, — f¢ in L'(0,1).
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Compito scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 03.07.2018
(1) (T=10 punti) Sia 1 <p <oo,n €N, g € R. Per ogni z = (x,), € [P sia

->

Si dimostri che T € (IP), si calcoli la sua norma e si dimostri che per ogni x € I vale che
lim, oo T'(z1, -+ ,2n,0,0,0,--+) = T(x).

(2) (T= 7 punti) Siano X spazio di Banach riflessivo. Sia K C X un sottoinsieme convesso
chiuso. Sia f: X — R™ una funzione convessa e continua. Provare che esiste il

min(f(z) + |2l )

(3) Sia 1l <p<ooe (fn)n e LP(0,1). Sia T}, : LP(0,1) — R Poperatore definito da

1
- [ fu@playis
Dimostrare che

(a) (3 punti) per ogni n € N l'operatore T}, é lineare e continuo e calcolarne la norma;
(b) (3 punti) se f,, — f in L¥'(0, 1), allora , posto

/f

vale che T,,(p) — T'(¢) Vo € LP(0,1);
(¢) (24343 punti) se per ogni ¢ € LP(0,1) la successione (1, (¢))n converge,
allora
(a) suppen [|Tnll(zro,1))y < +00;
() 3(fe,)n C (fn) ed I f € LY (0,1) tale che fr, — f in L¥'(0,1);
(

c¢) per ogni ¢ € LP(0,1)
1
T(e) = | fa)ole)ds
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Compito scritto di Analisi Funzionale

Ferrara, 19.07.2018
(1) (T=10 punti) Sia 1 < p < oo esia X = [P x P dotato della norma ||(z, y)||x = ||z||p+]|yllp
per ogni (z,y) € X. Sia T : [P x [P — [P definito da
T(z,y) == (Tn + Yn)nen
per ogni & = (Zp)neN, ¥ = (Yn)nen € IP. Dimostrare che T' é un operatore ben posto, lineare
e continuo con norma ||T||x: = 1.
(2) (T= 7 punti) Sia X spazio di Banach riflessivo e sia
K:=BxnN{zreX: p() <1}
dove ¢ € X'. Sia T : X — R una funzione lineare e continua. Provare che |T| é una

funzione convessa e semicontinua e che esiste il minge g |T'(x)].

(3) (T= 12 punti) Siap=1e f € C[0,1). Sia T, : L'(0,1) — R l'operatore definito da

To(p) = /0 f (@) p(x)d.

Dimostrare che
(a) per ogni n € N l'operatore T}, € (L*(0,1))" e calcolarne la norma;
(b) se per ogni ¢ € L*(0,1) la successione (T,,(¢)), ¢é limitata, allora
(1) suppen [|Tnll(z10,1)y < 4005
(i) f € L>(0,1);
(iii) per ogni ¢ € L(0,1)

1
To(g) - /0 f(@)p(a)d.

Hint: per ogni n la funzione f, € L°(0,1) che rappresenta T}, é la funzione f,(z) =
f(z) sex € (0,1-1), f,(x) = O altrimenti. Allora ||T,|| = [ fallLoe0,1) = maxp ;1) |f].
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Primo Esonero di Analisi Funzionale

Ferrara, 23 novembre 2018
(1) Sia 1 < p < o0, siano (an)n, (bn)n € R e sia X = I x [?" dotato della norma ||(z,y)||x =
l|z|lp + ||y||yy per ogni (z,y) € X. Sia T : (X, || -||x) — R definito da
k

Tkz(‘r’ y) = Z(anfxn + bnyn)

n=1
per ogni & = (p)nen € P € Yy = (Yn)nen € I
Dimostrare che:

(a) (4 punti) T} e un operatore ben posto, lineare e continuo;
(b) (4 punti) per p ¢ {1,+o0} si ha che

Tl = max{<i |an|p’)”1'; (fj rbnw)’l’};

n=1 n=1

(c) (4 punti) per p =1 si ha che

k
Il = max{ sup Jaul: 3 Il
1<n<k ot
(d) (6 punti) Supporre poi che per ogni (z,y) € X esistail T'(z,y) := limg_ o0 Ti(z,y) € R.

Dedurre che (an)n € 17, (by)n € I e che ||Tp — T||x» — 0 per k — oc.

(2) (13 punti) Sia X spazio di Banach, T}, : X — X una famiglia di operatori lineari e continui
e D C X un sottoinsieme denso tale che:
Thx — x pern — oo, Vxr € D

Provare che le seguenti condizioni sono equivalenti:
(a) sup,, HTnHL(X,X) <

(b) Thx —» x, Ve e X

(c) sup,, |Tn(z)]| < 0o Vx € X.
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Primo parziale-Secondo parziale-Totale di Analisi Funzionale
Ferrara, 18.01.2019

(1) (Primo P=22 punti, T=12 punti) Sia b € R un numero reale. Sia X = ¢y munito della
norma || - |le € per ogni k € N sia Tj, : X — X il funzionale definito da

Ti(a) = (aleb,age%, oL aRe0,0,0, - - )(€ o)

per ogni a = (an)nen € X.
(a) (P=9 punti, T=5 punti) Dimostrare che T} ¢ lineare e continuo e calcolare la sua
norma (al variare di b € R);
(b) (P=7 punti, T=4) Supponiamo che Va € X la successione (Tj(a)); sia convergente
in X. Dimostrare che b < 0.
(c) (P=6 punti, T=3) Provare che se b < 0 e T(a) := (ape*®)en, allora per ogni a € X
la successione (T (a))x converge a T'(a) in X; per b = 0 provare che (T)x non converge
aT in L(X).

(2) (Primo P= 8 punti, T=4 punti) Sia (ay), una successione tale che Y ~° , |ayb,| € R
per ogni (b,), € I*°. Provare che (a,), € I'.

(3) (Secondo P= 9 punti, T=4 punti) Siano X,Y due spazi di Banach e sia T' € L(X,Y)
tale che soddisfa la seguente proprieta:
Voo € X e V(zp)n C X, se z, — xp in X allora T'(z,) — T(x0) in Y. Provare che
TeL(X,Y).

(4) (Secondo P=5+4+4+54+4 punti; T=3+2+2+4242 punti) Sial <p < oceg,f €
LY (0,1). Sia Ty : LP(0,1) — R definito da

1
Ty(p) = /0 f(@)p(a)ds

1
e Ki={pel’(0,1): | /0 g(@)p(@)da| < 1, ]lgll, < 1}

Provare che

(a) linsieme K & non vuoto, convesso, fortemente chiuso e debolmente compatto;
(b) ¢ € K tale che T¢(¢) = mingex Tr(¢p).

Provare inoltre che se (f,), € LP' (0,1) e T;, := T}, allora

(a) se f, — f in LP'(0,1) allora sup,, ||Ty||(zsy < +00;

(b) se sup,, ||fullyy < +oo allora esiste (fr,) C (fu)n ed esiste fo € L' (0,1) tale che
Tk, (p) — fol fo(x)p(x)dx Yo € LP(0,1);

(c) se fn— fin L (0,1) e ¢, — ¢ in LP(0,1) allora

1
Tn(n) = /0 f(x)p(z)d.
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica

Secondo parziale-Totale di Analisi Funzionale
Ferrara, 30.01.2019

(1) (T=11 punti) Sia b € R un numero reale. Sia ¢y munito della norma || - ||« € per ogni
k € N sia T}, : ¢g — 1! il funzionale definito da
asb? axbk

Tk(a) (alb 9 T 0T ,Ta

070707 te )(E COO)

per ogni a = (an)nen € Co-
(a) (T=>5 punti) Dimostrare che T}, ¢ lineare e continuo con norma |[Tx|| £, 1) = Zﬁ:l %;
(b) (T=4 punti) Provare che la successione (T},); converge (in L£(co,!)) all’operatore T

definito per ogni a = (an)nen € ¢o come
ayb®
T(CL) = ( k' )kEN)
(¢) (T=2 punti) si calcoli la norma dell’operatore T'.

(2) (T=5 punti) Siano X e Y spazi di Banach e sia (Th)acr, To : X — Y, una famiglia
di funzionali lineari e continui. Supponiamo che esista U intorno di 0 tale che Vx € U
Jc, € RT tale che

sup | Ta @)y < .
ael

Si provi che esiste C € RT tale che
sup [|Tallc(x,y) < C.
acl
(3) (T=6 punti, Secondo P=12) Sia X uno spazio di Banach e T : X — X' lineare.
Dimostrare che sono equivalenti i seguenti fatti:
(@) T: (X, |- llx) = (X', || - ||x/) continuo;
(b) per ogni successione (zy,)neny C X e per ogni z € X
Ty, — 1 — Tx, A Tx.
(4) (T=10 punti, Secondo P=20) Siano g, f € L?(0,1) e sia Ty : L*(0,1) — R definito da

/ f(x dw—i—/ol ©? (x)dx

e K :={pecL*0,1): |/ (z)dz| < 1}.

Provare che

(a) l'insieme K ¢ non vuoto, convesso e debolmente chiuso;

(b) per ogni € L2(0, 1) vale che Ty(p) > ¢lla(llllz — | f]]2);
(c) 'applicazione Tt é convessa e continua;

(d) ¢ € K tale che T¢(¢) = mingex Tr(p).

Provare inoltre che se (f,), C L?(0,1) e T;, := Ty, allora se f, — f in L?(0,1) e ¢, = ¢
in L2(0,1) allora

1
hmlnfT (¢n) /f dﬂ:—}—/ ©*(x)dz.
0
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica

Totale di Analisi Funzionale
Ferrara, 12.03.2019

(1) (T=12 punti) Sia 1 < p < o0 e sia y = (Yn)nen una successione. Per ognin € Ne x € [P
sia T}, (x) definito da

n
k=1

(a) (4 punti) Dimostrare che T, € (IP)’ Vn € N e calcolarne la norma (al variare di p);
(b) (8 punti) Sia 1 < p < 4+o00. Si dimostri che sono equivalenti i seguenti fatti:

(i) per ogni x € [P la successione (T, (z))nen €é convergente;

(ii) y € 17",

(2) (7 punti) Siano X,Y, Z spazi di Banach e J : Y — Z un operatore lineare, iniettivo e
continuo. Sia T : X — Y un operatore lineare tale che J o T' sia continuo. Provare che T
e’ continuo.
(In alternativa (vale (4 punti)) dimostrare lo stesso risultato sotto l'ipotesi aggiuntiva che J sia
anche suriettivo.)

(3) (T=12 punti) Sia f € L%*(0,1) e sia Ty : L?(0,1) — L(0,1) definito come

T(9):=fyg
Provare che
(a) T é lineare e continuo;
(b) [IT1] = 1 £1]2
(c) se g — g in L?(0,1) allora fg, — fg in L'(0,1).
(d) fissata go € L?(0,1), esiste il
min ||T(g)l[2:

dove
Ko:={g € L*0,1): |lg—goll2 < 1}.
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica
Totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 15.07.2019

(1) (11 punti) Sia a € R. Per ognin € N e x = (z)ren € 12 sia
n
T.(z) := Ze“kxk.
k=1
Dimostrare che
(a) (2 punti) per ogni n € N I'operatore T}, € (I2);
(b) (9 punti) se la successione (T, (r)), converge per ogni x € [? allora, posto

T(x):= lizn T, (),

allora
(i) T : 12> — R é lineare e continuo;
(ii) a <0

(iii) limp oo [Ty — T|] 2y = 0.

(2) (12 punti) Siano X,Y spazi di Banach e sia T': X — Y una funzione lineare e continua.
Provare che
(a) lapplicazione ¢ : X — R definita da ¢(x) := ||T(x)||y é semicontinua inferiormente e
convessa;
(b) se X é riflessivo e K C X é convesso e chiuso e non vuoto, allora, posto B, := {z €
X :||z|]|x < n}, vale che
(i) esiste ng € N tale che Vn > ng 3z, € K N By, tale che ¢(z,) = min ¢(x);

reKNB,
(if) lim ¢(wn) = inf ¢(z).
(3) (8 punti) Sial < p < ooege LP(0,1). Sia

1
K, = {f € L0.1): | /O F(@)g(@)de] < L|I1f]], < 1}

Provare che K, ¢ convesso, chiuso e debolmente compatto.
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Risoluzione dell’esercizio (2):

Essendo T lineare e la norma una funzione convessa, per I’Osservazione 15.2 (parte (4)) della

dispensa si ha che la composizione ||T'|| é convessa; inoltre la composizione di funzioni continue é
continua. Quindi ¢ = ||T’|| é continua, da cui semicontinua.
Poiché K & non vuoto, da un certo punto in poi, K N B, é non vuoto. Quindi esiste ng tale che
per ogni n > ng, 'insieme K N B, é limitato, convesso (in quanto intersezione di insiemi convessi)
e chiuso (in quanto intersezione di insiemi chiusi). Quindi applicando il Teorema di Weirstrass per
spazi riflessivi, segue che Vn > ng esiste z,, € K N B,, tale che

¢(xy) = min  ¢(x).

reKNB,

Poiché B,, C B,,+; allora

. . .
L P(x) > eiiin o(x)

ossia la successione (¢(zy))n>n, € decrescente . Quindi esiste il lim, o ¢(x5,) €
inf < i .
Inf ¢(z) < lim ¢(zn)

Poi se € > 0, esiste £ € K tale che
¢(z) < inf ¢(x) +e.

rzeK
Allora esiste n € N tale che z € B,, N K, da cui segue che
d(xn) < o(Z) < inf @(z) + €.
zeK
Si ottiene quindi che per ogni € > 0
lim ¢(x,) < inf ¢(x) +e.

n— 00 zeK

Per € — 0 segue la tesi.
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Corso di Laurea Magistrale in Matematica
Primo parziale di Analisi Funzionale

Ferrara, 28.11.2019

(1) (18 punti) Siaa e Re 1l <p<oo. Per ognin € N ez = (xp)ren € P sia
n
To(z) := Ze“kxk.
k=1

Dimostrare che

a) (4 punti) per ogni n € N l'operatore T), € (IP)’ e se ne calcoli la norma;

(a) (4 punti) per og p n ;

(b) (2 punti) se a < 0 allora (7,,(z)),, converge per ogni = € [?;

(¢) (12 punti) se la successione (T,,(x)),, converge per ogni x € [P allora, posto

T(x):= lizn T, (x),

vale che
(i) T : I? — R é lineare e continuo;
(ii) se p > 1 allora a < 0 e limy, 0 |75 — T'|[ (1) = 0;
(iii) se p =1 allora a < 0;
(iv) se p=1e a = 0 allora non vale che T}, — T in (I').

(2) (13 punti) Siano X,Y spazi di Banach suR e sia T}, : X — Y una successione di funzionali
lineari e continui tali che per ogni x € X la successione (T},(z))nen é di Cauchy in Y.
Provare che

(a) suppen |[Tnllcx,y) < +0o0;
(b) se (x,) é di Cauchy in X allora (T, (zy))n é di Cauchy in Y.
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Risoluzione:
(1) (a) Posto b, = (b})x dove

k
bn'_{e“ se k<n
k=

0 altrimenti

vale che T,, = Ty, e b, € coo C 1 per ogni p > 1. Quindi dal teorema di rappresen-
tazione degli operatori lineari e continui su [P si ha che T}, é un operatore lineare e
continuo su (P e

n
(Zeakp/)l/p sel <p<oo
HTnH(lP)’ = [|ballp = k=1

SUPj<k<n % sep=1
1_€a(n+1)p’
( 1 — e
_ ) nl/? sel<p<ooANa=0
esep=1ANa>0
e“sep=1Aa<0.

— D" sel<p<ocona#0

k converge. Pertanto posto

(b) Se a < 0 allora e* < 1 e quindi la serie geometrica »_p-, e*
b = (e")en vale che b € 11 C P per ogni p > 1 da cui, per la disuguaglianza di
Holder, (e®*z;)reny € I' per ogni x € [P. In particolare, per ogni 2 € [P, abbiamo la

convergenza semplice della serie Y oo ez, Quindi, per k — oo,
n [o.¢]
T, (z) = Z ey — Ze“kxk =T(z).
k=1 k=1

(¢) Supponiamo che la successione (T),(z)), converge a T'(x) per ogni = € [P. Per il
Teorema di BS, l'operatore 7' € (IP)’. Poiché T'(z) = S 32, ez, dal Teorema di
rappresentazione dei funzionali lineari e continui (vedi anche anche il caso p = o00),
deve valere che b = (e™).en € ' (si osservi che T = T;). Ma questo equivale a
richiedere che

le?'| <1sel1<p<oo
le?'| < 1sep=o0

ossia
a<0sel<p<oo
a<0sep=1

Inoltre, se 1 < p < 00 e a < 0, posto b, = <I;Z)k‘ dove

- {eak sek>n+1

bk = . .
0 altrimenti

vale che, per n — oo,

o

~ \N1/p"
1Ty = Tly = lbally = ( 3 ™) 0
k=n+1

in quanto coda di una serie geometrica convergente. Invece per p =1 e a = 0 vale che

| Tn — T||wy = |bn]loe = sup e® =14 0.
k>n+1
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(2) (a) Poiché per ogni x € X la successione (T, (x))nen € di Cauchy in Y che é uno spazio di
Banach, allora esiste il limite (in Y') della successione (T},(z))nen. In particolare da un
Corollario del Teorema di BS, M := sup,ey ||Tal|z(x,y) < +00. Inoltre, per lo stesso
Corollario, posto T'(x) := lim, oo Ty (), vale che T' é un operatore lineare e continuo.

(b) Essendo X uno spazio di Banach, la successione (z), che é di Cauchy in X, converge
ad un punto xg € X. Allora

|Tn(zn) = T(zo)lly < | Tw(zn) — Talzo)lly + [|Th(z0) — T(z0)|ly
<N Tall - lzn — 2ol x + [|T0(xo) — T'(o)|ly
<M -[|zn — mol|x + (| Tn(z0) — T(0) Iy
e 'ultimo membro tende a 0.

Osservazione 0.1. Il precedente esercizio vale ancora se richiedessimo Y solo spazio normato.
Infatti se (yn) € una successione di Cauchy in uno spazio normato Y, allora essa € limitata in
quanto
per ogni n,m > ng da cui

sup [[ynll < sup [yml| + € < M.

neN

m<ng
Quindi per provare la parte (1) dell’esercizio precedente, dopo aver osservato che per ogni x € X
la successione (T, (x)) € limitata in'Y in quanto di Cauchy, si puo usare direttamente il Teorema
di BS.
Vediamo invece come cambia la dimostrazione della parte (2) quando Y € solo normato (in quanto,
senza l’ipotesi che Y sia di Banach, non posso usare che (T, (xy)), converge a T(x)). Per provare
che (T, (xn))n € di Cauchy potrei allora procedere cosi: essendo (x,) di Cauchy, fissato € > 0,

sta ng tali che
€
— < —

per ogni k,m > ng e fissiamo k > ng. Poiché la successione (T, (xk))n € di Cauchy in'Y (applicando
Uipotesi dell’esercizio su i), esiste ny tale che
€

T (k) — T (2r) |y < 3
per ogni m,m > ny. Allora per ogni m,n > max{ng,n1} vale che

1T (2n) = Tin(@m)|ly < | Tn(zn) = Tnl(ow)lly + 1 Tn(wk) = Ton(zp)lly + T (2x) = Ton(2m) |y
< Mljzn — 2| + (| To (k) — Ton(2r) Iy + M2 — o x

2
< §6 + HTn(l’k) — Tm(xk)Hy <€

ossia (T (xn))n € di Cauchy in'Y.
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Compito totale, primo parziale e secondo parziale di Analisi Funzionale

Ferrara, 16.01.2020

(1) (Primo P=19 punti, T=9 punti) Sia 1 < p < co e sia a € R. Per ogni n € N e per ogni
x = (z)ken € [P poniamo

n ak
To(w) =) -
k=1

. L s
(a) Dimostrare che ¥n € N l'operatore T}, : [? — R é lineare e continuo e calcolarne la
norma,
(b) Provare che sono equivalenti i seguenti fatti:
(i) laf < 1;
(ii) per ogni x € [P esiste T'(x) € R tale che lim,, T),(z) = T'(x) .
(iil) esiste T € (IP)" tale che limy, [|T5, — T'||»y = 0.

(2) (Primo P=12 punti, T=6 punti) Sia X uno spazio di Banach e sia T' € £(X) tale che
IT||z(x) < 1. Si definisca T° = Id e per ogni n € N sia T := T o T"~!. Provare che la
successione S, : X — X definita da

~ T ()

Sp(x) = p

k=1
é convergente in £(X) ad un operatore S di cui si chiede di stimare la norma.

(3) (Secondo P: 104+5=15 punti, T=8 punti) Sia X uno spazio di Banach riflessivo e sia
T € X'. Sia ¢ : X — R l'applicazione definita da ¢(z) := T'(x) + ||z||. Provare che

(a) se S € X' allora esiste il Hli[I{l ¢(z) dove
S

K:=BxnN{zreX:|Sx)| <1};

(b) se ||T||x <1e H C X é non vuoto, convesso e chiuso, allora esiste il mi}{l o(x).
xre

(4) (Secondo P=6+3+4+43=16 punti, T=8 punti) Sia 1 <p < coe (f,) € L (0,1). Sia
T, : LP(0,1) — R definito da

1
() 3:/0 frn(x)p(z)d.

Si supponga che sup,, ||Ty|(zr) < +00. Provare che

(a) esiste (f,) C (fn)n ed esiste fo € LP (0,1) tale che fr,, — foin L' (0,1) se 1 < p < 0o
e fr, — foin L=(0,1) se p = 1;

(b) [1folly < supy, [[Tol(Lrys

(¢) Th, () = Jy fol@)p(a)dz Vip € LP(0, 1);
(d) se ¢, — ¢ in LP(0,1) allora

1
Tkn(Wkn)%/O fo(x)p(x)dx.
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Soluzione.
(1) (vedi compito 02.12.2016) Per ogni n € N definiamo b, = (b})x € coo definito da

by i % sek<n
0 altrimenti

Dal Teorema di rappresentazione, si ha che l'operatore 7), é continuo con

R
7

n ﬁ p/ P 1
||Tn”£(lz},zl) = ||bp ||y = <Ek=1 1% | > se p #

k
Supj<p<n | % | sep=1

(2) (a) (i) = (i7). Se |a| < 1 allora b = (%)k e 1" per ogni 1 < p/ < 0o in quanto @ < %

Quindi per la disuguaglianza di H'older si ha che Va = (xk)r € IP la successione
(%xk)k € 1!, ossia la serie Y 22, %mk converge. Allora posto T'(z) := Y 2, %xk si
ha che T é lineare e continuo e lim,, T),(z) = T(z) Vo = (z1)x € IP.

(b) (4) = (i4i). Dal Teorema di BS, se esiste T'(z) = lim,, T),(z) Vo = (zx); € [P allora
T € IP'. Inoltre T'(z) = ppay %l‘k Allora, dal Teorema di rappresentazione, si ha che
b= (%)k elre T|| iy = ||(%)k|\p/ In particolare la successione (%) ¢ limitata, da

cui segue che |a| <1 (altrimenti limy |%] = +00).
L’operatore

ak

(o.9]
T—To(x)= ) T
k=n+1
¢ un operatore lineare e continuo. Se p > 1 allora

1
7

> a/k 1\ P
17, = Tl = (32 157
k=n+1

e, poiché (%)k € I¥', segue che per n — 0 [T — T|| vy — 0.

Sep=1
ak 1
1T~ Tllgry = swp |51 < sup 7]
k>n+1 k>n+1

e si ottiene di nuovo che per n — 0 ||T,, — T|[;p) — 0.

(¢) (i1i) = (ii). La convergenza nello spazio degli operatori implica la convergenza
puntuale. Pertanto vale la proprieta (ii) e, procedendo come nella dimostrazione

dell’implicazione precedente, si ottiene che b = (%) g € 1P C 1. In particolare |a| < 1.

(3) (tratto dal compito 16.01.2018)

(4) (a) siosservi che T'€ X’ da cui |T'| é continuo e convesso. Anche la norma é una funzione

continua e convessa. Allora ¢ é una funzione continua e convessa in quanto la somma
di due funzioni continue e convessi. Inoltre {z € X : |S(x)| < 1} é convesso e chiuso
(in quanto sottolivello di una funzione convessa e continua). Allora K := Bx N{x €
X :]1S(z)| < 1} é convesso e chiuso in quanto intersezione di insiemi convessi e chiusi.
Inoltre K limitato in quanto contenuto nella palla unitaria. Essendo X riflessivo, dal
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Teorema di Weirstrass per spazi riflessivi (applicato sull’insieme K limitato), esiste il
min ¢(x) dove
reK
K :=BxN{zreX:|S(x) <1}
(b) essendo ||T||x» < 1, alloraaa=1—||T|| >0e
¢(x) = [Ta| + ||| < —[[T(l|=]| + |zl = (X = [ITI])]]| = al=]].
In particolare se H non fosse limitato, allora

o(z) > lim  «af|z]| = +oo.

[|x]||—o0,x€H [|z||—o00,z€

Essendo X riflessivo, dal Teorema di Weirstrass per spazi riflessivi (applicato sull’insieme
H C X non vuoto, convesso e chiuso) esiste il milgl o(x).
xe

(5) (tratto dall’ Esercizio (4) del compito 18.01.2019)
(a) Si osservi che T, € (LP(0,1))" in quanto é un funzionale del tipo T, con v = f, €
L¥'(0,1). Essendo [ Tall(zr(0,1)y = ||fullp per ogni n € N si ottiene che

SuPanHLp’ = sup HTnH(LP)’ < +o0.
n n

Sial<p<ooe (fn) e LF(0,1). Sia Ty, : LP(0,1) — R definito da

1
) = /0 ful@)p(a)dz

Quindi, per 1 < p < oo, la successione (fy,), ¢ limitata in L' (0,1) che & uno spazio
riflessivo. Pertanto esiste (fx,) C (fau)n ed esiste fo € L' (0,1) tale che fr., — fo
in L' (0,1). Se invece p = 1 si ha che la successione (fy), ¢ limitata in L%(0,1)
che ¢ il duale dello spazio separabile L!(0,1). Pertanto esiste (fx, ) C (fn)n ed esiste
fo € L>®(0,1) tale che fi,, — fo in L>=(0,1).

(b) Dalle proprieta della convergenza debole e della convergenza debole* si ha che

ol < liminf[[fi, [ < sup [|fallpy < sup ||Tnflzey:

(c) Dalla caratterizzazione della convergenza debole e debole*; si ha che

1
/fkn( d:n—>/ fo(z)p(z)dx V¢ € LP(0,1)
0

ossia
Ty, () — / fo(x)p(x)dr Ve € LP(0,1).
(d) Dal punto precedente abbiamo che la successione dei funzionali lineari e continui T,
sta puntualmente convergendo al funzionale Tp(¢ fo fo(x)e(x)dx. Poiché ¢, — ¢

in LP(0,1), da un Corollario di BS, segue che i due limiti si compongono, ossia

Tk, (r,) = Tolp /fo
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Secondo parziale e Compito totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 03.02.2020

(1) (T= 15 punti) Sia a € R tale che |a| < 1. Per ogni = = (xy)ren € [ sia

T(z) := (a"z)pen.

(a) (5 punti) si dimostri che T € L£(I*,1') e si calcoli la norma T']| £ o0 115
(b) (5 punti) si dimostri che T' € L(I>°) e si calcoli la norma [|T||z(oo);
(¢) (5 punti) considerando T : [*° — [*° si definisca 'operatore

T"(z) == T(T" !(z)).

Si provi che T™ — 0 in L£(I°°) e che la successione (Sy,)nen definita come

Sp = i T*
k=1

converge nello spazio L£(1°°).
(2) (Secondo P: 104+5=15 punti, T=8 punti) Sia 1 < p < oo e sia f € L’ (0,1). Sia
T : LP(0,1) — R l'applicazione definita da

1
T(g) = /0 f(@)g(@)dz + gl

Provare che )
(a) esiste il mi}r{lT(g) dove K :={g € L?(0,1) : (fol g(x) — 1|Pdz)» < 1};
ge

(b) se ||f|lyy <1e H C LP(0,1) é non vuoto, convesso e chiuso, allora esiste il mi{[l T(g).
g€

(3) (Secondo P: 10+45=15 punti, T=8 punti) Siano (X,|- |x) uno spazio normato e
(Zn)neny € X una successione. Per ogni n € N sia T}, : X’ — R Poperatore definito da

Provare che:

(a) (4 punti) per ogni n € N l'operatore T,, : (X', || - ||x/) = R é continuo e se ne calcoli
la norma;

(b) (3 punti) per ogni n € N loperatore T, : (X', 0(X’, X")) — R é continuo;

(c¢) (4 punti) se la successione (z,)neny converge debolmente in X allora la successione
(T,)n converge debolmente™ in X”;

(d) (4 punti) se X é riflessivo e se la successione (T},)nen converge debolmente® in X"
allora la successione (x,)nen é convergente debolmente in X.
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Compito totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 20.02.2020

(1) (15 punti) Sia 1 < p < oo, n € N, sia a = (ay) una successione e per ogni = (z)ren € IP
sia

n
T.(z) = Z axTg.
k=1

Si supponga che per ogni = € [P la successione reale (7}, (x))nen abbia limite finito. Si provi
che
(a) (5 punti) il funzionale 7" : [ — R dato da

T(x) = nlg{.lo T, (x)

é lineare e continuo;
(b) (5 punti) (ag) € I¥';
(c) (5 punti) ||T;, — T'[|gwy — 0 per n — oo.

(2) (T=8 punti) Sia f € L'(0,1). Sia T : L>°(0,1) — R Papplicazione definita da

1
T(g) := /0 F(@)g(@)dz + 119]loo-

Dimostrare che
(a) Vapplicazione T é semicontinua inferiormente rispetto alla topologia debole*;
(b) esiste il mi]ISl T'(g) dove B :={g € L>(0,1) : ess sup,¢(o,1) |9(z)| < 1}.

g€ ’

(3) (8 punti) Sia (X, ||-||x) uno spazio di Banach. Per ogni x € X sia J,, : X’ — R il funzionale
definito da J(f) = f(x).

Provare i seguenti fatti:

(a) per ogni x € X vale che J, € X" e ||J.||x7 = ||z| x;

(b) se X ériflessivo e (J;, )nen € X” & limitata, allora esiste una sottosuccessione (xy,, )nen
debolmente convergente in X.
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Compito totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 04.06.2020

(1) (T=4x3=12 punti) Sia 1 < p < +00. Per ogni n € N e per ogni =z = (xp)ren € P sia
Ta(x) = (yk)x dove
(—DFzy, sek<n
Yk =
0 altrimenti
Si dimostri che
(a) Tn € LUP) e |[Tallzary = 1;
(b) se 1 < p < +o0, allora per ogni x € [P la successione (7,,(x)), converge a T'(x) =
((—=1)*axp)g in 1P;
(c) se p = +o0, allora per ogni = € ¢ la successione (7},(x)),, converge a T'(z) in I*°.

(2) (T=6x3=18 punti) Sial <p<oo, g€ LP(0,1)e
Kg:={pe LP(0,1): [[p—gll, < 1}.

(a) Provare che K, & convesso, non vuoto e limitato in L”(0, 1).
(b) Sia f € L (0, 1) e per ogni ¢ € LP(0,1) sia

/f

Provare che se 1 < p < +oo allora esiste il minimo di T" sull'insieme Kg;
(c) se p=+4o0 ese (pn) C K, ¢ tale che T'(¢,) — infx, T, allora esiste (¢,) C (¢n)n ed
esiste o € K, tale che ¢y, — g in L>(0,1).
Inoltre
T(po) = n}l{in T.

g
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Compito totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 04.06.2020

(1) (T=4x3=12 punti) Sia 1 < p < +oo. Per ogni n € N e per ogni x = (z)ken € [P sia
Tn(z) = (yk)k dove

Si dimostri che
(a) Tn € L(IP) e |[Thllcary = 1
(b) se 1 < p < 400, allora per ogni = € [P la successione (T),(z)), converge a T'(z) = - - -
in [7;
(c) se p = —+oo, allora per ogni x € ¢ la successione (7, (x)),, converge a T'(x) in [*°.

(2) (T=6x3=18 punti) Sial <p<oo, g€ LP(0,1)e

(a) Provare che K, & convesso, non vuoto e limitato in LP(0,1).
(b) Sia f € L” (0,1) e per ogni ¢ € L?(0,1) sia

T(Q) =+

Provare che se 1 < p < +oo allora esiste il minimo di 7" sull'insieme Kg;
(c) se p=+o0ese (pn) C K, ¢ tale che T'(¢,) — infx, T, allora esiste (¢x,) C (¢n)n ed
esiste g € K, tale che ¢y, — @ in L>°(0,1).
Inoltre
T(po) =+
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Compito totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 15.07.2020

(1) (10 punti) Sia 1 <p <oo,n €N, g € R. Per ogni x = (z,), € [P sia
T(x) = Z Tk
k=1

Si dimostri che T' € (IP)’, si esprima la sua norma (calcolandola esplicitamente per p = o)
e si dimostri che per ogni x € [P vale che lim,, o, T'(x1, -+ ,2,,0,0,0,---) = T(x).

(2) (21 punti) Siano X,Y spazi di Banach su R e sia (7},), € £(X,Y) una successione di
funzionali lineari e continui tali che T),(z) — T'(x) per ogni = € X. Provare che
(8) D pers 1T ()] < +50 per ogni z € X
(b) suppen || Tnllz(x,y) < +00;
(c) TeL(X,Y)e
T 2x,vy < liminf [|T,]|zx,v);:
(d) se X é riflessivo e K C X é un sottoinsieme convesso, chiuso, limitato e non vuoto,
allora esiste dzg € K tale che

1T (o) = min||T ()]
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Primo Parziale di Analisi Funzionale
Ferrara, 22.12.2020

(1) (P=15 punti, T=7 punti) Siano 1 < p < co e a > 0 fissati. Per ogni = € ¢ sia

Si dimostri che se sono equivalenti i seguenti fatti:
(a) la successione (T, (x)), converge per ogni x € (P;

(b) posto
0 T
k=1
vale che T' € (¢P)';

-1
(© a> E-sepe(l,o0)
lsep=o0

(2) (P=16 punti, T=8 punti) Sia X uno spazio normato. Siano Y un sottospazio di X e Z
un sottospazio di X’. Definiamo

Yi={feX': flx)=0VzeY}

Zt={rxeX: fx)=0VYfeZ}.
rovare che
) (P=3 punti) Y+ é un sottospazio chiuso di X’;
) (P=3 punti) Z! é un sottospazio chiuso di X;
) (P=5 punti) (Y1)L =7;
) (

P
(
(
(d) (P=5 punti) sia Y = ker fo dove fo € X’ & tale che fy # 0. Allora Y = span{fo}*

a
b
c
d

Ai fini del totale, oltre agli esercizi del primo parziale, si svolgano i seguenti esercizi

(1) (T=8 punti) Sia 1 <p < +ooe f € LP(0,1). Sia T : L?(0,1) — L'(0, 1) definito come

T(9):=fg
Provare che
(a) T é lineare e continuo e ||T'||z(zr 11y = |[f]lp;

(b) provare che se 1 < p < oo e se (gn)n € limitata in LP(0,1) allora esiste un’estratta
(gr, )n tale che gr, — g in LP(0,1). Inoltre T(gx,) — T'(g) in L*(0,1);

(c) provare che se p = 0o e se (gn)n € limitata in L°°(0,1) allora esiste un’estratta (g, )n
tale che g, —* g in L*(0,1). Inoltre T(g,) — T(g) in L'(0,1).

(2) (T=8 punti) Sia X uno spazio di Banach riflessivo e sia Bx la palla chiusa unitaria.
Provare che
(a) per ogni f € X' esiste xg € Bx tale che ||f||x/ = f(z0);
(b) ogni f € X’ ammette un punto di minimo sulla palla Bx;
(c) ogni f € X’ ammette un punto di massimo sull’insieme Sy := {z € X : ||z|| = 1}.
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Ferrara, 22.12.2020

Ai fini del primo parziale di Analisi Funzionale, si svolgano i seguenti esercizi

(1) (P=15 punti, T=7 punti) Siano 1 < p < co e a > 0 fissati. Per ogni = € (P sia
To(z):=---

Si dimostri che se sono equivalenti i seguenti fatti:
(a) la successione (T, (x)), converge per ogni x € (P;

(b) posto
vale che T' € (¢P)';

-1
(© a> E=sepe |l 00)
lsep=o0

(2) (P=16 punti, T=8 punti) Sia X uno spazio normato. Siano Y un sottospazio di X e Z
un sottospazio di X’. Definiamo

Provare che
(a) (P=3 punti) --- é un sottospazio chiuso di X’;
(b) (P=3 punti) --- é un sottospazio chiuso di X;
(¢) (P=5 punti) ------ =Y;
(d) (P=5 punti) sia Y = ker fy dove fo € X’ & tale che fy # 0. Allora - -- = span{fo}*+
Ai fini del totale, oltre agli esercizi del primo parziale, si svolgano i seguenti esercizi

(3) (T=8 punti) Sia 1 <p < +oc e f € L¥(0,1). Sia T : LP(0,1) — L'(0,1) definito come

Provare che
(a) T é lineare e continuo con ||T||zrp 1y = || f|lp;

(b) provare che se 1 < p < oo e se (gn)n € limitata in LP(0,1) allora esiste un’estratta
(gk, )n tale che g, — g in LP(0,1). Inoltre T(gx,) — T'(g) in L*(0,1);

(c) provare che se p = 0o e se (gn)n € limitata in L°°(0,1) allora esiste un’estratta (g, )n
tale che g, —* g in L>(0,1). Inoltre T(gg,) — T'(g) in L'(0,1).

(4) (T=8 punti) Sia X uno spazio di Banach riflessivo e sia By la palla chiusa unitaria.
Provare che
(a) per ogni f € X' esiste xp € By tale che ------ :
(b) ogni f € X’ ammette un punto di --- sulla palla By;
(c) ogni f € X’ ammette un punto di --- sull’insieme S; := {z € X : ||z|| = 1}.
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Per il primo parziale

L ={feX: fle)=0VzeY}
t={recX: flx)=0VfecZ

Provare che

(a) Y

(b)z*+

(c) (YH)*: =Y,

(d) Y = span{fo}+

Per la seconda parte

(3)
T(g) = fg
(4)@) [|fl|x = f(z0);

a
(b) minimo
(¢) massimo
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Ferrara, 12.01.2021
Ai fini del primo parziale si svolgano i seguenti esercizi:

(1) (P=16 punti, T=8 punti) Sia 1 < p < 400 e sia (b,), una successione reale. Per ogni
k € N sia Ty, : /7 — R il funzionale definito, per ogni a = (ay), € ¢

k
Ti(a) = Z anby.
n=1

(a) Supponendo che per ogni a € P la successione reale (Tj(a)); converge a T'(a) € R, si
provi che T € () e (by)n € 7';

(b) applicando la parte (a), dimostrare che, definito S(a) := (ak

;?a)keN’ sono equivalenti i

seguenti fatti

a>%sep€(1,oo)
S(a) el VaelP <= {a>0sep=1

a>1lsep=o0

(2) (P=15 punti, T=7 punti) Sia X uno spazio normato. Sia M un sottoinsieme di X e N
un sottoinsieme di X’. Definiamo

MY :={feX': |f(x) <1Vxe M}

NY:={zeX: |f(z) <1VfeN}
Provare che
(a) M & un sottoinsieme chiuso e convesso di X’ e N” & un sottoinsieme chiuso e convesso
di X;
(b) se C' é un convesso chiuso tale che —C' C C allora C% = C.

Ai fini del secondo parziale si svolgano i seguenti esercizi:

(1) (P=14 punti, T=7 punti) Sia X uno spazio di Banach su R e sia (7,,), € £(X, X’) una
successione tale che T),(z) —* T'(z) per ogni € X. Provare che
(a) suppen [|Thllcx,x7) < +00;
(b) T e [:(X, X/) e HTHE(X,X/) < liminf HTRHE(X,X’) < +00.

(2) (P=17 punti, T=9 punti) Sia f € L”(0,1) dove 1 < p < oo. Sia T : L?(0,1) — R
I’applicazione definita da

1
T(g) = llglly - /0 F(2)g(z)de

K:={ge LP0,1):lgllL <1}
Dimostrare che
(a) T' & un’applicazione convessa e continua rispetto alla norma || - ||p;
(b) se g, — g in LP(0,1) allora liminf, .o T'(gn) > T'(9);
(¢) K & un convesso chiuso di LP(0,1);

(d) se |[f[l,y <1 allora limyjg||, 0 T(g) = +00 ed esiste il mi}r{l T(g).
ge

Ai fini del totale si hanno a disposizione 3 ore per svolgere tutti gli esercizi proposti.
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Ferrara, 12.01.2021

Ai fini del primo parziale si svolgano i seguenti esercizi:

(1) (P=16 punti, T=8 punti) Sia 1 < p < 400 e sia (b,), una successione reale. Per ogni
k € N sia T, : / — R il funzionale definito, per ogni a = (a,), € P, come

Tk(a) e Y
(a) Supponendo che per ogni a € P la successione reale (Tj(a)); converge a T'(a) € R, si
provi che T € () e (by)n € 7';
(b) applicando la parte (a), dimostrare che, definito S(a) := ------ , dove o > 0, sono
equivalenti i seguenti fatti
a>%sep€(1,oo)
S(a) el Vaelf = {a>0sep=1
a>1lsep=o0

(2) (P=15 punti, T=7 punti) Sia X uno spazio normato. Sia M un sottoinsieme di X e N
un sottoinsieme di X’. Definiamo

M€= ...

NE — ...
Provare che
(a) M€ & un sottoinsieme chiuso e convesso di X’ e N¢ & un sottoinsieme chiuso e convesso
di X;
(b) se K é un convesso chiuso non vuoto tale che —K C K allora K = K.

Ai fini del secondo parziale totale si svolgano i seguenti esercizi:

(1) (P=14 punti, T=7 punti) Sia X uno spazio di Banach su R e sia (7},), C £(X, X’) una
successione tale che --- per ogni x € X. Provare che
(a) sup,ey HTnHﬁ(X,X’) < +00;

(b) T e E(X,X/) [§] HT||,C(X7X’) < llmlanTn|‘£(X7xl) < +00.

(2) (P=17 punti, T=9 punti) Sia f € L’ (0,1) dove 1 < p < oo. Sia T : LP(0,1) — R
I’applicazione definita da

Dimostrare che

(a) T e un’applicazione convessa e continua rispetto alla norma || - ||p;
(b) se g, — g in LP(0,1) allora liminf, o T'(9n) > T'(9);

¢) K & un convesso chiuso non vuoto di LP(0,1);

(d)

se |[f]|y < 1 allora limyjg), 00 7(9) = +00 ed esiste il min T(g).
g€

Ai fini del totale si hanno a disposizione 3 ore per svolgere tutti gli esercizi proposti.
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Per il primo parziale

(1) Ti(a) = > anby

n=1
ay

S(a) i= (z)een

)M ={fe X |flx)|<1Vxe M},
Ne={rxe X: |f(x)]<1VfeN}

Per il secondo parziale
(1) Th(x) = T'(x)

2) T(g) = llglly — Jy f(

K :={ge LP0,1):||g|1 <1}
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Ferrara, 2.02.2021

Ai fini del totale si hanno a disposizione 3 ore per svolgere tutti gli esercizi proposti.

(1) (T=9 punti) Sia 1 < p < +o0, sia b := ("Y),ey dove o € R. Per ogni k € N e per ogni
a = (ap)p € P siano

k
S, S(a) = (a0 e
=1

Dimostrare che sono equivalenti i seguenti fatti
(a) S(a) € ¢! VYa € 7
(b) la successione (Tj(a))i converge Va € ¢7;
(c) be '
(d) a<()se1<p§oo
a<Osep=1

(2) (T=6 punti) Sia X uno spazio di Banach e sia T" € £(X) tale che ||T||(x) < 1. Si definisca

T = Id e per ogni n € N sia T™ := T o T" . Provare che la successione S, : X — X

definita da "
= T*(x)
k=1

é convergente in £(X) ad un operatore S di cui si chiede di stimare la norma.

(3) (Secondo P= 9 punti, T=4 punti) Siano X,Y due spazi di Banach e sia T € L(X,Y)

tale che soddisfa la seguente proprieta:
Voo € X e V(zp)n C X, se z, — zp in X allora T(z,) — T(x0) in Y. Provare che

TeL(X,Y).
(4) (Secondo P=22 punti, T=12 punti) Sia f € L!(0,1). SiaT : L°°(0,1) — R I'applicazione
definita da
7(6) =l ~ | [ S(@lo(e)a
e

K= {geL®(0,1) \/ 2)dz] <1, |lglloo < 2}

Dimostrare che
(a) T ¢ un’applicazione continua rispetto alla norma || - ||co;
(b) se g, — g in L>°(0,1) allora lim inf,, . T(gn) > T(g);
(c) K & un sottoinsieme debolmente* chiuso e non vuoto di L>(0,1);
(d) se (gn) € K allora esiste (gi,) C (gn)n ed esiste go € K tale che g, — go in L>(0,1);
(e) esiste g € K tale che T'(g) = Hél[I(lT(g)
g
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Secondo Parziale-Totale di Analisi Funzionale

Predisponete la telecamera in modo che possa visualizzarvi a mezzo busto e vedere le vostre
mani.

Dovete copiare o stampare i quesiti nella pagina dopo. Il foglio contenente la traccia non
dovra essere allegato alla soluzione;

Usate fogli completamente bianchi (né a quadretti ne a a righi) ed una penna dal tratto
deciso (no matita, no penna rossa);

svolgete quanti piu quesiti possibile; nello svolgimento di un quesito, potete utilizzare le
informazioni contenute nel testo (anche se non siete riusciti a provarle);

nella copia inviata non dovrete ricopiare le tracce dei quesiti; ¢ sufficiente che le vostre
soluzioni siano divise nei sottopunti come nella traccia del compito;

non sara necessario scrivere gli enunciati dei teoremi che applicate: basta il richiamo del
nome del teorema che applicate;

e la consegna del compito sara effettuata dentro classroom;
e per poter accedere all’'uso dello smartphone per scannerizzare il vostro compito, sara nec-

essario essere autorizzati;
durante il compito tenete a disposizione il vostro documento di identita qualora volessi
vederlo (in tal caso lo mostrerete al monitor nascondendo i dati sensibili).
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Ferrara, 5.02.2021

Ai fini del totale si svolgano i seguenti esercizi:
(1) (T=9 punti) Sia 1 < p < 400, sia b := --- dove @ € R. Per ogni £k € N e per ogni

a = (ap), € P siano
Ti(a) =---, S(a):=(--).
Dimostrare che sono equivalenti i seguenti fatti
(a) VYa € P S(a) € £*;
(b) Ya € (P la successione (T (a))x converge;
(c) be
) {a<()se1<p§oo

(d
a<0sep=1.

(2) (T=6 punti) Sia X uno spazio di Banach e sia T' € L(X) tale che [|T||z(x) < 1. Si definisca
T = Id e per ogni n € N sia T™ := T o T""!. Provare che la successione S,, : X — X
definita da

Sp(x) ="
é convergente in £(X) ad un operatore S di cui si chiede di stimare la norma.
(3) (Secondo P= 9 punti, T=4 punti) Siano X,Y due spazi di Banach e sia T € L(X,Y)

tale che valga la seguente proprietd: Vag € X e V(xp), C X, oo vv- . Provare che
TeL(X,)Y).

(4) (Secondo P=22 punti, T=12 punti) Sia f € L!(0,1). SiaT : L°°(0,1) — R I’applicazione
definita da
7(g) =

K :={ge L*0,1):---}.
Dimostrare che
(a) T & un’applicazione continua rispetto alla norma || - ||oo;
(b) se g, = g in L>®(0,1) allora liminf, . T(gn) > T(g);
(¢) K & un sottoinsieme debolmente* chiuso e non vuoto di L>(0,1);
(d) se (gn) C K allora esiste (gi,) C (gn)n ed esiste go € K tale che g, — go in L>(0,1);
(e) esiste g € K tale che T'(g) = IgIéi[I{lT(g).
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Per il totale:

b = <€na>n€N
k

E :anena

n=1

S(a) = (a,e")pen-

=3 THa)

Per il secondo parziale:
(3) se &, — xp in X allora T'(z,) — T(x¢) in Y

(4)
T(g) == |lg]loe \/f o)l

K = {g € L®(0,1) \/ 2)dz| < 1, ||l < 2}.

=3

—~
S

~—
|
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Ferrara, 16.02.2021

Si hanno a disposizione 2 ore e 30 minuti per svolgere tutti gli esercizi proposti.

(1) (10 punti) Sia 1 <p < oo e sia a € R. Per ogni n € N e per ogni z = (zj)ken € [P siano
no ok
S
T
k=1
Dimostrare che
(a) Yn € N T, € (IP) e si esprima la sua norma;

(b) sono equivalenti i seguenti fatti:
(i) Va € [P la successione (T, (z))y converge;

(ii) (%), € I7';

(iii) |a| <1sep>1;ja]<1lsep=1.

(2) (9 punti) Siano (X, |- |x) uno spazio normato e (z,)neny € X una successione. Per ogni
n € N sia T, : X’ — R loperatore definito da

Provare che:
(a) T,, € X" per ogni n € N;
(b) se x, — xo in X allora T, A J(zp) dove J & la valutazione in z;
(c) se X é riflessivo e se T), = & in X” allora la successione (z,)nen é convergente debol-
mente in X.

(3) (T=12 punti) Sia 1 < p < oo. Sia T : LP(0,1) — R l'applicazione definita da

7(6) =2l | [ ot

K :={g € LP(0,1): \/ z)dz| < 1,]]gl|p < 2}

Dimostrare che

(a) T' & un’applicazione continua rispetto alla norma || - ||p;

(b) se g, — g in LP(0,1) allora liminf, o T'(gn) > T'(9);

(c) se (gn) C K allora esiste (gx,) C (gn)n ed go € K tali che g, — go in LP;
(d) esiste gop € K tale che T'(go) = IgIéi[I{lT(g).
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Ferrara, 16.02.2021

Si hanno a disposizione 2 ore e mezzo per svolgere tutti gli esercizi proposti.

(1) (10 punti) Sia 1 <p < oo e sia a € R. Per ogni n € N e per ogni = = (zj)ken € P sia
Tp(z) = -
Dimostrare che
(a) Yn € N T, € (IP) e si esprima la sua norma;

(b) sono equivalenti i seguenti fatti:
(i) Va € [P la successione (T, (z)), converge;

(ii) (%), € I7';

(iii) la| <1sep>1;ja] <1lsep=1.

(2) (9 punti) Siano (X, |- |x) uno spazio normato e (z,)neny € X una successione. Per ogni
n € N sia T, : X’ — R Poperatore definito da

Ta(f) =
Provare che:
(a) T,, € X" per ogni n € N;
(b) se x, — xo in X allora T, X J(zp) dove J ¢ la valutazione in z;

, . . * . . ,
(c) se X é riflessivo e se T, — & in X" allora la successione (z,)nen é convergente debol-
mente in X.

(3) (T=12 punti) Sia 1 < p < oo. Sia T': LP(0,1) — R l'applicazione definita da
T(g) =

K:={g e LP(0,1):---lgllp < 2}
Dimostrare che
(a) T & un’applicazione continua rispetto alla norma || - ||,;
(b) se g, — g in LP(0,1) allora liminf, o T'(gn) > T'(9);
(c) se (gn) € K allora esiste (g, ) € (gn)n ed go € K tali che gx, — go in LP;
(d) esiste T'(go) = IgIéi[I{lT(g).
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T(g) = 2lgll, - |/ o)

K= {geL’0.1) \/ 2)dz| < 1,19l < 2}.

123
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Compito totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 04.06.2020

(1) (T=4x3=12 punti) Sia 1 < p < +oo. Per ogni n € N e per ogni x = (z)ken € [P sia
Tn(z) = (yk)k dove

Si dimostri che
(a) Tn € L(IP) e |[Thllcary = 1
(b) se 1 < p < 400, allora per ogni = € [P la successione (T),(z)), converge a T'(z) = - - -
in [7;
(c) se p = —+oo, allora per ogni x € ¢ la successione (7, (x)),, converge a T'(x) in [*°.

(2) (T=6x3=18 punti) Sial <p<oo, g€ LP(0,1)e

(a) Provare che K, & convesso, non vuoto e limitato in LP(0,1).
(b) Sia f € L” (0,1) e per ogni ¢ € L?(0,1) sia

T(Q) =+

Provare che se 1 < p < +oo allora esiste il minimo di 7" sull'insieme Kg;
(c) se p=+o0ese (pn) C K, ¢ tale che T'(¢,) — infx, T, allora esiste (¢x,) C (¢n)n ed
esiste g € K, tale che ¢y, — @ in L>°(0,1).
Inoltre
T(po) =+
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Compito totale di Analisi Funzionale

Ferrara, 13.09.2021

(1) (T=12 punti) Sia 1 < p < oo e sia ¥ = (Yn)nen una successione. Per ognin € Ne z € [P
sia T),(x) definito da

n
k=1

(a) Dimostrare che T,, € (I?)’ ¥n € N e calcolarne la norma (al variare di p);
(b) Sia 1 < p < +o0o. Si dimostri che sono equivalenti i seguenti fatti:

(i) per ogni x € [P la successione (1, (z))nen € convergente;

(ii) y € ¥

(2) (T=15 punti) Sial<p<ooege LP(0,1). Sia
Ky :={p e LP(0,1): |le—gllp < Lllollp <llgllp}

T(p) = lellp-
Provare che
(a) Ky € un insieme convesso, chiuso, non vuoto e limitato in L”(0, 1);
(b) K4 & debolmente compatto in LP(0,1);
(¢) T & convesso e semicontinuo inferiormente;
(d) esiste il minimo di 7" sull’insieme K.

(3) (4 punti) Siano (X, |- |x) uno spazio normato e g € X. Sia T : X’ — R l'operatore
definito da

T(f) = f(zo) VfeX'

(a) si calcoli la norma di T
(b) si provi che l'operatore T : (X', o(X’, X”)) — R é continuo.
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(1) (T=12 punti) Sia 1 < p < oo e sia ¥ = (Yn)nen una successione. Per ognin € Ne z € [P
sia T),(x) definito da
To(z) = --
(a) Dimostrare che T, € (I?)’ ¥n € N e calcolarne la norma (al variare di p);
(b) Sia 1 <p < 4o00. Si dimostri che sono equivalenti i seguenti fatti:
(i) per ogni x € [P la successione (T, (z))nen é convergente;
(ii) y € I7".

(2) (T=15 punti) Sial <p<ooege LP(0,1). Sia

Provare che
a) K, & un insieme convesso, chiuso, non vuoto e limitato in LP(0,1);
g ) )
b) K, ¢ debolmente compatto in LP(0, 1);
g p
(¢) T & un convesso e semicontinuo inferiormente;
(d) esiste il minimo di 7" sull’insieme K.

(3) (4 punti) Siano (X, |- |x) uno spazio normato e zp € X. Sia T : X’ — R l'operatore
definito da

T(f) =

(a) si dimostri che T € X';
(b) si provi che T': (X', o(X’, X)) — R ¢ continuo.



