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Programma

(1) Richiami di topologia: base e sistema fondamentale di intorni. Spazi separati, spazi Ny,
spazi No. Spazi separabili. Spazi compatti e spazi sequenzialmente compatti. Compattezza
in spazi metrici. Funzioni continue e semicontinue. Teoremi di esistenza di minimo. (4 ore)

(2) Seminorme e norme.Topologia di uno spazio normato e convergenza. Norme equivalenti.
Richiami sugli spazi vettoriali di dimensione finita: equivalenza tra norme e completezza
rispetto a qualunque norma, teorema di Bolzano-Weistrass e compattezza della palla chiusa.
Teorema di Riesz. (3 ore)

(3) Spazi di Banach. Esempio di norme non equivalenti. Criterio di Weirstrass per la con-
vergenza di una serie in uno spazio di Banach. Esempi di spazi normati di dimensione
infinita:

(a) spazi di successioni cg, cqg, spazi I?;
(b) spazi di funzioni: gli spazi C*. Teorema di Ascoli-Arzel4 (senza dimostrazione);
(c) gli spazi LP (richiami su disuguaglianza di Holder e Minkoskii) (7 ore)

(4) Richiami sugli operatori lineari tra spazi normati: caratterizzazione della loro continuita.
Norma di un operatore. Operatore trasposto. Completezza dello spazio degli operatori
L(X,Y). Duali degli spazi IP. (5 ore)

(5) Lemma di Zorn, basi di Hamel. Teorema di Hahn-Banach (forma analitica reale). Costruzione
di funzionali lineari e non continui in spazi di dimensione infinita. Estensione di operatori
lineari, reali e continui definiti su sottospazi di spazi normati. Iperpiani chiusi. Forme
geometriche del teorema di Hahn Banach: separazione di insiemi convessi. (8 ore)
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Lemma di Baire e forme equivalenti. Spazi di prima e seconda categoria. Teorema di
Banach-Steinhaus. Insiemi limitati in X e in X’. Teorema dell’applicazione aperta e suoi
corollari. Teorema del grafico chiuso. (9 ore)

Costruzione di una topologia su un insieme X a partire da una famiglia di funzioni definite
da X su spazi topologici. Topologia prodotto. Topologia debole e topologia debole*. Con-
vergenza debole e debole*. Chiusura di un insieme convesso. Teorema di Banach-Alaoglu-
Bourbaki. Spazi riflessivi. Teorema di Kakutani. Spazi separabili. Spazi uniformemente
convessi. (8 ore)

Riflessivita degli spazi di Hilbert. Teorema delle proiezioni su un convesso come applicazione
del teorema di esistenza di punto di minimo. Teorema di Rietz-Frechet. Teorema di Lax-
Milgram (dimostrazione nel caso simmetrico). (3 ore)

Spazi LP:dimostrazione dell’ uniforme convessita nel caso 2 < p < +oo. Riflessivita quando
1 < p < 400. Separabilita nel caso 1 < p < oo. Duali degli spazi LP. Teoremi di rapp-
resentazione di Riesz (dimostrazione nel caso p > 1). Caratterizzazione della convergenza
debole e debole*. Definizione di operatore compatto. (8 ore)

Introduzione agli spazi di Sobolev: definizione e principali proprieta (completezza, rif-
lessivita se 1 < p < +oo, separabilitd se 1 < p < oo). Convergenza debole in W1P(Q)
per p < oo e debole* in W1H*°(Q). Immersioni di Sobolev in dimensione 1. Spazio I/VO1 P(Q)
e immersioni di Sobolev nel caso N > 1. Disuguaglianza di Poincaré. Definizione di fun-
zione armonica in senso debole e di soluzione debole dell’equazione di Poisson. Metodo degli
spazi di Hilbert per la dimostrazione dell’ esistenza di una soluzione debole per il problema
di Dirichlet associato all’ equazione di Poisson in I/VO1 2(2) (8 ore).
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1. Richiami di topologia
1.1. Spazi topologici.

Definizione 1.1. Sia X # (. Una famiglia 7 C P(X) si dice una topologia su X se

(1) X,0er;

(2) per ogni famiglia (A;)icr € T vale che | J;cp Ai € 75

(3) per ogni A, B € T vale che ANB € 7.
La coppia (X, T) si dice spazio topologico e ogni insieme A € T si dice T-aperto. Un insieme C
si dice T-chiuso se X \ C' € T-aperto.
Definizione 1.2. Sia (X,7) uno spazio topologico. Una famiglia B C P(X) si dice una base per
lo spazio topologico (X, T) se

(i) ogni B € B € un aperto;

(ii) YA aperto esiste (B;); C B tale che A =], B;.

Definizione 1.3. Sia (X,7) uno spazio topologico e sia x € X.Un insieme U C X si dice un
intorno di x se esiste A € T tale che x € A C U. Una famiglia U(x) C P(X) si dice un sistema
fondamentale di intorni di = se

(i) ogni U € U(x) é un intorno di x;
(ii) VA aperto tale che x € A esiste U € U(x) tale che U C A.
Definizione 1.4. Sia (X, 7) uno spazio topologico e sia Y C X.
(1) Si definisce chiusura di Y [’insieme
Y(=Y):= N c
C chiuso,YCC

(2) Y si dice denso in X seY = X;
(3) si definisce interiore di Y [l’insieme

(¢]
Y:= U A.
A aperto, ACY
Osservazione 1.5. Sia X uno spazio topologico e Y C X. Allora Y é il pit1 piccolo chiuso di X

[}
contenente Y mentre Y € il pitl grande aperto di X contenuto in Y. In particolare

Y échiuso «—= V=Y <= Y CY

Y é aperto <— Y:1;<:> Y 93.

Inoltre
e}

— _
(1) X\Y = X\Y;
2) X\Y =X\Y.

Infatti proviamo per esempio la prima:

[e)

—

X\Y = U A= U 4= U x\c

Aaperto, ACX\Y Aaperto, YCX\A C chiuso,YCC
=X\( [ O=Xx\Y.
C chiuso,YCC

Esercizio 1.6. Sia (X, 7) uno spazio topologico e sia D C X. Si provi che



APPUNTI DI ANALISI FUNZIONALE A.A. 2020-21 5
(1) = € D se e solo se per ogni U intorno di x vale che U N D # (J;
(2) D é denso in X se e solo se per ogni A C X aperto vale che AN D # ().

Definizione 1.7. Sia Y C X. Un punto zp € X € un punto di accumulazione per Y (e
scriviamo xg € D(Y)) se (UNY)\ {zo} # 0 per ogni U intorno di xy.

Osservazione 1.8. Si osservi che in generale D(Y) @ Y. Per esempio Y = [0,1] U {2} € tale che
2eY\D().

Definizione 1.9. Sia (X, 7) uno spazio topologico e Y C X .Definiamo topologia indotta da X
su'Y la topologia Ty definita nel sequente modo: Aé un Ty -aperto se esiste un T-aperto A’ tale che
A=A'NnY.

In particolare se C' C Y si ha che si ha che
C é un 1y-chiuso <= 3C’ € X 7-chiuso tale che C =C'NY.

Esercizio 1.10. Sia (X, 7) uno spazio topologico e Y C X. Allora
(1) se Y é T-aperto in X e ACY allora
A € un 1y -aperto <= A é un T-aperto;
(2) se Y é 1-chiuso in X e C CY allora
C ¢ un 1y -chiuso <= C' ¢ un 7-chiuso.
(3) se CCY sihache C™" =C" NY.
Definizione 1.11. Lo spazio topologico (X, T) si dice

(1) Ty se per ogni x,y € X, x # vy, esiste U intorno di x tale che y ¢ U ed esiste V intorno di
y tale che x ¢ V;

(2) T2 o separato o di Hausdorff se per ogni x,y € X, x # y, esiste U intorno di x ed esiste
V intorno di y tale che UNV = 0;

(3) N1 se per ogni punto x € X esiste un sistema fondamentale numerabile di intorni;
(4) N2 se ammette una base numerabile;

(5) separabile se esiste D C X denso e numerabile.

Osservazione 1.12. Si osservi che

(1) (X,7) é uno spazio topologico T7 se e solo se ogni punto é un chiuso;
(2) se (X, 7) é uno spazio topologico Ty allora (X, 7) é uno spazio topologico T1;

(3) se (X, 7) é uno spazio topologico N, allora (X, 7) é uno spazio topologico N7 ed é separabile.
Infatti basta osservare che se B = (B,,),, é una base numerabile di X allora scelto z,, € B,
si ha che D = (xy,), é denso in X.

(4) Ricordiamo che su ogni spazio metrico (X, d) si puo considerare la topologia generata dalla
base
B = {B(zo,r) : 7> 0,20 € X}
dove B(zg,r) := {x € X : d(x,x0) < r}. Esattamente A é aperto in (X, d) se e solo se
Vz € A esiste B(zg,7) C A. Rispetto tale topologia ogni spazio metricO é Nj e Tb.
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Esercizio 1.13. Sia (X, 7) uno spazio topologico.
(1) se (X, 7) é uno spazio T1,se Y C X e zp € X vale che:

zo € D(Y) <= VU intorno di o l'insieme U N'Y ha infiniti elementi.

(2) Se (X,7) é uno spazio N7 allora ogni zp € X ha un sistema fondamentale di intorni
U(xo) = (Up)nen (numerabile) tale che U, 11 C U, per ogni n € N.

Proposizione 1.14. Uno spazio metrico (X,d) é Na se e solo se é separabile.

Dimostrazione. Un’implicazione segue dall’osservazione M(S) Per l'altra osservare che se esiste
D = (zn)n € X denso in X, allora la famiglia B := {B(zy,s) : , € D, s € Q"} ¢ una base
numerabile di (X, d). Infatti osserviamo prima di tutto che per ogni B(xg, ) C X esiste By, € B
tale che zo € By, € B(zo,7). Infatti scelto x, € B(xo, 7) N D e p € Q tale che 7 < p < § si ha che
xo € B(zp, p) € B(zo,2p) C B(xo,r). In particolare se A é un aperto e zo € A esiste By, € B tale
che xg € B, C A.

1.2. Successioni e insiemi sequenzialmente chiusi.

Definizione 1.15. Sia (X, 7) uno spazio topologico.

(1) Si dice che una successione (x,) € X 7-converge a x € X se VU intorno di x esiste
no € N tale che x, € U per ogni n > ng. Il punto x si dice limite di (z,,) e scriveremo
lim z, = x oppure che x, — .
n—oo

(2) Un sottoinsieme Y C X si dice T-sequenzialmente chiuso o 7-chiuso per successioni
se x € Y ogniqualvolta esiste una successione (xp) C Y T-convergente a x (ossia se Y
contiene i punti che sono limite di sue successioni).

Ricordiamo che in uno spazio metrico (X, d) una successione (x,) C X é convergente a zy € X
se e solo se
Ve >03dng € N: Vn e N sen > ng allora d(z,, z9) < €.

Proposizione 1.16. Sia (X, 7) uno spazio topologico e sia (x,)n, C X una successione.
(1) @, = x <= per ogni (v,) C (z,) vale che Ty, - x.
(2) se esiste v € X tale che da ogni sottosuccessione di (xy,)y € possibile estrarre una sottosuc-
cessione T-convergente a x allora (xy) T-converge a x.

Dimostrazione.

(1) =" ovvia; ”"<=" per assurdo non sia vero. Allora esiste un intorno di z tale che per ogni
n € N esiste k, € N tale che k,, > k,—1 Vn ez, ¢ U. Allora la sottosuccessione (xy, ) non
pud T-convergere a x.

(2) Per assurdo non sia vero. Allora esiste un intorno di x tale che per ogni n € N esiste k, € N
tale che k,, > k,—1 Vn ez, ¢ U. Allora la sottosuccessione (zj, ) non pué avere estratte
T-convergenti a x negando la proprieta della successione (zy,). O

Osservazione 1.17. Dalla parte (1) della proposizione precedente, segue che la negazione di ”z,, —

<
x” & "esiste una sottosuccessione estratta (zy,) C (x,,) tale che zy, 4 z.”

Proposizione 1.18. Sia X uno spazio topologico. Se X e T, ogni successione T-convergente ha
un unico punto limite.

Dimostrazione. Si supponga per assurdo che una successione ammetta due limiti distinti x,y.
Allora esistono due 7-intorni di x e y che sono disgiunti contro il fatto che devono contenere una
coda della successione. O
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Proposizione 1.19. Sia (X, 7) uno spazio topologico e Y C X. Allora

(1) se xg € X € tale che I (x,) CY per cui x, — xo allora z9 € Y;
(2) Y € chiuso =Y € sequenzialmente chiuso;
(3) se X é N7 allora

9 €Y <= I (x,) CY tale che x, = xo.

(4) se X é N1 alloraY € chiuso <Y ¢ sequenzialmente chiuso;
(5) se X é N7 alloraY € denso in X <= Yao € X 3(x,) CY tale che x, = x.

Dimostrazione.

(1) Sia U intorno di zp. Proviamo che U NY # (). Infatti, dalla definizione di limite, esiste
no € N tale che z,, € U per ogni n > ng. Quindi z,, € Y NU per ogni n > ng.

(2) Poiché Y = Y, dalla (1) segue che Y contiene i limiti delle sue successioni; ossia Y é
sequenzialmente chiuso;

(3) "<=" segue dal punto (2); "==" Sia z9 € Y e sia (U,)nen un sistema fondamentale di
intorni di xg tale che U, 11 C U, per ogni n € N. Poiché per ogni n € N vale che U, NY # 0,
allora esiste x,, € U, NY. Si dimostra facilmente che z,, — zg. Infatti sia U intorno di z.
Allora esiste ng € N tale U,, C U. In particolare z,, € U, C Uy, C U per ogni n > nyg.

(4) Tenendo presente il punto (2), resta da provare solo I'implicazione ”<=". Sia Y sequenzial-
mente chiuso e sia 29 € Y. Dimostriamo che zg € Y. Applicando il punto (3), sappiamo
che esiste (z,) C Y tale che x,, — x¢. Dal fatto che Y ¢é sequenzialmente chiuso segue che
zo € Y. Quindi Y C Y e quindi segue che Y é chiuso.

(5) Applicando il punto (3), segue che

Y édensoin X <= X =Y <= Va¢ € X 3(z,) CY tale che z,, > .
U

1.3. Limite inferiore e superiore di una successione reale. Richiamiamo infine il concetto
di limite inferiore e superiore di una successione reale. Sia (a,) C R. Per ogni n € N definiamo
by, := infj>, aj. Tale successione ¢ monotona crescente. Quindi esiste lim,, b, = sup,, b,. Definiamo
lim inf a,, := sup inf ay.
n—00 neNk2n
Analogamente la successione (c,,), definita come ¢, := supy,, ax, ¢ monotona decrescente. Quindi
esiste lim,, ¢, = inf,, ¢,. Definiamo

lim sup a,, := inf sup ay.
Nn—00 neN k>n

Osservazione 1.20. Ricordiamo le seguenti proprieta del liminf e del limsup di successioni (a,,) C
R:
(1) liminf, o a, < limsup,,_,. an
(2) limsup,,_,.(—ay,) = — liminf, o ap;
(3) lim, o0 an, = a se e solo se per ogni sottosuccessione (ag, ) lim, oo (ag, ) = a;
(4) limy, o0 ay, = a se e solo se limsup,,_,, @, = liminf,, o a, = a.
1.4. Spazi topologici compatti e sequenzialmente compatti.

Definizione 1.21. Sia (X, 7) uno spazio topologico e Y C X. Allora

(1) (X, 7) si dice compatto se da ogni ricoprimento di aperti di X si puo estrarre un ricopri-
mento finito, ossia se X = |J;c; Ai con A; aperto per ogni i € I allora esiste F' C I finito
tale che X = J;cp Ai-
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(2) Y si dice compatto in X se (Y,7y) é compatto; equivalentemente se ogni qualvolta Y C
Uicr Ai con A; T-aperto per ognii € I allora esiste F' C I finito tale che Y C | J;cp Ais
(3) Y si dice precompatto o relativamente compatto in X seY € compatto in X.

In modo molto semplice segue che

Proposizione 1.22. Sia (X,7) uno spazio topologico. Allora X ¢é compatto se e solo per ogni
famiglia (C;)ier di chiusi di X tale che (V;c; Ci = 0 esiste F C I finito tale che (;cp Ci = 0.

Vale che:

Proposizione 1.23. Sia (X, 7) uno spazio topologico e Y C X. Allora
(1) se (X,7) ¢ T e seY € compatto in X alloraY é chiuso;
(2) se (X,7) ¢ Ty allora
Y é compatto in X <=Y ¢ chiuso e relativamente compatto;
(3) se (X, 7) € compatto, allora’ Y C X chiuso =Y compatto.
Dimostrazione.

(1) Sia A := Y°. Dimostriamo che A é aperto. Se z € A allora per ogni y € Y esiste Uy,
intorno aperto di « e U, intorno aperto di y tali che U,, N U, = (. Poiché Y é compatto

eY C U

U= ﬂi.“:l Uz, ¢ un intorno di x contenuto in A: infatti

yey Uy, esistono yi1,y2,- -,y tali che ¥ C Ule Uy,. E facile dimostrare che

k k
YnU=(Ju,)nU =JW, nU) =0
i=1 i=1

(2) segue dal punto precedente;

(3) per dimostrare la compattezza di (Y, 7y), applichiamo la Proposizione Sia (C})ier una
famiglia di chiusi di (Y, 7y) tale che (;c;C; = (. Allora, grazie all’Esercizio si ha
che (Cj)ier é una famiglia di chiusi in (X, 7). Grazie alla ”=" della Proposizione
(applicata allo spazio compatto (X, 7)), segue che esiste F' C I finito tale che (,cp C; = 0.
Applicando ora la 7<=" della Proposizione (applicata allo spazio (Y, 7y)), segue che
(Y, 7y) & compatto.

Definizione 1.24. Sia (X, 7) uno spazio topologico e Y C X. Allora

(1) X si dice sequenzialmente compatto se ogni successione (x,) C X ammette una sotto-
successtone estratta T-convergente ad un punto xg € X;

(2) Y si dice sequenzialmente compatto in X se ogni successione (yn) C Y ammette una
sottosuccessione estratta T-convergente ad un punto yo € Y;

(3) Y si dice sequenzialmente precompatto in X se ogni successione (y,) €'Y ammette
una sottosuccessione estratta T-convergente ad un punto rg € X.

Proposizione 1.25. Sia (X, 7) uno spazio topologico e Y C X. Allora
(1) se (X,7) ¢ To e seY € seq. compatto in X allora'Y € seq.chiuso;
(2) se (X, 1) é seq. compatlto, allora
Y seq. chiuso in X =Y seq. compatto.

Dimostrazione.
(1) Sia (yn) C Y tale che (y,) converga a xg. Dimostriamo che zg € Y. Essendo Y sequenzial-
mente compatto, esiste (yx, ) C (yn) convergente a un punto yo € Y. Poiche vale anche che
Yk, — To, dall’unicita del limite, segue che zo =y € Y;
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(2) per esercizio.
O

Esempio 1.26. In generale la compattezza non implica la sequenziale compattezza. Sia infatti
X :={f:]0,1] = [0,1]} = [0,1]1. Dal teorema di Tyconoff si ha che X (munito della topologia

prodotto, vedi Esempio [1.48)) é compatto come prodotto di spazi compatti, ma non é sequenzial-
mente compatto. Infatti se f,, é la funzione che sugli intervalli [loin, %] va da 0 a 1 linearmente,
vale che la successione (f,,), non converge puntualmente.

Teorema 1.27. Sia (X, 7) uno spazio topologico Ty e Ny. Allora

X € compatto = X € sequenzialmente compatto.
(vedi dimostrazione del Corollario |1.61]).

Teorema 1.28. Sia (X,7) uno spazio topologico Ty e Na. Allora le sequenti affermazioni sono
equivalenti:

(i) X € sequenzialmente compatto;
(ii) X € compatto.

(vedi dimostrazione del Corollario |1.62]).
La seguente proposizione garantisce che ogni spazio metrico compatto o sequenzialmente com-
patto é separabile.

Proposizione 1.29. Se (X,d) é uno spazio metrico compatto o sequenzialmente compatto allora
X € separabile (e quindi N2).

(vedi dimostrazione Proposizione [3.6)).
Osservazione 1.30. 1l viceversa é falso. R é separabile ma non compatto.

Corollario 1.31. Sia (X, d) uno spazio metrico. Allora X é compatto se e solo se é sequenzialmente
compatto.

Dimostrazione. Applicando la Proposizione [1.29] vale che se X é compatto o sequenzialmente
compatto, allora X é uno spazio N e quindi, per la Proposizione X ¢ N2. Quindi basta
applicare il Teorema [1.28 O

1.5. Schema riassuntivo. Sia (X, 7) spazio topologico e Y C X.
(1) X éT, = X é1r;

(2) X é Noa = X é N] e separabile;

(3) Y é chiuso = Y é sequenzialmente chiuso;

(4) X é compatto e Y é chiuso = Y é compatto;

(5) X é T e Y é compatto = Y é chiuso;

(6) se X é T e Y é seq. compatto => Y é seq. chiuso;

(7) X é Ty e N3, allora X é compatto <= X é seq. compatto;

Sia (X, d) spazio metricoe Y C X.
Allora
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(1) X é Ty ed Ny;
(2) X é Ny < X é separabile;
(3) Y ¢é chiuso <= Y ¢ sequenzialmente chiuso;
(4) X compatto o sequenzialmente compatto => X separabile (e quindi N3);

(5) Y é compatto <= Y é seq. compatto.
1.6. Limiti di funzioni, funzioni continue e semicontinue.

Definizione 1.32. Siano (X,7), (Y,0) due spazi topologici. Sia f: A C X — 'Y una funzione e
siano xo € D(A),yo € Y. Diremo che

lim  f(z) =yo

z€A,x—x0
se per ogni o-intorno V di yo in 'Y esiste U T-intorno di xo in X tale che f(x) € V per ogni
x € ANU\ {zo}.
Definizione 1.33. Siano (X, 1), (Y,0) due spazi topologici e sia f : X — Y una funzione. Diremo
che

(1) f é continua in xzo € X (rispetto le topologie fissate) se per ogni o-intorno V di f(xg) in
Y esiste U T-intorno di xg in X tale che f(U) C V;

(2) f € continua (e scriveremo "f : (X,7) — (Y,0) continua”) se f é continua in tutti i punti
di X.

In particolare si ha che

f é continua in zp € X <= lim f(z) = f(=zo).
T—T0

Proposizione 1.34. Siano (X,7) e (Y,0) due spazi topologici e sia f : X — Y wuna funzione.
Allora sono equivalenti

(1) f:(X,7) = (Y,0) ¢é continua;

(2) per ogni A CY o-aperto vale che f~1(A) é T-aperto di X ;

(3) per ogni C C'Y o-chiuso vale che f~1(C) é T-chiuso di X.
Inoltre se X € T-compatto e f: (X, 7) — (Y,0) é continua, allora f(X) € o-compatto in'Y .

Dimostrazione. Proviamo solo I'ultima parte. Se f(X) C J,c; Ai con A; CY o-aperto segue che
X = U;er 71 (A;). Essendo f~1(A;) T-aperto per ogni i € I (essendo f continua) ed essendo X
compatto, esiste F' C I finito tale che X = J;cp f~(As). Segue che f(X) C U;ep 4i- O
Definizione 1.35. Siano (X, 7), (Y, 0) due spazi topologici e sia f : X — Y una funzione. Diremo
che

(1) f ésequenzialmente continua in xg € X se per ogni successione (x,) C X T-convergente
a xo si ha che la successione (f(xy,)) o-converge a f(xo);

(2) f ¢ sequenzialmente continua (e scriveremo "f : (X,7) — (Y,0) sequenzialmente con-
tinua”) se f é sequenzialmente continua in tutti i punti di X.

Teorema 1.36 (Teorema ponte). Siano (X, 1) e (Y,0) due spazi topologici e sia f : X — Y una
funzione. Allora
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(1) se f € continua allora f é sequenzialmente continua;
(2) se X é N1, allora f € continua < [ é sequenzialmente continua.

Dimostrazione.

(1) Sia x, = xg e sia V un o-intorno di o in Y. Poiché Poiché f & continua in xq allora esiste
U t-intorno di xp in X tale che f(U) C V. Poiché xz, 5 xq, esiste ng € N tale che z,, € U
per ogni n > ng. Allora VYn > ng vale che f(z,) € f(U) C V.

(2) Resta da provare ” <" . Sia X spazio V7. Per assurdo sia 2y € X un punto in cui f non
¢ continua: quindi esiste xg ed esiste V un o-intorno di f(z¢) in Y tale che VU 7-intorno
di zp in X esiste x € U tale che f(x) ¢ V. Sia U(xp) = (Uy) un sistema fondamentale di
intorni di zg tale che U, 41 C U,. Allora per ogni n € N esiste z,, € U, tale che f(z,) ¢ V.

Allora z,, = xg e f(x,) 72 f(zo). O

Osservazione 1.37 (Teorema ponte). Con dimostrazione analoga alla precedente, si dimostra
che se X ¢eN1 eTyef:ACX =Y una funzione, xg € D(A),yo €Y, allora

fllim f(z) =yo <= V(zn) C A\ {x0} tale che z, 5 20 tale che fxy) % .
TEA,x—T0

La proprieta Ty serve nell’implicazione 7<= per trovare, procedendo per assurdo, un punto
Ty € U, N AN\ {x0} dove (Uy) € un sistema fondamentale numerabile di intorni di xo in X (cfr
Osservazione . In particolare tale caratterizzazione vale negli spazi metrici.

Un’altra proprieta utile nel prosieguo ¢ la seguente:

Proposizione 1.38. Siano (X,7) e (Y,0) due spazi topologici e siano f,g : (X,7) = (Y,0) due
applicazioni continue. Supponiamo che esista D C X denso in X tale che f =g su D e che Y sia
Ts. Allora f =g su X.

Dimostrazione. Sia C :={x € X : f(x) = g(x)}. Si prova che esso ¢ un chiuso (si provi che X \ C

¢ aperto). Poiche D C C vale che X = DCC=CossiaC=X.

Esempio 1.39. La funzione f(x) = sinxz non ha limite per x — +oo. Infatti se per assurdo
esistesse limy_, o f(x) = £ allora per ogni successione (x,) C R tale che x, — +oo deve valere
f(xn) — L. Basta scegliere x, = 2mn e y, = 5 +27n per ottenere che f(x,) — 0 mentre f(yn) — 1.

1.7. Funzioni semicontinue.

Definizione 1.40. Una funzione f : X — R si dice T-semicontinua inferiormente (in breve
T-s.c.i.) su X se Vo € R wvale che

E,={zeX : f(z) <a} ér-chiuso

Una funzione f : X — R si dice T-semicontinua superiormente in X se -f € T-semicontinua
inferiormente.

Si prova facilmente che
f:X >R 7sci <= f(xg) < lini)inff(x) Vg € X
T—x0

dove ricordiamo che

liminf f(x) := sup inf  f(y).
T—T0 ( ) Ueu(mo)yGU—{xo} ( )
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Esempio 1.41.

1 sex>0

f(x):{o sex <0

€ semicontinua inferiormente ma non continua. Infatti

0 se a <0
Eo={zeX : flz)<a} =1 (-00,0] se0<a<l.
R sea>1

Definizione 1.42. Una funzione f : X — R si dice T-sequenzialmente-semicontinua inferi-
ormente se per ogni o € R il sottolivello E, = {m eX : f(x) < a} € T-chiuso per successions.
Una funzione f : X — R si dice T-sequenzialmente semicontinua superiormente in X se —f
€ T-sequenzialmente semicontinua inferiormente.

Si prova facilmente che
f:X = R 7-seq. s.ci. <= Vo € Xe per ogni z,, — xo vale f(z) < liminf f(z,)
n—oo

dove ricordiamo che

liminf f(an) = sup inf f(zn).

Dalla Proposizione [1.19| segue che,
f T7-s.ci.= f 7-seq. s.c.i.

e se lo spazio X & N allora
f 7-s.ci. <= f T-seq. s.c.i..

Osservazione 1.43. F ovvio che ogni funzione f : X — R T-continua € T-semicontinua inferior-
mente e superiormente.

1.8. Costruzione di topologie. In quest’ultima sezione richiamiamo prima di tutto come sia
possibile generare una topologia su un insieme X a partire da una famiglia di suoi sottoinsiemi.

Teorema 1.44. Sia X # () e sia B C P(X) tale che

(i) X = UBeB B;

(ii) VB1, By € B e Yx € By N By esiste By € B tale che x € Bs C By N By.
Allora esiste su X un’unica topologia T tale che B é una base per (X, 7). Inoltre tale topologia T é
definita come

7 :={UjerB; : B; € B, I qualunque}.
Introduciamo ora la sequente relazione di equivalenza tra topologie su uno stesso insieme.

Definizione 1.45. Siano 7, o due topologie su uno stesso insieme X # (). Diciamo che la topologia
o ¢ meno fine della topologia T (e scriveremo o < T) se ogni o-aperto é T-aperto.

Osserviamo che se 0 < 7 e (Z, p) un altro spazio topologico allora
e ogni o-chiuso é 7-chiuso.
o se (zp)n € X T-converge a x € X allora (z,,), o-converge a x € X;
ese f:(X,0) — (Z,p) é una funzione continua allora f : (X,7) — (Z,p) é una funzione
continua,
e se f:(Z,p) = (X,7) é una funzione continua allora f : (Z,p) — (X,0) é una funzione
continua.
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Sia ora X # (), siano (Y}, 7;)i;es una famiglia di spazi topologici assegnati e sia (¢;);c; una famiglia
di funzioni con ¢; : X — Y;. Applichiamo il Teorema [1.44] per costruire su X una topologia o che
renda continue le assegnate funzioni ¢; : (X,0) — (Y;, 7;). Tale topologia o deve infatti contenere
le immagini inverse di aperti, ossia per ogni V; € 7; deve valere che ¢, L(V;) € o. Inoltre anche le
intersezioni finite di sottoinsiemi del tipo goi_l(Vi) devono stare in o. Quindi definiamo

B:={[) ¢ '(Vi): V;emn}.

finita

Questa famiglia di insiemi verifica le proprieta (i) e (ii) del Teorema Pertanto esiste una
topologia su X che ha B come base. Gli aperti di questa topologia sono della forma

U N &'
qualunque finita
con V; m-aperto.
Inoltre é facile verificare che questa topologia é meno fine di ogni altra topologia 7 che
renda continue le applicazioni ¢; : (X,7) — (Y}, 7;) ossia se 7 é un’altra topologia su X rispetto
la quale le applicazioni ¢; : (X, 7) — (Y;,7;) sono continue allora ogni c-aperto é anche T-aperto.

Valgono poi la seguenti proposizioni:
Proposizione 1.46. Sia (z,) C X. Allora
(xn) o-converge a xy € X <= (p;(xn))n Ti-converge a @;(xg) Vi € I.

Dimostrazione. ”=" Poiché ¢; : (X,0) — (Y;,7;) é continua allora é sequenzialmente continua.
Quindi la tesi.

"<=" Sia U un o-intorno di zy. Per semplicitd possiamo assumere U = (,cp¢; (V;) con V;
T;-aperto e F' un sottoinsieme finito di 1. Fissiamo ¢ € F'. Poiché xg € U, allora 'aperto V; contiene
wi(xo). Poiché per ipotesi la successione p;(xg) 7;-converge a ¢;(zg), deve esistere N; € N tale che
per ogni n > N; @;(x,) € V;. Scelto allora N = max;cr N; si ha che ¢;(x,) € V; per ognin > N e
per ogni i € F. Quindi z,, € ;ep ¢ (Vi) = U per ognin > N. O

Proposizione 1.47. Sia (Z,7) uno spazio topologico e f : Z — X una funzione. Allora f :
(Z,7) = (X,0) € continua <= per ogni i € I la funzione p;o f : (Z,7) = (Y, ) € continua.

Dimostrazione. ”=—" ovvia.
"«=" Sia U C X un g-aperto. Dobbiamo provare che f~!(U) é un 7-aperto di Z. Ora U é della
forma U = U uatungue (Nfinita ¢; 1 (Vi) con V; m-aperto. Quindi

o= U N ritertvin= U N eenT v
qualunque finita qualunque finita

dove gli insiemi (¢; o f)~!(V;) sono aperti essendo le funzioni ¢; o f : (Z,7) — (Yi, ;) continue per
ogni i. Segue quindi la tesi. O

Esempio 1.48. (La topologia prodotto) Sia X = [],.; Y; dove (Y3, 7;)ies ¢ una famiglia di spazi
topologici assegnati e sia (7;);er la famiglia di funzioni (dette proiezioni) 7; : X — Yj definita da
mi((yi)i) = v
Allora la topologia IT meno fine su X che rende continue le proiezioni (m;); é detta topologia

prodotto su X. Inoltre dalle Proposizioni e segue che
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e se (zy), C X allora

(zn)n -converge a x <= (m;(xy,))n Ti-converge a m;(z) in Y; Vi € 1.
In particolare se z, = (y}')icr € © = (yi)ier allora
(zp,)n H-converge a x < (yfl)n T;-converge a y; Vi € 1.
e se (Z,7) é uno spazio topologico e f : Z — X una funzione definita da f(z) = (fi(z)) dove
fi: Z = Y; allora
f:(Z,1)— (X,1I) é continua <= f;: (Z,7) — (Y;,7;) é continua Vi € I.
1.9. Teorema di Weirstrass.

Teorema 1.49 (di Weirstrass generalizzato, versione topologica). Sia (X, 7) uno spazio
topologico Tq e sia f: X —| — 0o, +00], f # +00, tale che Va € R il sottolivello

{reX: f(z) <a}
sia T-compatto. Allora esiste xg € X tale che f(xg) = miny f(z)(€ R).

Dimostrazione. Sia (apn), € R, o, > infx f(x) Vn € N, decrescente e tale che lim, o oy =
infx f(z)(< +00). Allora per ogni n € N il sottolivello

Kn={reX: f(x) < an)

& non vuoto: infatti fisso n € N e sia € := a,, —infx f > 0. Allora, dalla proprieta dell’inf, esiste
x € X tale che f(z) < infx f + € = ay,, ossia z € K,,. Inoltre K,, & compatto e quindi chiuso e
Ky+1 € K,, € K1 Vn € N. In particolare [, K, # (0 (altrimenti, essendo K; compatto, esisterebbe
F C N finito tale che Koz = [\,ep Kn = 0. Assurdo). Sia zg € (), K,. Allora f(z0) < ay, per
ogni n € N e quindi

f(wo) < Tim_an = inf f(x) < f(xo)
ossia —oo < f(z9) = infx f(z) < +oo da cui segue che f(xp) = minx f(z) € R. O

Corollario 1.50. Se (X, 7) € uno spazio topologico compatto e Tq ed f : X —]—o00,+0o0], f # +00,
€ una funzione T-s.c.i. allora esiste xo € X tale che f(zg) = miny f(x)(€ R).

Dimostrazione. Basta osservare che i sottolivelli di f sono 7-chiusi e, essendo X compatto, sono
T-compatti. ]

Definizione 1.51. Sia (X, 7) uno spazio topologico. Una funzione f : X — R si dice coerciva se
per ogni o € R 4l sottolivello

Ey={reX: f(z)<a}
¢ relativamente compatto (ossia E7, & compatto in X per ogni a € R).

Esercizio 1.52. Sia f : RY — R. Allora
f € coerciva <= Eyé limitato Va € R <= lim f(z) = +o0.

||z||—o00
Dimostrazione. Proviamo la seconda equivalenza. Supponiamo che E, ¢ limitato Va € R e, per
assurdo, non vale lim|, | f(2) = +00. Allora esiste una successione () tale che ||z,|| — 400
e (f(xzy))n ¢ limitata, ossia esiste un a € R tale che f(z,) < «a per ogni n € N. Allora (z,,) C E,.
Assurdo.

Viceversa, se lim|j;)|»00 f(7) = +00 e se esistesse un a € R tale che E, ¢ illimitato, allora
esisterebbe (z,) C E, successione illimitata, ossia tale che ||z,|| — +oco. Allora, dall’ipotesi,
f(zn) = +o00. Assurdo in quanto f(z,) < a. O
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Tenendo presente che se X & Tq allora
E, & T7-compatto in X Va € R < f e 7-s.c.i. e T-coerciva,
possiamo dare le seguente formulazione equivalente del teorema di Weirstrass:

Teorema 1.53. Sia (X, 7) uno spazio topologico Ta e sia f : X —| — oo, +o0], f # +00, una
funzione T-s.c.i. e T-coerciva. Allora esiste xg € X tale che f(z¢) = miny f(x))(€ R).

Esercizio 1.54. Sia (X, 7) uno spazio topologico e C C X T-chiuso.
(1) Sia f: C — R, una funzione 1c-s.c.i.. Provare che la funzione f: X = R definita come

~ flx) ifxeC
TS LA
400 altrimenti
eT-8.Cl.
(2) Sia f: X — R, una funzione T-s.c.i.. Si provi che la sua restrizione fi., su C ¢ 1¢-s.c.i..
(3) Sia K CC C X. Allora

K é tc-compatto se e solo se K é T-compatto.
(per I'ultima parte usare la Proposizione |1.22)).

Esercizio 1.55. Sia C C RN wun chiuso e sia f : C —] — 0o, +00|, f # +o0, una funzione
semicontinua inferiormente. Se C' non é limitato assumiamo l'ipotesi che

f(z) = +o0.

im
||z]|—o00,2eC
Allora esiste xg € C tale che f(xg) = ming f(z)(€ R).

Teorema 1.56 (di Weirstrass generalizzato, versione sequenziale). Sia (X, 7) uno spazio
topologico Tq e sia f : X — RU{+o0}, f # 400, tale che Ya € R il sottolivello {x € X : f(z) < a}
é seq. compatto. Allora esiste xg € X tale che f(xo) = minx f(z)(€ R).

Dimostrazione. Sia (apn), € R, a, > infx f(x) Vn € N, decrescente e tale che lim, o o, =
infx f(z)(< +00). Allora per ogni n € N il sottolivello

Kn=A{zeX: f(z)<an}

¢ non vuoto: infatti fisso n € N e sia € := a,, —infx f > 0. Allora, dalla proprieta dell’inf, esiste
x € X tale che f(x) < infx f+ € = oy, ossia x € K,,. Inoltre i sottolivelli K,, sono seq. compatti e
quindi seq. chiusi e K,41 € K, € K; Vn € N. Per ogni n sia z,, € K,,. Osserviamo che z, € K,
per ogni p > n poiché K;y; C K; Vj € N. Poiché tutta la successione (xn)n C K esiste una
sottosuccessione (z,,) estratta da (z,), ed esiste xg € K; tale che z,, T-converge a .
Osserviamo che per ogni m € N vale che z,, € K,,, C K, per n > m (in quanto p, > n > m) ed
essendo K, seq. chiuso, otteniamo che xg € K,,, Vm € N ossia f(z9) < a,,, Vm € N. Passando al
limite per m — co otteniamo

(a) < i £(2) < f(ao)
ossia f(xg) = miny f(z)(€ R). O

Corollario 1.57. Sia (X, 7) uno spazio topologico seq. compatto. Sia f : X — RU{+o00}, f # +o0,
una funzione seq. s.c.i.. Allora esiste vog € X tale che f(xp) = minx f(z)(€ R).

Dimostrazione. Diamo due dimostrazioni:
(1) Essendo f seq. s.c.i., i suoi sottolivelli sono seq. chiusi in uno spazio seq. compatto. Quindi
essi stessi sono seq. compatti e si applica il Teorema [1.56

(2)(Metodo diretto del calcolo delle variazioni)
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(1) [Successione minimizzante] Sia (z,), C X una successione minimizzante ossia tale che
f(zyn) = infx f(z)(< +00).

(2) [estrazione di una sottosuccessione convergente per compattezza| Essendo X 7-
seq. compatto, esiste una sottosuccessione (xy, ) estratta da (z,)n ed esiste g € X tale che
Xf, T-CONVErge a .

(3) [Passaggio al limite per s.c.i.] Essendo f seq. s.c.i. otteniamo che

—00 < f(zg) < liminf f(z,) = i%ff(x)
ossia abbiamo trovato xp € X tale che f(zg) = minx f(z)(€ R). O

Esercizio 1.58. Sia C C RV chiuso e sia f : C —]—00, +00], f # 400, una funzione semicontinua
inferiormente. Se C' non é limitato assumiamo l'ipotesi che

I — too.
ey o /(@) = oo

Allora esiste xg € C tale che f(xg) = mine f(x)(€ R).

Dimostrazione. (usare per esempio il metodo diretto del Calcolo delle Variazioni).

Verso la fine del corso, daremo una generalizzazione di questo teorema, con l'ipotesi che C' & un
convesso, chiuso di uno spazio X riflessivo e f una funzione convessa, s.c.i. e coerciva.

1.10. Appendice al Capitolo 1: compattezza in spazi metrici. Al fine di provare che negli
spazi metrici la compattezza e la sequenziale compattezza si equivalgono, dimostriamo il seguente
risultato preliminare.

Teorema 1.59. Sia (X, 7) uno spazio topologico compatto o sequenzialmente compatto. Allora X
soddisfa la sequente proprieta (W):
ogni sottoinsieme infinito di punti di X ammette almeno un punto di accumulazione.

Dimostrazione. Sia Y C X infinito.

I caso: sia X sequenzialmente compatto. Poiché Y é infinito, esiste una successione di punti tutti
distinti (xy,), C Y. Per la sequenziale compattezza esiste o € X ed esiste (zg,) C (z,,) estratta
convergente a xg in X. E facile provare che zg é un punto di accumulazione di Y.

IT caso: sia X compatto. Se per assurdo D(Y) = () allora per ogni x € X esiste U, intorno di
z tale che Y N U, — {z} = (. Poiché X = (J,cyx Us, dalla compattezza di X segue che esistono
T1,- -+, &y tali che X = J; | Uy,. In particolare Y C ;' | Up,. Quindi Y C {1, -+, z,}. Assurdo.

]
Teorema 1.60. Sia (X, 7) uno spazio topologico T;.
(1) Se (X,7) € N1, allora X é sequenzialmente compatto <= X soddisfa (W);
(2) Se (X,7) € Na, allora X é compatto <= X soddisfa (W).
Dimostrazione. Le implicazioni ” =" seguono dal teorema precedente.
(1) " <" Sia (x,) C X. Poniamo Y := {1, , 2y, - } e supponiamo che Y abbia infiniti el-

ementi (altrimenti la successione é banalmente convergente). Allora 3¢ € D(Y'). Essendo
X uno spazio N7, esiste (Up)nen sistema fondamentale di intorni di g tale che U, 11 C U,
per ogni n € N. Dato che 29 € D(Y) esiste z,,, € Uy — {xo}. Poiché Uy NY deve avere
infiniti elementi (vedi Esercizio Jxpn, € Uy —{xo, 21, -+ ,2pn, }. Procedendo in questo
modo, Vn € N 3k,41 > ky, > n tale che z, € U,. Proviamo che x,, = x¢. Sia U intorno di
xo. Allora esiste ng € N tale U,, C U. In particolare xy,, € U,, C Uy, C U per ogni n > nyg.
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(2) " <" Sia X = J;c; Ai dove A; é aperto per ogni i € I. Sia B = (Bp)nen una base
numerabile di X. Allora Vi € I esiste N; C N tali che A; = |, N, Bn. Allora:
N; é al piu numerabile essendo D C N;

S _
e l'insieme D = | J;¢;

e Vn € D esiste i(n) € I tale che B,, C A;,);

o X =Ues UneN,- By, = Unep Bn-

Se provo che esiste F finito tale che X = (J, cp By seguira che X = (J,,cp Aj(n) da cui
la compattezza di X. Se D ¢ finito, la tesi é ovvia. Se D numerabile allora D = (k(n))nen
conn <k(n)<k(n+1)e

(1.1) X = | Byw).
neN

Per assurdo supponiamo che

n
(1.2) X #|JByi) YneN.
i=1
Dalla e dalla segue che esiste z1 € X \ By(yy ed s(1) > k(1) tale che z1 €
By1)- Applicando di nuovo la e la esiste 13 € X \ (By1) U Bya) U -+ Byy) ed
s(2) > s(1) tale che w3 € By(g). Cosi procedendo costruiamo una successione (z,,) C X ed
una successione strettamente crescente s(n) di numeri naturali tali che ¥n € N @, € By,
e Tny1 € X \ (Bya) U By U -+ Byy))- In particolare x,, # x,, per ogni n # m e quindi
tale successione ha infiniti termini. Per la proprieta (W), tale successione ha un punto di
accumulazione xg € X. Grazie alla , esiste Byp) tale che zg € Byn). Per 'esercizio
1) By(n) deve contenere infiniti punti della successione. Ma questo ¢ assurdo in quando
per ogni n > 7 s(n) > s(n) > n e quindi z, ¢ By(x)-

Corollario 1.61. Sia (X, 7T) uno spazio topologico Ty e Ni. Allora
X € compatto = X € sequenzialmente compatto.

Dimostrazione. Basta applicare il Teorema e ). O

Corollario 1.62. Sia (X, 7) uno spazio topologico Ty e Na. Allora le sequenti affermazioni sono
equivalenti:

(i) X wverifica (W);

(ii) X € sequenzialmente compatto;

(iii) X € compatto.

Dimostrazione. Basta applicare il Teorema m(Q) 0

Proposizione 1.63. Se (X,d) é uno spazio metrico compatto o sequenzialmente compatto allora
X € separabile (e quindi Nz).

Dimostrazione. Diamo la dimostrazione solo nel caso in cui X é compatto. Se X é compatto
Vn € N esistono x&"), :Ug"), e x,(gn) € X tali che

n

kn 1
=1
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L’insieme D := {ajgn) : n €N, 1<i<k,}énumerabile e denso in X. Infatti per ogni ¢ € X e per
ogni r > 0, scelto n > 1, 327 tale che g € B(mgn), 1). In particolare xgn) € B(zo, 1) € B(zo, 7).
Questo implica che, preso un qualunque aperto A C X, vale che AN D # (. O
1.11. Limite per ||z|| — co. Se C C R¥, C illimitato e f : C — R ricordiamo che

(1) se ¢ € R allora diremo che

im x) =1
Hx||ﬁoo,m€0f( )
se e solo se per ogni € > 0 esiste R > 0 tale che per ogni x € C se ||z|| > R allora
() =4 <&
(2) se £ = 400 allora diremo che
m r) =400
Hz||—>oo,x€Cf( )

se e solo se per ogni N > 0 esiste R > 0 tale che per ogni z € C se ||z|| > R allora f(z) > N.
Se definiamo come ”intorni di co” gli insiemi Ug := {z € RY,||z|| > R}, abbiamo che
C e illimitato <= oo € D(C).
Con la definizione data sopra, si ha che
lim  f(z) =¢ <= VYV intorno di ¢ 3Ug intorno di co t.c. Vo € CNUg, f(z) € V.

[|z]|—o0,2eC
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2. Gli spazi normati

In questa sezione K sara uguale a R o a C e X uno spazio vettoriale su K.

2.1. Seminorme e norme.

Definizione 2.1. Diremo che p: X — R € una seminorma su X se
(1) p(z) > 0 per ogni x € X e p(0) = 0;
(2) p(A\x) = |Mp(x) per ogni x € X e X € K;
(3) p(z+vy) < p(x)+p(y) per ogni x,y € X (disuguaglianza triangolare).

Definizione 2.2. Sia X uno spazio vettoriale su K. Diremo che || -|| : X — R é una norma su X
se || - || & una seminorma che soddisfa l'ulteriore proprieta

|z =0 =2 =0.
Lo spazio (X, || - ||) si dice uno spazio normato.

Quindi || - || : X — R é una norma su X se

(1) ||z|| > 0 per ogni x € X e ||z|| = 0 se e solo se z = 0;
(2) || Az]| = |All|z|| per ogni x € X e A € K;

(3) llz +yll < llz|l + ||y|| per ogni z,y € X (disuguaglianza triangolare).
Osserviamo che uno spazio normato (X, || -||) é, in particolare, uno spazio metrico con d(zx,y) :=
|z = yll.
Esercizio 2.3. Sia p: X — R tale che soddisfa la (2) e la (3) della definizione precedente. Allora
(a) p(0) = 0;

(b) p(z) = p(—x) per ogni x € X. In particolare, p(x) > 0 per ogni v € X ;
(¢) p € una seminorma;

(d) [p(z) —p(y)| < p(x —y) per ogni v,y € X;

(e) p(Ox+ (1 —0)y) < Op(x)+ (1 —O0)p(y) per ogni x,y € X e per ogni 6 € [0,1] (ossia p € una
funzione convessa)

(f) S:=={x € X : p(x) =0} é un sottospazio di X.

Dimostrazione.

(a) segue applicando la (2) con A = 0;

(b) basta applicare la (2) con A = —1. Poi, dalla (3) segue che 2p(x) = p(x)+p(—z) > p(0) =0
ossia p(x) > 0 per ogni = € X;

(c) Segue da (a) e (b);

(d) applicando la (3) si ha che p(z) < p(x —y) + p(y) per ogni z,y € X. Scambiando il ruolo
di z,y e osservando che, per la (2), vale che p(x — y) = p(y — =) segue la (c);

(e) applicando la (2) e (3) si ha che

p(0z + (1= 0)y) <p(6z) +p((1 = 0)y) = Op(x) + (1 — O)p(y);
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(f) se p(z) =p(y) =0ea,be K, da (b), (2) e (3), segue che
0 < plax + by) < p(ax) + p(by) = [alp(x) + [blp(y) = 0
ossia ax + by € S.

Osservazione 2.4. Applicando la (d) ad una norma || - || segue che
[zl = lyll | < [lz — yl| per ogni z,y € X

da cui segue che se
|2 = z[| = 0= [|znl] =[]
11 viceversa é falso (si consideri z,, = (—1)"...).

Esercizio 2.5. Sia C[0,1] lo spazio vettoriale delle funzioni continue su [0, 1]. Per ogni z € [0, 1]
sia p, : C[0,1] — R definita da
pa(f) = [f(2)].

Allora per ogni x € [0, 1] si ha che p,; é una seminorma (e non é una norma,).
2.2. Successioni di Cauchy e spazi di Banach.

Definizione 2.6. Sia (X,d) uno spazio metrico. Una successione (x,) C X si dice di Cauchy
(rispetto a d) se

Ve >03dng e N: Vn,m €N sen,m > ng allora d(zy,xm) < €.

Osservazione 2.7. Sia (X, d) uno spazio metrico.

(1) se una successione (z,) C X converge in X allora é di Cauchy.
Infatti sia xg il suo limite. Sia € > 0. Allora esiste ng € N tale che per ogni n > ng vale
d(zn,x0) < §. In particolare per ogni n,m € N tali che n,m > ng vale

d(Tp, ) < d(xn, x0) + d(x0, Tm) < % + % =e

(2) se una successione (z,) C X di Cauchy ammette un’estratta convergente ad un
punto zo € X allora tutta la successione (z,,) converge a zo; infatti sia (z, ) C (zn)
convergente ad zp e sia € > 0. Poiché (z,) é di Cauchy, I3ny € N tale che per ogni
n,m > ng vale d(zp,z,) < §, mentre, dalla convergenza della successione (x,) ad wo,
segue che dn; € N tale che per ogni n > ny vale d(zy,,z0) < §. In particolare per ogni
n € N tale che n > max{ng,n1} vale che k, > n > n; e quindi

d(zp, x0) < d(zp, xR, ) + d(TK,, T0) < % + % =e.

Definizione 2.8. Uno spazio metrico si dice completo se tutte le sue successioni di Cauchy sono
convergenti. Uno spazio normato si dice spazio di Banach se tutte le sue successioni di Cauchy
sono convergenti.

Osservazione 2.9. Sia (X, d) uno spazio metrico.

(1) se (X,d) é compatto, allora (X,d) é completo.
Infatti, dalla compattezza segue che ogni successione di Cauchy ammette un’estratta con-
vergente e quindi, dalla (2), segue che tutta la successione converge.
Il viceversa ¢ falso. Infatti R é completo ma non é compatto.

(2) se (X,d) é uno spazio metrico completo e Y C X é chiuso allora (Y, d) é completo.
In particolare se (X, ||||) é uno spazio di Banach e Y C X é un sottospazio chiuso
allora (Y,|| - ||) é uno spazio di Banach .
Infatti ogni successione di Cauchy in Y risulta di Cauchy in X e come tale converge ad un
punto di X che deve appartenere a Y in quanto Y é chiuso.
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Definizione 2.10 (Spazio prodotto di due spazi normati). Sia (X,| - ||x) e (Y, - |ly) due
spazi normati. Allora sullo spazio prodotto X XY € possibile definire una norma nel sequente modo:

(@, 9)lxxy = [zllx + lylly-
Si osservi che una successione
(Tnyyn) = (z,y) M X XY <= ||z, —2||x =0 el|lyn —ylly = 0.
Allora sullo spazio prodotto X x Y é possibile definire una norma nel seguente modo:
(@, y)lxxy = lzllx + llylly-
Si osservi che una successione
(@nsyn) = (2,y)  In X XV <= [lzn —2]x =0 ellyn —yly = 0.

Segue quindi facilmente che se (X, || - ||x) e (Y,] - ||y) sono spazi di Banach, allora anche lo spazio

prodotto (X X Y, || - [[xxy) é uno spazio di Banach.

In particolare, se X e uno spazio di Banach, allora lo spazio prodotto X X --- x X munito della
—_——

N volte
norma " prodotto” € uno spazio di Banach. Inoltre

(1) la funzione

(t,z) — tx
é continua da K x X in X;
(2) La funzione
(x,y) —z+y
¢ continua da (X x X, | - [|xxx) in (X, ]| - [|x)-

Definizione 2.11. Sia X uno spazio normato. Un insieme Y C X si dice limitato (in X) se

sup [|y|| € R.
yey

In particolare una successione (x,) C X si dice limitata se sup,, ||z,|| € R.

Equivalentemente Y C X é limitato se esiste R > 0 tale che
YCBr={xeX:|z| <R}

Osservazione 2.12. Sia X uno spazio normato.

(1) Se una successione (z,,) C X é convergente, allora é limitata.
Infatti se zg € il suo limite, allora lim, .« ||zn|| = ||z0]|| € R.

(2) Se K C X & compatto allora & chiuso e limitato: vediamo due dimostrazioni. Prima
possibilita: ricopriamo K con le palle aperte B(0,n) ed estraiamo un sottoricoprimento
finito per trovare che esiste una palla Bg che lo contiene; Seconda possibilita: se per assurdo
non lo fosse, sup,cy ||y|| = +oo ed esisterebbe y, C Y tale che limy, o |[yn|| = +o00. Tale
successione (y,) dovrebbe ammettere una estratta (yg,) convergente ad un punto yp € Y.
Questo implica che la successione

+oo = lim [|y,[| = lim |y, || = [lyol| € R.
n—oo n—o0

11 viceversa é falso. Per esempio si prenda X = (0, 1] munito della norma indotta dalla
distanza

d(f,9) = max |f(z) - g(x)].

x€[0,1]
Allora vale che la palla B; = {z € X : ||z|| < 1} non é compatta (si prenda f,(z) = 2™ e si
verifichi che non ammette sottosuccessioni convergenti.)
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Proposizione 2.13. In uno spazio normato (X, | - ||x) sono equivalenti i sequenti fatti:
(1) ogni insieme K C X chiuso e limitato é compatto;
(2) la palla unitaria B; = {x € X : ||z|| < 1} € compatta;
(3) per ogni zog € X e per ogni R > 0 la palla Br(zo) = {x € X : ||z — xo|| < R} € compatta;
(4) ogni successione (x,) C X, limitata in (X, || || x) (ossia tale che sup,, ||z,|| € R), ammette
un’estratta convergente in X ;

Dimostrazione. (1) = (2): Essendo By chiusa e limitata, allora B; ¢ compatta,;

(2) = (3): per ogni xp € X e per ogni R > 0 la funzione tp,, : X — X definita come
tRzo () = Rx 4 x0 é un’applicazione continua in quanto lipschitziana. Infatti

[tRzo (%) = tR2o ()| = Rlz —y| Yo,y € X

e come tale trasforma insiemi compatti in insiemi compatti. Poiché tg ,,(B1) = Br(0) segue che la
palla Br(zo) é compatta.

(3) = (4): se (z,) € X é una successione limitata allora (z,) C Br(0) dove R = sup,, ||zx]||.
Essendo la palla Br(0) compatta in uno spazio metrico, ¢ anche seq. compatta e quindi esiste una
sottosuccessione estratta da (x,) convergente in Br(xo).

(4) = (1): sia K C X chiuso e limitato. Grazie alla (4), K € seq. compatto. Essendo X uno
spazio metrico, allora K & compatto. O
Il seguente teorema caratterizza gli spazi normati completi (per esercizio):

Teorema 2.14. (Criterio di Weirstrass per le serie) Sia (X, | -||) uno spazio normato. Allora
sono equivalenti i sequenti fatti:
(1) X € di Banach rispetto alla norma || - ||;
(2) per ogni successione (x,) C X, se la serie numerica’y - ||| converge allora esiste y € X
tale che la successione sy, = Y p_q xp delle somme parziali converge a y nella norma || - ||
(ossia 3y € X tale che ||sp, —y|| = 0). Inoltre ||yl < >>2; [|an]|-

Definizione 2.15. Siano |- | e || - || due norme su uno spazio vettoriale X. Esse si dicono equiv-
alenti se esistono due costanti c,C > 0 tali che per ogni v € X

clo] <ol < Clo].

Osservazione 2.16. Siano |- | e || - || due norme equivalenti sullo spazio X e (x,) C X. Dal fatto
che
clen — x| < ||zn — 2m|| < Clzp — 2| Vn,m e N
segue che (z,,) é di Cauchy rispetto a | - | se e solo se (z,,) é di Cauchy rispetto a || - ||. Inoltre per
ogni xg € X e per ognin € N
elatn — ol < |l — w0ll < Clan —
e quindi
||zn, — x0|| = 0 <= |z, — 20| = 0
ossia ogni successione in X convergente rispetto ad una norma converge allo stesso limite anche
rispetto ad ogni altra norma ad essa equivalente. In particolare se | -| e || - || sono due norme

equivalenti allora
(X,]-]) é completo <= (X,]||-]||) é completo

{r € X : |z| <1} é compatta in (X,|-|) <= {x € X : ||z| < 1} é compatta in (X, || - |).
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Esercizio 2.17. Siano (X,dx) e (Y, dy) due spazio metrici e sia T : X — Y un’ isometria ossia
tale che
dy(T'(2), T(y)) = dx(z,y) VYz,y€X.
Dimostrare che
(1) se X é completo, allora T'(X) é chiuso in Y;
(2) se X e Y sono completi, allora T'(X) é uno spazio completo;
(3) se T ¢ suriettiva, allora

X é completo <= Y é completo.

2.3. Gli spazi normati di dimensione finita.

Proposizione 2.18. Sia X uno spazio vettoriale su K di dimgX = N. Sia (e1,--- ,en) una base
canonica. Per ogni v = Zf\il vie; € X con v; € K sia ||v]]; = Zz]\il |vs|. Allora
(1) (X,]|-1]l1) € un spazio normato completo;
(2) da ogni successione in X limitata rispetto alla norma || -||1 si puo estrarre una sottosucces-
sione convergente (ossia vale la la proprieta di Bolzano-Weirstrass);
(3) tutte le norme su X sono equivalenti alla norma || - ||;.
Dimostrazione.
(1) Dalle proprieta del modulo segue facilmente che || - |[; é una norma. Lo spazio prodotto
KV = K x --- x K munito della norma ”prodotto” ¢ completo. X munito della || - ||; &
—_—
N volte
isometrico allo spazio prodotto K munito della topologia prodotto. Quindi X & completo.
(2) Verifichiamo che ogni altra norma ¢ equivalente alla norma || - ||;. Sia || - || un’altra norma
su X. Allora, posto C' = maxo<i<n ||ei||, per ogni v € X vale che
vl < Cllolls-
Infatti se

N
v = Z Vi€4
i=1
allora

N N N
loll <D llviell < ) willleil] < C ) Juil = Cllo]ls.
i=1 i=1 i=1

Ora per assurdo assumiamo che non esista una costante C' > 0 tale che [|v||; < C||v|| per
ogni v € X, ossia assumiamo che per ogni n € N esista v, € X tale che ||v,|1 > n|vn].
Definiamo w,, = ”v“ﬁ Allora [lwpli = 1 e |lwy| < 1. Segue che w, — 0 rispetto alla
norma | - ||. Inoltre, dal punto (2), esiste una sottosuccessione wy, convergente a w € X
rispetto alla norma | - ||;. In particolare ||wl|; = lim,, ||wg, ||1 = 1. Infine poiché

lwk,, = wl| < Cllwy, —wll,
si ha che ||wg, — w|| — 0 da cui, per unicita del limite, w = 0. Assurdo. O

Corollario 2.19. Sia X uno spazio vettoriale su K e dimgX = N. Allora

1) tutte le norme sono tra loro equivalenti;

2) X € completo qualunque sia la norma considerata;

3) un sottoinsieme K C X é compatto se e solo se é chiuso e limitato;
4) la palla unitaria By = {z € X : ||z|| < 1} € compatta;

5) le palle chiuse rispetto qualunque norma sono compatte;

(
(
(
(
(
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(6) da ogni successione limitata (rispetto ad una qualunque norma) si pud estrarre una sotto-
successione convergente (ossia vale la proprieta di Bolzano Weirstrass);

Dimostrazione. Segue dalla Proposizione [2.18

Osservazione 2.20. Se lo spazio X ha dimensione infinita, la proprieta (4) del Teorema (detta
proprieta di Bolzano-Weirstrass) non vale. Vedi Esempio ??7. Lo stesso dicasi per la proprieta (1)

della proposizione Vedi Esempio [2.30(3).

Corollario 2.21. Sia X uno spazio normato su K e sia Y C X wun sottospazio di dimensione
finita. Allora Y € chiuso in X.

Dimostrazione. PoichéY é completo rispetto a qualunque norma, Y é completo rispetto alla norma
di X. In particolare é sequenzialmente chiuso rispetto alla norma di X e quindi chiuso. ]

Proposizione 2.22. Siano X,Y spazi normati su K e siaT : X — Y lineare. Se X ha dimensione
finita allora T € una funzione lipschitziana e quindi continua.

Dimostrazione. Sia dimgX = N e sia (e1, - ,ey) una base canonica di X. Muniamo X della
norma | - | definita in Proposition Allora per ogni v € X, v = 25\;1 v;e; si ha che

N
IT@)lly =11 viT(ei)lly < Clol
i=1

dove C' = sup;<;<y |[|T(e;)||y. In particolare per ogni v, w € X,
T (v) = T(w)lly = IT(v = w)lly <Clv—w]
e quindi 7" é continuo essendo una funzione lipschitziana da X in Y. O

Definizione 2.23. Uno spazio vettoriale E su K si dice infinito dimensionale se per ogni N € N
esistono x1,---xn € E che risultano linearmente indipendenti.

Si vede facilmente che E é infinito dimensionale se e solo E # span{xi,---zn} per ogni
x1,---xy € FE. In particolare se E ha dimensione infinita si puo costruire una successione di
sottospazi di dimensione finita (E,,), tali che F,, C E,; strettamente. Inoltre in base al Corollario
E,, é chiuso per ogni n € N.

Il seguente teorema caratterizza gli spazi normati di dimensione finita:

Teorema 2.24 (di Riesz). Sia X uno spazio normato. Allora sono equivalenti i sequenti fatti:
(i) X ha dimensione finita
(ii) la palla chiusa unitaria By = {z € X : ||z|| < 1} € compatta.
Ricordiamo che se (X, d) é uno spazio metrico e Y C X allora
zg €Y < 0 =inf{d(z,y) : y €Y} =:d(z0,Y).
Per dimostrare il Teorema abbiamo bisogno del seguente lemma:

Lemma 2.25 (di Riesz). Sia (X, ||-||) uno spazio vettoriale normato e sia Y C X un sottospazio
chiuso. Allora

Ve >0 Jzp € X tale che xg ¢ Y, ||zo]| =1 e d(x0,Y) > 1 —€.

Dimostrazione. Sia x € X tale che x ¢ Y. Essendo Y chiuso, allora d = d(z,Y) = inf ey ||z —y|| >

0. Si noti che se 0 < € < 1 allora 1% > d. Quindi esiste yg € Y tale che

€

d
ol < =2
lz —yoll < T
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Poniamo g := ﬁ Allora xg ¢ Y (altrimenti z € Y) e per ogni y € Y vale che
T — Yo [z —yo —yllz —wollll _ llz—wll l1—e
lwo =yl = lls— = —wll = - TP
[z = yoll [z = woll [l — yoll
essendo y1 = yo — yllz — yol € Y. O

Dimostrazione. (del Teorema di Riesz)

(i) = (ii) segue dal Corollario [2.19]

(il)= (i): per assurdo X non sia di dimensione finita. Allora si puo costruire una successione
(Y,,)n di sottospazi di dimensione finita tali che Y;,_1 C Y,,. Grazie al Lemma di Riesz (applicato
alla coppia di spazi Y, e Y,,_1 con € = %), si ha che per ogni n € N esiste z,, € Y, \ Y,,—1 tale che
|zn]l =1 e d(2y, Yo—1) > 5. In particolare

1
|Zn — T > )

per ogni m # n: infatti se, per esempio, n < m alloraz, € ¥, CY,,_1 e

1

[Zm — Tnl| = d(Tm, Tn) > d(Tm, Yim-1) 2 3
Quindi non é possibile estrarre da (z,), € B alcuna sottosuccessione convergente contro 'ipotesi
di compattezza della palla. O

Mettendo insieme il Teorema di Riesz con la Proposizione otteniamo il seguente teorema:

Teorema 2.26. Sia (X, | -||) uno spazio normato su K. Allora sono equivalenti i sequenti fatti:
(1) X ha dimensione finita;
(2) un sottoinsieme K C X ¢é compatto se e solo se € chiuso e limitato;
(3) la palla unitaria By = {zx € X : ||z|| < 1} € compatta;
(4) da ogni successione limitata si pué estrarre una sottosuccessione convergente (ossia vale la
proprieta di Bolzano Weirstrass).
2.4. Esempi di spazi di funzioni.

Definizione 2.27. Sia X un insieme, (Y, |- |y) uno spazio normato e f : X — Y. Si dice che f €
limitata se esiste M > 0 tale che

|f(x)ly < M Vze X.
Proposizione 2.28. Sia X un insieme, (Y,|-|y) uno spazio normato e sia
B(X,Y):={f: X =Y : f limitata}.

Allora B(X,Y) € uno spazio vettoriale su K (con l'usuale somma e moltiplicazione per uno scalare)
e

[ lloo == sup [f(2)]y
zeX
é una norma su B(X,Y) (detta la norma del sup). Inoltre
(B(X,Y),|| - |loc) € completo <= (Y, |- |y) € completo.
Dimostrazione. ”<=": Sia (fy)n una successione di Cauchy in B(X,Y"). Poiché

[fn(2) = fm(@)ly < [[fn = Fnlloo

si ha che (f,(x)), é una successione di Cauchy in Y per ogni x € X. Quindi per ogni x € X esiste
un unico f(z) € Y tale che |f,(z) — f(z)|y — 0 quando n — co. Facciamo vedere che f,, converge
a fin (B(X,Y),|||le). Siae>0e vy € N tale che

1fn = fmllos <€
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per ogni n,m > vy. Allora per ogni z € X e per ogni n,m > 1y

(2.1) (@) = fn(@)ly < [fn = finlloo <€
Passando al limite per n — oo in ([2.1)) si ottiene che per ogni x € X

|f(x) = fm(2)|ly <€ Vm >

ossia
Hf_ fm”oo <e€ Ym > 1.

Da quest’ultima relazione segue che f = (f — fin) + fm € B(X,Y) e che (f,), converge a f.
"=—": Se (yn) €Y é una successione di Cauchy, é facile provare che la successione di funzioni
costanti f, : X — Y definite come f,, = y, é una successione di Cauchy in B(X,Y) e quindi
converge a una funzione f anche essa costante, ossia esiste yo € Y tale che f(z) = yo per ogni
x € X. Segue facilmente che y, converge a yp in Y. O

Definiamo
C(X,)Y):={f: X =Y : fcontinua}

Co(X,Y) :={f: X — Y : flimitata e continua}(= C(X,Y) N B(X,Y)).

Proposizione 2.29. Sia (X,7) uno spazio topologico e (Y,| - |y) uno spazi normato. Allora
Cy(X,Y) € uno sottospazio vettoriale chiuso di (B(X,Y),]|| - ||eo)- In particolare

(Co(X,Y), || - |loo) € completo <= (Y, |- |y) € completo.

Dimostrazione. ”<=" E facile provare che il limite uniforme di funzioni continue é una funzione
continua. Inoltre, dalla proposizione precedente, sappiamo che il limite uniforme di funzioni limitate
é una funzione limitata. Pertanto (Cyp(X,Y),|| - ||s) € un sottospazio chiuso dello spazio completo
(B(X,Y),]| - ||oo)- Pertanto é esso stesso completo. O

Osservazione 2.30. Dalla proposizione precedente segue che

(1) se una successione di funzioni continue e limitate f,, : (X,7) — R converge uniformemente
ad una funzione f allora f é continua e limitata,;

(2) sia (X, 7) é uno spazio topologico compatto (rispettovamente seq. compatto) e sia f : X —
Y continua (rispettivamente seq. continua), allora f é limitata: infatti, per il teorema di
Weistrass generalizzato ( vedi Corollario 1.50 e 1.54), la funzione reale e continua y —
—|f(y)|y ha minimo su X e quindi y — |f(y)|y ha massimo su X. In tal caso quindi lo
spazio

CX,)Y):={f: X =Y : fcontinua} = Cp(X,Y),

ed ¢ uno spazio di Banach munito della norma || - ||oc-
Esempio 2.31. Usando lo spazio delle funzioni continue diamo un esempio di spazio X di di-
mensione infinita che sia completo rispetto ad una norma e non completo rispetto ad un’altra. Si

consideri per esempio lo spazio X = C9[—1,1]: esso é completo rispetto alla norma del sup. Non é
invece completo rispetto alla norma
1
fulls = [ Ju(o)lda.

—1
Infatti & noto che C.[—1,1] & denso in L'(—1,1) rispetto la norma || - ||;. In particolare, essendo

C.-1,1]C X C L' (~1,1)
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segue che la chiusura di X rispetto la norma || - ||y ¢ L'(=1,1). Quindi X non & completo. In
particolare le norme || - ||1 e || - ||co Su X non risultano essere equivalenti (vedi Osservazione [2.16]).

Esercizio 2.32. Si consideri la successione
nx se [nx| <1
up(z):=¢ 1  sex>1
1

—1 sex < ——

Per ogni = € [—1, 1] si provi che u,(z) converge a

0 sex=0
viz):=¢ 1 sex>0.
-1 sex <0
Quindi (uy), non converge uniformemente e non puo essere di Cauchy rispetto alla norma || - ||sc-

Utilizzando il teorema di Lebesgue si verifichi che (uy,), é una successione convergente rispetto alla

norma || - ||; alla funzione
{ 1 sexz>0
w(x) ==

-1 sex <0
In particolare (uy,), é una successione di Cauchy rispetto alla norma || - ||; che non converge in X.
Osservazione 2.33. Sia C'[a,b] lo spazio delle funzioni continue con derivata continua su [a, b].
Osserviamo che C''[a, b] non é chiuso rispetto alla norma || - ||«. Infatti, si consideri la successione
un(z) ==/ (z — 3)2+ # e sia u(z) := |z — 3|. Allora u, € C[0,1] per ognin € N, |Ju, — ul[c — 0
ma u ¢ C'[0,1].
Esercizio 2.34. (1) Per ogni u € Cl[a,b] sia ||ul|c1 = ||u||oo + ||t/||oc. Provare che || - ||c1 é
una norma che rende lo spazio C''[a, b] uno spazio di Banach.
(2) Per ogni u € Ct[a,b] sia ||ul|ls = |u(a)| + ||t/||oo. Verificare che | - || é una norma che rende

lo spazio C[a, b] uno spazio di Banach. La norma || - ||, é equivalente alla norma || - ||o1?

(3) Sia K un compatto di R aventi N componenti connesse (Ck)i<k<n. Sia aj € C}, per ogni
k. Per ogni u € C*(K) sia |||ul]] = 2%, [u(ai)| + ||t/||so. Verificare che ||| - ||| é una norma
equivalente alla norma || - ||c1.

Esercizio 2.35. Per ogni u € C?[0,1] si definisca ||u|| = ||ul/oo + ||t/]|oo + ||t”'||oo. Dimostrare che
| - || definisce una norma che rende C?[0, 1] uno spazio di Banach.

2.5. Spazi di successioni.

Esercizio 2.36. Sia
02° .= {(an)n, CR: supla,| < +oo}
n

lo spazio delle successioni reali limitate e sia
co :={(an)n CR: a, — 0}

il sottospazio delle successioni reali infinitesime.

(1) Verificare che ||(an)n|loo := sup,en |an| definisce una norma su £>° rispetto alla quale £>° é
completo.

(2) provare che ¢g é chiuso in [*° (in particolare (cg, || - ||so) € uno spazio di Banach);

(3) provare che

coo := {(an)n CR: Ing € N tale che a, =0 Vn > ng.}

il sottospazio delle successioni reali definitivamente nulle. Dimostrare che ¢yt = ¢p. In
particolare cgg non & chiuso in [*°.
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Soluzione

(1)

(2)

Ogni successione (an)nen puod essere riguardata come una funzione f : N — R e viceversa
con (a,) = (f(n)). Pertanto /> = B(N,R). Dalla Proposizione segue che (> é uno
spazio di Banach con la norma sup,,cy | f(n)| = sup,,cy |an|-
Proviamo che ¢y é chiuso in £°°.

Sia (a®);, C ¢p una successione convergente ad a = (ay), € [°° e proviamo che a € cgo:
sia € > 0 e sia ng € N tale che

1a®) — allos <€ Yk > ng(e).
Indichiamo a*) = (a¥),cy. Allora, fissato k > ng(€), per ogni n € N segue che
Jan] < lan — @] + [ak] < fla — a®[|og + [af] < €+ [ak].
Mandando n — oo otteniamo

limsup |a,| < € + limsup [a¥| = € + lim |af| = e.
n—00 n—00 n—>00

Per € — 0 segue la tesi.

Osserviamo che cgy C ¢g da cui segue che 200’ C ¢p. Proviamo che ¢y C coot . Infatti

ogni a = (an)n € co ¢ il limite (rispetto alla norma del sup) della successione (a(®));, C co,

a®) = (a¥), ey, definita da

a

k. Jansen <k
" Osen >k

Infatti
|a® —al|oc = sup |ag] = 0 per k — oo
k>n+1

in quanto a € cy.
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3. Gli operatori lineari e continui.

In generale, abbiamo visto che gli operatori lineari da uno spazio di dimensione finita su uno
spazio normato qualunque sono funzioni continue (vedi Proposizione [2.22]).

Tale risultato non vale se X ha dimensione infinita, come si vede nell’esempio seguente in cui
Y =R.

Esempio 3.1. Sia X = C]0,1]. Sia T": C[0,1] — R definito da

T(u) == u(1).
E facile verificare che T ¢ lineare, continuo se muniamo X della norma || - ||oc ma non & continuo se
X & munito della norma || - ||1. Infatti sia u,(z) = 2™. Allora ||u,||1 = fol x"dx = %H — 0 mentre

T'(u,) =1 per ogni n € N e quindi (7'(uy,)), non converge a 7'(0).

La seguente proposizione caratterizza i funzionali lineari e continui definiti su un spazio normato.
L’ultima proprieta é quella che si utilizza concretamente per verificare che un funzionale lineare é
continuo.

Proposizione 3.2. Siano X,Y due spazi normati su K e sia T : X — Y lineare. Allora sono
equivalenti le sequenti relazioni:

(1) T € continuo;

(2) T € continuo in 0;

(3) T € limitato in un intorno di 0;

(4) 3C > 0 tale che ||T(z)||y < C||z||x per ogni x € X.

Dimostrazione. (1)== (2) ovvia;(2)= (3) ovvia;

(3)= (4) Sia T limitato in un intorno U di 0, ossia supponiamo che 3¢ > 0 tale che
|T(z)|ly <cVzel.

Sia Bx(0,7) C U. Poiché per ogni x € X vale che HTﬁHX < r, si ottiene che ||T(r=5F=)|ly < ¢

[o]]x
per ogni x € X ossia

C
1T (x)|ly < ;lelx Yz € X,

La tesi segue scegliendo C' = *.

(4)= (1) Per ogni z,y € X vale che
IT(x) = TW)lly = [IT(z = y)lly <Clz—y|

e quindi 7" é continuo essendo una funzione lipschitziana da X in Y. O
Nel seguito X, Y saranno due spazi normati su K. Poniamo

’L(X,Y) ={T:X->Y:T lineare}‘

’X* = {T:X%K:Tlineare}‘

’E(X, Y):={T:X — Y :T lineare e continuo},‘
e chiamiamo duale topologico di X lo spazio vettoriale
’X’ =L(X,K)={T: X — K : T lineare e continuo}. ‘
Se Y = X poniamo L(X) = L(X, X).
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Grazie alla Proposizione [3.2] sappiamo che se X ha dimensione finita, allora
X/ — X*

ossia X' coincide con il duale algebrico X*, mentre se X ha dimensione infinita X’ C X* ¢ X’

dipende dalla norma su X (vedi Esempio .

3.1. La norma di un operatore. Grazie alla Proposizione sappiamo che, assegnato T €
L(X,Y), allora

1T ()[ly

TeL(X,)Y)<=3ICeR" :|T(z)|y <Clz]lx VoeX <+ sup———— < +0c.
o#0  |7llx
Sullo spazio L(X,Y’) possiamo definire una norma nel modo seguente:
T(x)|y
T ey = sup LY
20 ”$HX
Dalla definizione di ||T|[z(x,y) segue che
T (@)ly < Tllexllzllx  VoeX.
Osserviamo che
T .1‘) Y
Mooy = s TOW g yr@y = sup 7))y
lelx<tazo lzllx o< lallx=1
Infatti banalmente
1T (x)ly

T||zx,yy =  sup > sup |[|T(z)lly > sup [|T(z)|y.
lelx<tezo lZlx i< lal| x =1

D’altra parte per ogni € > 0 esiste x. € X tale che

1T (z)[ly

> HT”L XYy) €
A (XY

In particolare
x 1T (o) lly
sup || T(z)lly = 1T(——)lly = T

[lz]l x =1 l[2ellx

> HTHL XyYy) €
|zellx (X¥)

Per € — 0 si ottiene che
sup ||T(@)lly > IT]|zx,v)-

llzl| x=1
Si osservi che
T(z)

se Y =R allora ||T||x = sup ( = sup T(x)= sup T(z)
lelx<t l2llx s ol x=1

in quanto
|T(z)| = max{T'(z), —T(z)} = max{T(x),T(—x)} Vzxe X.

|IT(x)]

&

Quindi il sup della funzione nei vari casi coincide con il sup della funzione Hfé‘%

[BS
Osservazione 3.3. Sia T' € L(X,Y). Per provare che ||T|z(x,y) = C > 0 occorre provare che
(1) vale
IT@)ly < Cllzllx VeeX
e cio implica che ||T||z(xy) < C.
Equivalentemente si puo provare che ||T(z)|ly < C Vz € X s.t. |lzfx < 1.
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(2) I(zn)n € X tale che ||z, x <1 esup,||T(zn)|y > C. Questo implica che [|T||zx y) > C.
Equivalentemente si puo provare che

I(xpn)n C X tale che ||z,||lx =1e le | T (zp)|ly > C.

In alcuni casi la (2) viene garantita dal fatto che la norma viene raggiunta, ossia dal fatto
che 37 tale che ||Z||x <1e|T(z)|y =C.

Esempio 3.4. Sia m € C|a,b] e sia T, : Cla, b] — C|a, b] che a u associa la funzione
Tin(u) : [a,b] - R
cosi definita:
T (u)(2) = u(z)m(z).
Provare che T': (C[a, b], |||lco) = (Cla,bl,||||so) & continuo con

Tl z(cfa) = lml]oo-
e che esiste u tale che ||t =1 € ||Tin(@)]|oo = ||m]|oo-

Osservazione 3.5. Se lo spazio X ¢ infinito dimensionale, non sempre la norma di un funzionale
su X é raggiunta, ossia in generale non esiste il max, <1 [T(2)|y.
o

a
Si consideri infatti il seguente esempio. Per ogni a = (a,) € ¢y sia T'(a) := E —T'L Proviamo che
n!
n=1

T : (co,|llloc) — R € lineare e continuo con |[T|[; = e — 1. Intanto T' ¢ ben posto in quanto per
ogni a = (a,) € ¢

© . S |a | >
S g L (- Dol < o0
n=1 n=1 n=1

ossia T'a € R. Poi T & lineare: usando il fatto che se due serie > 2, &, > oo Y SONO semplicemente
convergenti allora Y ;% (Azy, + py,) € semplicemente convergente per ogni A, 1 € R e vale che

oo

Z()\xn +Nyn) = )\an +/~Lzyn7

i=1 =1 =1

allora, se a = (a,),b = (b,) € cp e A\, u € R, vale che

2 \ap + pb . a b
T(hatpb) =Y ==t =AY py -t =T(a) +T(b).
Infine T' & continuo in quanto
=1
T(a)] < [laflo Y — = (e=Dllaflo.
n=1

Questo implica che [[T']|; < e — 1. Inoltre se definiamo

k_{ lsen <k,
n

0 altrimenti

vale che ) = (2F), € co, [|##)]|oo = 1 per ogni k e Ne T(z®)) =S F_ L e —1 per k — co.

n=1 n!
Dimostriamo che Aa € ¢y con ||a]|oc = 1 tale che T'(a) = e — 1. Se esistesse a € ¢g con ||a||ec = 1
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[e.9] [e.9]

1
tale che T'(a) = e — 1 allorae — 1 = ZQ—T = Z—' e segue che
ol il
2 l1l-a
0= =,
; n!

Poiché a,, € [—1, 1], abbiamo una serie a termini positivi la cui somma é zero. Allora ogni termine
deve essere nullo, ossia a, = 1 per ogni n € N. Assurdo.

Nel caso in cui Y = K si ha inoltre la seguente caratterizzazione:

Proposizione 3.6. Siano X uno spazio normato su K e siaT € X*, T # 0. Allora sono equivalenti
le sequenti relazioni:
(1) T e X/;
(2) kerT € chiuso;
(3) kerT non € denso;
(4) T € limitato in un intorno di 0.

Per provare I'implicazione (3)== (4) utilizzeremo la proprieta (1) del seguente esercizio:

Esercizio 3.7. Siano X,Y due spazi vettoriali. Sia C C X € un insieme convesso, ossia tale che

0r+(1—-0)ye C Vz,ye C,V0ecl0,1],

allora

(1) se T € L(X,Y) allora T(C) é convesso;
(2) Se X é normato allora C é convesso;
3)

(3) C+CC2C doveC+C:={x+y:z,ycC} e2C :={2x:xe€C}
(4) se X ¢é uno spazio normato, allora le palle B(xg,r) sono convesse.

Dimostrazione. (della Proposizione [3.6] ) Per semplicita sia K = R.

(1) = (2) Essendo T continua kerT = T~1(0) é chiuso.

(2) = (3) Basta osservare che kerT = kerT # X in quanto T # 0.

(3)== (4) Per ipotesi kerT # X. Allora esiste Bx(xo,7) = {z € X : ||z — 20||x < r} tale che
Bx(xg,7) € X \ kerT. Per assurdo supponiamo che 7" non ¢ limitato su Bx(0,7). Allora Vn € N
Jy, € RT ed Iz, € Bx(0,7) tali che |T(z,)| = yn — +0o. A meno di sostituire z,, con —z,,
supponiamo che |T'(z,)| = T'(xy) = yn. Essendo Bx(0,7)) convesso, allora T'(Bx(0,7)) é convesso.
In particolare, siccome +y,, € T(Bx(0,r)) allora [—y,,y,] C T'(Bx(0,7)) Vn € N ossia

R= U[_ymyn] - T(BX(Ovr))'

Quindi esiste x € Bx(0,r) tale che T'(x) = —T'(xp). Segue che T'(z 4+ xo) = 0 che é assurdo in
quanto = + zg € Bx(zo,7) C X \ kerT.
Infine I'implicazione (4)== (1) segue dalla Proposizione . O

Corollario 3.8. Sia X uno spazio normato. Sia T : X — R lineare e o € R. Allora T é continuo
se e solo se {x € X : T(x) = a} é chiuso in X.

Proposizione 3.9. Siano X,Y due spazi normati su K. Allora ||-||z(x,y) € una norma su L(X,Y")
e se Y € uno spazio di Banach, anche L(X,Y) munito della norma || - ||z(x,y) € uno spazio di
Banach.

Dimostrazione. Sia (T},), una successione di Cauchy in £(X,Y"). Poiché

Tn(2) = Ton(2)ly = (T = Ton) (@) ly < T — Tl 2 v 1]l
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si ha che (T, (7)), é una successione di Cauchy in Y per ogni € X. Quindi per ogni x € X esiste

un unico T'(z) € Y tale che |T},(z) — T(z)]y — 0 quando n — oco. E facile verificare che T : X — Y
¢ lineare.
Proviamo che T' é continuo e T}, converge a T in £(X,Y). Sia € > 0 e vy € N tale che

| Tn — Tinllexyy < € Vn,m > .
Allora per ogni z € X con ||z]|x <1 e per ogni n > 1y
(3.1) T (z) = Ton(2)ly < [Tn — Tnllzx,y) < €
Per m — oo si ottiene cosi che per ogni n > 1

sup [Tn(z) = T(z)ly <€
ol x <1

ossiaT — T, € L(X,Y) perognin>vydacuiT = (T—-1T,) +7T, € L(X,Y). Inoltre
HT— TnHK(X,Y) <e vn > .

Da quest’ultima relazione segue che (7},),, converge a T' in £(X,Y). O
Osserviamo anche che vale un viceversa del teorema precedente:

Teorema 3.10. Siano X, Y due spazi normati tale che X’ # {0}. Se £(X,Y") é uno spazio completo
rispetto alla norma || - [|£(x,y) allora Y é uno spazio completo.

Dimostrazione. Si fissi f € X', f # 0. Sia z tale che f(z) # 0. Sia (y,), € Y una successione
di Cauchy e sia (7)), la successione di funzionali lineari e continui 7;, : X — Y definiti da
Tn(x) = f(x)yn. Si provi che (T,), é di Cauchy in £(X,Y). Esiste quindi 7' € L(X,Y) tale
che T, » T in L(X,Y). Segue che f(z)y, = T,,(x) — T(z) ossia y,, — (f(z)) T (). O

Osservazione 3.11. Grazie al Teorema di Hahn-Banach, 'ipotesi X’ # {0} nel Teorema puo
essere sostituita dalla condizione piu naturale che X # {0}.

Osservazione 3.12. Si osservi che se ||T,, — T'||z(x,y) — 0 allora per ogni € X vale che T;,(z) —
T'(z) ma non vale il viceversa. Sia infatti Ty : ¢ — R definito come

Tk(x) = Tk
per ogni & = (zn)n € co. Allora Tj,(z) — 0 per ogni z € ¢o ma |[T} — 0|4 =1 4 0.

Osservazione 3.13. Per ogni n,€ N sia T, € £L(X,Y) dove X,Y sono spazi normati e assumiamo
che T, = T in L(X,Y). Mostrare che se x,, — = in X allora T),(x,) — T(z) in Y.

3.2. Esercizi.

Esercizio 3.14. Siano (X, || ||x),(Y,]|| - ||y) due spazi normati e sia T': X — Y un operatore
lineare. Provare che l'applicazione || - ||z : X — R definita da

|zllz = [IT=[ly +[|=[|x
é una norma su X. Dimostrare inoltre che tale norma é equivalente alla norma || - | x se e solo se

T é continuo da (X, || - ||x) in (Y,|| - ||v)-

Esercizio 3.15. Sia T : ¢y — ¢p (dove ¢ denota lo spazio di Banach delle successioni infinitesime,
dotato della norma || - ||oo) 'operatore lineare definito da

T(z) = (20 = Tnt1)neN

per ogni = (X, )nen € Co-
(1) Provare che T é continuo e calcolarne la norma;
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(2) Per ogni x = (zp)neN € ¢ sia
(|7 = 1T 2]loc + [|2|oo-

Si verifichi che || - |7 é una norma equivalente a || - ||sc-
(3) dimostrare che T ¢ iniettivo;

(4) stabilire se T' é suriettiva su ¢g. In caso contrario determinare 'insieme T'(cp).

Esercizio 3.16. Sia X = C[0, 1] munito della norma del massimo. Sia

1
T(u) = /0 u(x)dx — u(l).

Verificare che T' é un funzionale lineare e continuo di norma 2. Provare che non esiste v € X di
norma unitaria tale che T'(u) = 2.

Risoluzione: si verifica facilmente che 7' é un funzionale lineare. Inoltre per ogni u € C°[0,1]
[T (w)]]oo < [Julloo + |u(1)] < 2||ul|oo. Quindi ||T|] < 2. Per dimostrare che ||T'|| = 2 proviamo che
esiste una successione (u,) C C°[0,1] tale che ||u||oo = 1 e lim,, |T(u,)| = 2. Sia

u(:c)— 1 Se()gxglf%
T —2ne+2n—1 sel—%gxgl'

(sul-— % < z < 1 prendo il segmento che unisce i punti (1 — %, 1) e (0,—1). Allora u, = —1e
1 ! 1
T(up)=1——+ (—2nz+2n—1)dr+1=2- —
noJi-i n

che tende a 2 per n — oo.

Esercizio 3.17. Siano X, Y, Z tre spazi vettoriali normati su K esiaT € L(X,Y)e S € L(Y, Z).
Provare che

ST cix,2) < ISlleviz) - TN eexyy-
In particolare se X =Y = Z allora
Tl 2x,x) < 1T Zx,x)

per ogni n € N.
(Osservare inoltre che in generale [[ST||z(x,z) < |S|lzv,z) - IT]lz(x,y)- Si considerino infatti le
proiezioni Pj(z,y) = (2,0)) e Pa(z,y) = (0,y) definite da R? — R2...)

Esercizio 3.18. Siano X, Y due spazi vettoriali normati su K e sia T' € L(X,Y). Provare che
I T|zx,yy =min{M >0: |T(z)|y < Mlz|x Vr € X}.

Esercizio 3.19. (Serie di Neumann) Sia (X, |- |) uno spazio di Banach e sia T' € £(X) tale che
IIT]|z(xy < 1 e per ognin € Nsia S, : X — X definito da

Sa(w) =) TH(x)
dove

T0 =171
TE=ToTk1 VE>1.
Allora
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(1) la successione (Sy,), converge in £L(X) all’operatore S € L(X) dato da

)= TH)
k=0

(ossia [[Sn, — S|lzx) — 0);
(2) S = (I —-T)"!; in particolare (I — T') ha inverso continuo;

3) I =) Hleex)

Dimostrazione.

N S
= 1Tl zex)

(1) Grazie all’Esercizio e procedendo per induzione si prova facilmente che
NT¥)|2ox) < HTH’Z(X)-
Poiché [|T||z(x) < 1, segue che
oo oo 1
17"l < D NTIE ) = ——7—— € R
kZO 0 kZO £CO T T[T x)

Dal criterio di Weirstrass per le serie, la successione (.S,) risulta convergente nello spazio
L(X) ossia esiste S € L(X) tale che |[S,, — S||z(x) — 0. In particolare, usando la Propo-

sizione [3.13]

iTk(x) = nlingozn:Tk(m) = lim Sp(z)=S(x) Ve X.

n—oo

Inoltre per ogni z € X vale che

IT*(@)|| = Y 1T« ITIMllzl| = ]| < +o0
2 2 ll= 2 T Tl

che implica che la successione ||T%(x)||x — 0 ossia T*(x) — 0 in X. Inoltre, sempre dal
criterio di Weirstrass per le serie,

00 & 1
Sllee < YT < 2 Il = Ty 00
[Ees kZ:OH e ;}H leco = T 70

(2) Dobbiamo provare che (I —T)S =1 = S(I —T'). Proviamo per esempio che S —T'S = I.
Infatti, essendo 1" continuo e lineare,

S(x) = T(S(x) = lim (D T(x) —T(Q T"(x)))
k=0 k=0

_ k(o) _ k10 — 1 0(,\ _ bl _
= nlgrolokZT (x) ;OT () = TLILH;OT () =T (z) = x.

g

Esercizio 3.20. (Serie esponenziale) Sia (X, |- |) uno spazio di Banach e sia T' € £(X) e per
ogni n € N sia S, : X — X definito da

Allora
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(1) la successione (Sy,), converge in £L(X) all’operatore S € L(X) dato da
o T*(2)

S(z) := x

k=0

(ossia ||Sy, — Tlzx) — 0). Tale operatore viene indicato con S = e’ ed & noto come
esponenziale di T
(2) [e"lzex) < ellflleco;

(3) 9 =1I;
k
EN
(4) se TS = ST allora (T + S)¥ = Z ( ,>T9Sk] da cui
" J
7=0
T+S _ T _.S_ S_ T

e

(5) poiché T(=T) = (-T)T = —T? sia ha che I = ¢’ = e~ = €T 0 e=T. Analogamente
I = e TeT' | Quindi I'operatore e” & invertibile e (e7)~! = e 7.

=€ oe =€ oe .

Esercizio 3.21. SiaT : X — Y un funzionale lineare e iniettivo. Allora si ha che 'operatore inverso
T :T(X) — X é continuo <= inf{||T'(z)||y : |#] =1} = a > 0. In tal caso [|T7!|[(7(x)y) = =-
Esercizio 3.22. Siano X,Y spazi normati e sia T': X — Y un operatore lineare. Dimostrare che
T € L(X;Y) se e solo se T(A) é limitato in Y per ogni sottoinsieme limitato A C X.

Esercizio 3.23. Sia 7' : R" — R" un funzionale lineare la cui matrice associata A = (a;;) sia
diagonale. Dimostrare che ||T|| = sup{|ai;| : 1 <7 < n}.

Esercizio 3.24. Sia ¢y munito della norma del sup. Sia T} : cg — ¢ tale che T (x) = (Tpk)nen
per ogni = (y)pen € Co.

(1) Provare che T}, é un operatore lineare e continuo per ogni k;

(2) calcolare la norma di T;

(3) provare che |Ti ()]s, — 0 quando k — oc;

(4) T, — 0 in ¢?

Esercizio 3.25. Sia ¢y lo spazio delle successioni reali che tendono a 0. Muniamo ¢y della norma
del sup. Sia T :cg — R
oo
an
T((an)n) = on”
n=0
Dimostrare che T' é continuo e calcolare la norma. Esiste un elemento a € ¢ tale che ||allcc =1 €

T(a) =27
Esercizio 3.26. Siano f, € C(K) dove K é un compatto di RY. Supponiamo che f,, — f rispetto
alla norma del sup. Allora

(1) |fn| = |f| rispetto alla norma del sup;

(2) per ogni (z,,) C K se z, — z¢ allora f,,(z,) — f(z0);
(3) se fn(zyn) = ming f, e x, = xo allora f(zg) = ming f;
(4) se fn(zn) = maxg fn € x, = xo allora f(zg) = maxg f.

Esercizio 3.27. Sia X = C°[0, 1] munito della norma del massimo. Sia z¢ € (0,1) e sia

1
Ty (u) = u(zo) —/0 u(x)dx.

Verificare che Ty, é un funzionale lineare e continuo di norma 2. Esiste u € X tale che ||u||sc = 1
e Ty, (u) =27
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Esercizio 3.28. Sia X = C'[0, 1] munito della norma del massimo e per ogni n € N sia
1

1

Th(u) = / u(z)dr — —u(1)

0 n

Verificare che T;, é un funzionale lineare e continuo di norma 1 + % Dimostrare che 7T, converge

nella norma di X’ all’operatore T'(u) = fol u(z)dx.

Esercizio 3.29. Sia ) 7, a,2" una serie di potenze con raggio di convergenza R > 0. Sia inoltre
X uno spazio di Banach e sia T' € X’ un operatore con norma ||T'|| < R. Si provi che

(1) 2202y lanll[T]" € R
(2) T'operatore A : X — R definito da

(o)
Aw) =" a,T"(v)
n=1
é ben definito, lineare e continuo, con norma

9]
AI < a7
n=1

(3) AT =TA.
(si confronti con la serie di Neumann)
Esercizio 3.30. Sia X uno spazio di Banach. Si provi che 'insieme

GL={TcL(X):3T e L(X)}
é aperto in L(X).
Sia T' € GL. Sia G tale che |T' — G| (x) < € con € da scegliere in modo che G € GL. Ora

GeGL+—=G=T+(G-T)=To(I+T Y G-T))€GL+=I+T G ~-T)cGL.

Per 'esercizio precedente basta scegliere € > 0 in modo che |T~Y(G — T)| £(x) < 1 ossia basta

scegliere € < ‘T—l,”
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4. Gli spazi L, ().

Definizione 4.1. Sia Q un insieme non vuoto e sia ¥ C P(2). ¥ si dice una o-algebra o tribu
se

1) Vex;

(2) per ogni U € ¥ si ha U(:=Q\U) € %.

(3) per ogni famiglia (Up)nen C X si ha che | Jo— Uy € 3.

n=1
La coppia (2, X)) si dice spazio misurabile.

Osservazione 4.2. Si osservi che

(1) grazie alla proprieta (2), nella precedente definizione la proprieta (3) é equivalente alla:
(3') per ogni famiglia (Up)nen C X vale che (o~ Up € ;

(2) P(Q2) é una o-algebra;

(3) Dintersezione di una famiglia qualunque di o-algebre é ancora una o-algebra.

Definizione 4.3. Sia Q # 0 un insieme e sia ¥ C P(Q)) una o-algebra. Un’applicazione p: ¥ —
[0,00] si dice una misura (positiva) se
(1) u(0) =0;
(2) p(UpZq Un) = D02 1(Uy) per ogni famiglia (Uy)nen C P(Q) tale che U, NUy = 0 per ogni
n # k (proprieta di o-additivita).
La terna (2, %, ) viene detta spazio di misura e ogni insieme FE € ¥ si dice p-misurabile.

Dalla proprieta di additivitda segue banalmente che una misura é monotona crescente rispetto
I’inclusione.

Esempio 4.4. Un esempio di misura su (2,0) = (N, P(N) é dato dalla misura del contare #
definita su £ C N come
#(E) = numero di elementi di E se E ¢ finito;
| +oo se E é infinito.

Osservazione 4.5. Sia (€, %, 1) uno spazio di misura. Sia F' C € si dice u-trascurabile se esiste
N € ¥ tale che FF C N e pu(N) = 0. Una misura p si dice completa se ogni insieme pu-trascurabile
appartiene a X. Se una misura g non é completa, si puo costruire il suo completamento in questo
modo. La famiglia

Y, ={FEUF : Ee€X, F p-trascurabile}

¢ ancora una o algebra e la misura p si estende ad una misura fi su ¥, ponendo i(EUF) = u(E).
Quando parleremo di misure, le intenderemo sempre complete.

Definizione 4.6. Sia (Q,%, 1) uno spazio di misura. Diremo che una proprieta P wvale p-gq.o.
x € ) se linsieme {x € Q;x non soddisfa P} € un insieme di misura p nulla.

Definizione 4.7. Sia (2,3, 1) uno spazio di misura e sia Y uno spazio topologico.

(1) Una funzione f : Q — Y si dice y-misurabile se per ogni aperto A C'Y si ha che f~1(A)
¢ p-misurabile.
(2) Siano f,g: Q — R due funzioni misurabili. Diremo che f ~ g se f(z) = g(z) p-q.0. x € Q.

Definizione 4.8. Sia (2, X, 1) uno spazio di misura. Una funzione (misurabile) s : @ — R si dice
semplice se se esiste n € N, esistono ci,-+- ,cp € R ed E1,--- , E, € ¥ disgiunti tali che, definita
XE,; la funzione caratteristica associata a E;, valga

s(z) = ZCiXEi(ZL‘) Vo € Q.
i1
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n
Definizione 4.9. Sia s : Q — RT una funzione semplice della forma s(x) = ZCiXEi (x). Defini-
i=1

amo integrale di s su ) rispetto alla misura p
n
[ sdu =Y cin(Ei)(e 0. +)
2 i=1

Definizione 4.10. Sia (2, %, 1) uno spazio di misura.
(1) Sia f: Q — [0, +00] una funzione misurabile. Definiamo integrale di f rispetto alla misura

/ fdu :=sup {/ sdu: s(x) < f(x) a.e. z, s funzione semplice }
Q Q

(2) Sia f:Q — R una funzione misurabile e siano f+ = fVv0 e f~ = —(f A0). Diremo che f
€ p-integrabile se [, frdu— [o, f~du non € una forma indeterminata. Se f € p-integrabile,

ponIamMO
[ s [ rran= [

(3) Sia f: Q — R una funzione misurabile. Diremo che f é u-sommabile se fQ frdp e R e
fQ f~dp € R In particolare f € p-sommabile se e solo se |f| é u-sommabile ossia se

/ |fldp € R.
Q
(4) Per 1 <p < +oo definiamo
LE() = {[u]~ : |u[’ sommabile}.
Per ogni u € LE(Q) definiamo

lully = (o luPdp) /7

(5) per p = oo definiamo
L (Q) == {[u]~ : esiste C >0 tale che |u(x)| < C p-q.0.x € Q}.
Per ogni u € L (S2) definiamo

’ ||u]|oo :=nf{C > 0: |u(z)] < C p-q.o.x € Q}‘

Per brevita scriveremo LP in luogo di L1, ().
Si osservi che per ogni u € Li°(€2) vale
ju(@)] < [[ulloo per pgo. 7 € Q.

Teorema 4.11. Sia (Q,%, 1) uno spazio di misura. Sia p € [1,00] e sia p' € [1,00] ’esponente

coniugato di p ossia tale che % + 7% =1 (con la convenzione che 1' = oo e (<)’ =1). Allora

(1) Lo spazio LP ha la struttura di spazio vettoriale rispetto le usuali operazioni di somma di
funzioni e prodotto per uno scalare
(2) (Disuguaglianza di Holder) Per ogniu € LP e v € L¥ si ha che wv € L' e

[uvlly < Jullp||vllp;
(3) (Disuguaglianza di Minkoskii) Per ogni u,v € LP si ha che u+v € LP e
[+ vllp < lullp + [[v]lp;

(4) (Teorema di Fisher-Riesz) lo spazio (LP,||-||,) € uno spazio normato completo;
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(5) se (un)n C LP € tale che u, — w in LP allora esiste una sottosuccessione tale che uy, (x) —
u(z) per q.o. x € S

Ricordiamo infine i seguenti teoremi di passaggio al limite:

Teorema 4.12 (Teorema di Beppo-Levi). Sia f, :  — [0,400] una successione crescente di

funzioni misurabili. Allora
lim/fndu = /limfndu

Teorema 4.13 (Lemma di Fatou). Sia f, : Q — [0, +00] una successione di funzioni misurabili.
Allora

/liminf fndu < liminf/ fndp.
Q n n Q

Teorema 4.14 (Teorema di Lebesgue). Sia f, : Q — R una successione di funzioni misurabili.
Supponiamo che:

(1) esiste il lim,, fn(z)(:= f(x)) per p-a.e. x € §);
(2) esiste g : Q — [0, +00] p-sommabile tale che per p-a.e. x € Q

|[fu(2)| < g(x).

lim /Q Fodp = /Q fdp.

Teorema 4.15. Sia (2, %, 1) uno spazio di misura tale che () < 400. Sia 1 < p < g < +0o0.
Allora

Allora

[lullp < (VP 9Jully Yu € LR(Q),

ossia linclusione di L},(Q) in LL(Q) é continua.

Dimostrazione. Si consideri la funzione v(z) =1 € L, () er = Z%> 1. Quindi |ulP € L" e v € L
da cui, applicando la disuguaglianza di Holder, segue che

lullp = /Q |ulPdp = /Qv(w)\UIpdﬂ < ()7 (Ul = (u(€))" 5 |ful 7.
O

4.1. Gli spazi (P. Consideriamo (N,P(N)) con la misura del contare # e identifichiamo ogni
funzione f : N — R con la successione reale (ay,), definita come a,, = f(n) e viceversa. Allora
abbiamo Iidentificazione tra la successione numerica e, = (J;!), e la funzione semplice x () : N — R
ossia

ek:(él?)n:(oa>oa N 1 , 7070>)EX{1€}

k-posto

il cui integrale, rispetto la misura del contare, vale 1. Allora ogni a = (ay) € coo,

a=(ai,az, -+ ,a4,0,0,--) :Zaheh :ZahX{h}
h= =1

¢ una funzione semplice e

k k
/ adgt = ap#{h} = a.
N h=1 h=1
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Si prova, in generale, che per ogni successione a = (a,) e per ogni 1 < p < 400

/ 0Pt =3 anl?
N n=1

da cui

(e.)
(an) € LE <= ) |an|? < +o0.
n=1

Se 1 < p < o0, lo spazio L;E viene identificato con lo spazio delle successioni

P = {(an)n CR:Y 07 Jan|P < +o0}

munito della norma

o] 1/p
[[(an)llp = (Z ‘an‘p>
n=1

Dalla convergenza della serie sopra, segue che £ C ¢g.

Analogamente lo spazio L;f viene identificato con lo spazio £*° delle successioni

’foo ={(an)n CR: (an)n limitata}‘

munito della norma
[[(@n)|loc = sup |an|.
neN

Possiamo riscrivere il Teorema [4.11| nel modo seguente

Teorema 4.16. Sia p € [1,00]. Allora lo spazio (P ha la struttura di spazio vettoriale rispetto le
usuali operazioni di somma di funzioni e prodotto per uno scalare. Inoltre
(1) (Disuguaglianza di Holder) per ogni a = (a,) € 2 ¢ b = (by) € 7 si ha che la
successione (ab) = (anb,) € (1 e
[labl[1 < [lallp][6]];
(2) (Disuguaglianza di Minkoskii) per ogni a = (a,),b = (b,) € P si ha che a +b =
(an +bp)n € P e
lla =+ bl < [lallp +[1b]lp;
(3) (Teorema di Fisher-Riesz) lo spazio (¢, ]| - ||,) € uno spazio di Banack;
(4) se a™ = (a}) € P € tale che ||a'™ — al|, — 0 dove a = (ay) € (P allora per ogni k € N
vale che ay — ay per n — oo.
Proposizione 4.17. Sia 1 < p < g < 4o00. Allora coo S P C V1 e
lall, < llall, Vae e,
ossia l'inclusione di P in £1¢ continua. Inoltre cog € denso in IP per ogni 1 < p < 400 0ssia

ool =" Vpe[l,+0).

Dimostrazione. L’ inclusione cog C ¢P € banale. Se ¢ = +0o segue dal fatto che ogni successione
a = (a,) € ¢P ¢ infinitesima e quindi appartiene a [*°. Inoltre per ogni a = (a,,) € P vale che

jan| = (lanl?)? < (3 lar)'/? = |lall, ¥VneN
k=1
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da cui

sup |an| < [[allp.
n

an
llalloo

Se ¢ < +oo allora se a = 0 & banale. Supponiamo a # 0 e definiamo b = ( ). Se proviamo che

[10llg < [[bl]p, segue che

|lallq < |lallp
||| oo la|]oo

da cui [[allg < |allp.
Ricordiamo che

(1) se 1 < p < q allora
2] <1 =[] < [af";

(2) a > 0=z — x“ & monotona crescente su RT;
(3) a > 1=z — a” & monotona crescente.

Poiché [|b|| = 1 vale che |b,| < 1 per ogni n € N che implica, per la (1),
[bn |7 < [bn|”

da cui

o0 o0
D bkl < belP < +oo
k=1 k=1

00 1/q 0o 1/q
<Z|bk\q> < (ZV)Hp) :
k=1 k=1

Poi osserviamo che [[b||oc =1 € b € ¢p. Quindi Ing € N tale che |b,| < @ Vn > ng — 1. Quindi
1 =||b]| = maxp<po—1 |bn|. Pertanto

e quindi, per la (2),

[e.e]
1<) gl
k=1

[ee) [e’e) 1/p
<Z|bk|p> < <Z|bk|p>
k=1 k=1
da cui la tesi.

Infine, poiché /P é uno spazio di Banach, vale che ¢gp?” C ¢P. Per concludere basta osservare che

che implica, per la (3),

S

ogni = (), € P é il limite (rispetto alla norma || - ||,) della successione (z(™),, C ¢y definita
come (™ = (z1,--- , 2,0, ,). Infatti
1
> p
i (n) _ — 1 | —
Tim [ ~ |, = tim ( Sl ) —0
k=n+1
grazie al criterio di Cauchy per le serie convergenti. O

Esercizio 4.18. Provare che se p < q allora esiste x € £9\ (P.
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42. Gli spazi duali di 7 e LE(Q).

Teorema 4.19. Sia (Q,%, 1) uno spazio di misura, sia 1 < p < 0o e sia u € Lﬁ,(Q). Allora
Uoperatore Ty, : LL,(2) — R definito come

Ty(v) == /Q wvdpt.

¢ un funzionale lineare e continuo su L},(Q) la cui norma soddisfa la relazione
| Tull(zz )y = HU|’L5(Q)~

In particolare l'applicazione T : Lﬁl(Q) — (LE(Q), definita da T(u) :=T,, é unisometria.

Corollario 4.20 (Caso (2,%, 1) = (N,P(N),#)). Sia 1 < p < 00. Sia b= (by)nen € /7 con p' il
coniugato di p. Allora Uoperatore Ty, : P — R definito da

Ty(a) = i anby
n=1

é un operatore lineare e continuo di norma ||Tp|| ey = o In particolare Uapplicazione T : F —
d tore li tinuo di Ty || (er) bl - T ticolare lapplicazione T : (P
(P) definita da T'(b) = T}, € un’isometria.

Dimostrazione. [del Teorema [4.19| La linearita di T, segue dalla linearita dell’integrale. Dalla
disuguaglianza di Holder segue che

(4.1) 1Tullwpy < lull o)
Inoltre
(1) se 1 < p < oo per
v(@) = |u(@) P segn(u(z))

p'/p

(con v(z) = 0 se u(z) = 0) si ha che v € LP(Q) e [|v]|r ) = HuHLz(Q).

L) Jolul”du

Da cio segue che

Tull (e (o)) = = 7 = lull
O Tollga) 7 L ()
Li ()
che, insieme alla (4.1]), implica
1Tull gy = lull o)

(2) se p=1 allora u € L;°(€2). Per ogni € > 0 sia Be C ) misurabile tale che u(B.) € (0, +00)
e

u(x)] > |[ulloc — € Vi € Be.

Allora la funzione v, (x) := ﬁXBe é tale che H/UEHLL(Q) =1le

T(ve) = /Qveud,u > ||ulloo — €

da cui ||Ty|| > ||u||so — € per ogni € > 0. Per € — 0 segue ||Ty|| > ||u||c che, insieme alla
" implica HTUH(Ll(Q))’ = HuHLoo(Q)
(3) se p = o0, allora u € LL(Q) e la funzione

v(z) = segn(u(zx))



44 APPUNTI DI ANALISI FUNZIONALE A.A. 2020-21

(con v(z) = 0 se u(xr) = 0) é tale che v € L*(Q) e [|[v|[f() = 1. Dalla definizione di
norma di T, segue che

1Tl = Tule) = [ we seqniuld = [ Julds = |y o

che, insieme alla (4.1]), implica

1 Tull(zge @)y = llullLy(e)-
0
Esempio 4.21. Sia X = ¢! e sia T : ' — R cosf definito: per ogni a = (a,) € ¢!
oo
Swa-
n=1
Provare che T é lineare e continuo con ||T|| = 1. Esiste a € ¢! con |a|; = 1 tale che T'(a) = 1?
Risoluzione: poiché T ¢é della forma
[e.e]
S
con b = (by), = (1 — 1), € £, basta applicare il Corollario ?? per concludere che T' € (¢!) con

||T|| = |b|oc = 1. Infine se esistesse a € £! con |a|n = 1 tale che T'(a) = 1 avremmo

Zanl—f = Z|an|

che implicherebbe

Z|an| 1—7)20.

Poiché an(1 — 1) < |an(1 — 1)| < |ay,| tale serie é una serie a termini strettamente positivi con
somma nulla. Assurdo.

Esercizio 4.22. Sia X = ¢! e sia F,, : X — R la successione di funzionali cosi definiti:

Tn + Tny1

F,(x) = -

per ogni = (Zn)nen € X.
(1) Calcolare ||Fy|l;
(2) Dimostrare che F,, — 0 in X'.
Esercizio 4.23. Sia F}, : /> — R la successione di funzionali cosi definiti:
F.(z) =z,
per ogni @ = (T )nen € (2.

(1) Calcolare ||Fy|| 2y

(2) Dimostrare che F,(x) — 0 per ogni x € £2 ma F,, non converge a zero in (£2)’.
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Osservazione 4.24. Alla fine del corso, dimostreremo che nel caso 1 < p < +oo lisometria nel
Teorema é suriettiva. Per ora lo dimostriamo nel caso degli spazi #P. Inoltre, nel caso p = oo
sara esibito un funzionale 7" su L3°(€2) che non é rappresentabile nella forma

T(v) = / uvdp
Q
con u € L}, (Q).

11 Corollario afferma che 'operatore T : /%" — (£7) definito da T'(b) = T}, é un’isometria. Se
p # oo si prova che tale isometria é suriettiva.

Teorema 4.25 (Teorema di rappresentazione). Sia 1 < p < 4o00. Allora Uapplicazione T :
7 — (ePY definita da T(b) = Ty, ¢ un’isometria suriettiva ossia

(1) [[To[l(ery = [10l]ppr Vb € £7

(2) Vo € (IP) esiste uno ed un solo b= (by)nen € P tale che o =Ty,
In particolare il duale di /P € lo spazio (V.

Osservazione 4.26. Nel caso p = oo nell’Esempio [8.11] verra esibito un funzionale lineare e con-
tinuo su £°° che non é rappresentabile nella forma

Ty(a) = Z anb, Va e >
n=1

con b e .

Dimostrazione del Teorema [4.25], parte (2). Sia ¢ € (¢?)’ e poniamo b, := ¢(e,). Proviamo
che

(1) b:= (bn)nen € o
(ii) p =Ty ossia (a) = > 02 anb, Va = (ay) € 7.

Allo scopo di provare la parte (i) distinguiamo due casi.

Primo caso: p =1 (da cui p' = 00). Sia 2 = (2}); definita come
2™ = (segn(by)dF), = (0,-- - ,0, segn(by,),0,- )
—
n-posto
Ovviamente (escludendo il caso banale b = 0) si ha che |[z(™]||, = 1 e, dalla continuita di ¢,
segue che
+00 > [l = le(a™)] = |byl

per ogni n € N. Questo implica che sup,, [b,| < ||l < +oo da cui b € £ e ||| g1y > [|b]|eoo.
Secondo caso: 1 < p < co. Sia z(™ = () € coo definita da

o b [P ~segn(by) sek <n
E71 0 altrimenti.

Allora si ha che z(™ € cop C /P e per ogni n € N

n

(™) = | segn()|bx] ' Vp(er) = Y [ox]”
k=1 k=1

da cui segue che
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n n

’ ’_ 1
D 1okl = lo(@™)] < [l @y 2™l = [l @y O [bPP D)

k=1 k=1
ossia

" ’ n s 1
D ol < Il ey O 1bkl”)7
k=1 k=1

essendo p(p/ — 1) =
Quindi per ogni n € N

=

Zlbk\p )7 < el ey

< 400 da cui segue che b = (by)rey € F e

1
In particolare la serie (325, [by|P)?’

(4.2) [1olly < llellery-

Proviamo ora la parte (ii). Per ogni z = (), € coo, vale che esiste N € N tale che z = SN
Grazie alla linearita di ¢ e di T} si ottiene che

N N
= Tb(z xnen) = anTb(en an n — an(ﬂ en = anen = )
n=1 n=1

ossia Ty = ¢ su ¢go che é denso in ¢P ed entrambi sono operatori lineari e continui. Allora segue
che Ty, = ¢ su fP. O

Tpen.

Osservazione 4.27. Sia 1 < p < 0o e ¢ = (¢y)nen. Supponiamo di sapere che T, : /# — R
definito da

[o¢]
= Z ancn, Va € P
n=1

é un operatore lineare e continuo. Proviamo che (¢,) € ' e [[Te|l(eryr = llcl| - Infatti se 1 < p <
+00, per ogni n vale che ¢, = T'(e;,) e basta quindi applicare il Teorema di rappresentazione
Invece se p = +00, si consideri (™) = (27) definita da

o segn(ck) sek <nec,#0
E= 0 altrimenti.

Allora si ha che se almeno un by & # 0 con k < n allora
12 |[gee <1V 0

(altrimenti ¢ 0) e, usando la continuita di 7', segue che

n

+00 > || Tel| gy > |Te(a™)] =Y "|ex| VneN.

k=1
Segue che
(o]
> ler] < [ Tellgsey < +o00
k=1

e quindi ¢ € £*. A questo punto applicando il Corollario segue che || T¢[| gy = |[c]] -
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4.3. Esercizi.

Esercizio 4.28. Sia X = ! e sia F,, : X — R la successione di funzionali cosi definiti:
Fo(w) = Znt tntl
n
per ogni = (n)nen € X.
(1) Calcolare ||F,||;
(2) Dimostrare che F,, — 0 in X'

Esercizio 4.29. Sia X =[! e sia T : I! — R cosf definito: per ogni a = (a,) € I!
- 1
T@%:E%%ﬂ—n)
n=

Provare che T ¢ lineare e continuo con ||T|| = 1. Esiste a € I! con |a|x = 1 tale che T'(a) = 17
Risoluzione: Si ha che
o0
IT((an))| < Y lal
n=1
e scelta la successione (ay), C I' definita da ag = (6%), si ha che |ag|p =1 e

1
T(ak) = (1_E) —1

quando k£ — co. Quindi ||T|| = 1.
(Oppure: poiché T é della forma

T(a) = i anbn
n=1

con b= (by), = (1— %)n € [, basta applicare il teorema di rappresentazione del duale di I per
concludere che T' ¢ un funzionale lineare e continuo su /' con ||T|| = |b|sc = 1.) Infine non esiste
alcun a € I! con |a|;p =1 tale che T'(a) = 1. Infatti se > oo | |a,| = 1 allora

oo 1 o0
Zan(l_ﬁ) =1 :Z|an|
n=1 n=1

che implicherebbe

> 1
> lan| = an(1 = =) =0.
n
n=1
Poiché
1 1
an(1= ) < Jon(1 = )| < Jan|
tale serie é una serie a termini strettamente positivi con somma nulla. Assurdo.

Esercizio 4.30. Sia X = [? e sia F,, : X — R la successione di funzionali cos{ definiti:
Fo.(z) =z,
per ogni z = (zp)nen € X.
(1) Calcolare ||F,|[;

(2) Dimostrare che F,,(z) — 0, per ogni z € X ma F, non converge a zero in X'.
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Esercizio 4.31. Sia Ty : [ — [y tale che Ty(z) = (x";’“)neN per ogni = (Zp )nen € 1.
(1) Provare che T}, é un operatore lineare e continuo per ogni k;
(2) calcolare la norma di T;
(3) provare che |Ti(z)];, — 0 quando k — oc;
(4) Ty — 0 in norma?
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5. Lemma di Zorn

Ricordiamo che una relazione d’ordine su un insieme X é una relazione riflessiva, antisimmetrica
e transitiva. Se su X é data una relazione d’ordine <, I'insieme X o meglio la coppia (X, <) si dice
insieme parzialmente ordinato.

Definizione 5.1. Sia (X, <) un insieme parzialmente ordinato, sia Q@ C X e M € X.
- M si dice maggiorante per ) se g < M per ogni x € Q;
- Q si dice totalmente ordinato se per ogni q,q' € Q vale che ¢ < ¢ o0 q¢ < q;
- M si dice massimale in X se non esiste v € X \ {M} tale che M < x;
- X si dice induttivo se ogni sottoinsieme (Q C X totalmente ordinato ammette un elemento
maggiorante in X.

Lemma 5.2 (di Zorn). Sia (X, <) un insieme non vuoto, parzialmente ordinato e induttivo.
Allora X possiede elementi massimali.

Nei prossimi esercizi utilizzeremo il lemma di Zorn per dimostrare ’esistenza di una base di
Hamel e di un operatore lineare e non continuo su un qualunque spazio vettoriale normato di
dimensione infinita.

Sia E uno spazio vettoriale su K. Ricordiamo che un sottoinsieme qualunque S C F é un sistema
di vettori linearmente indipendenti se ogni sottoinsieme finito di vettori di S é linearmente
indipendente.

Teorema 5.3 (di esistenza di basi di Hamel). Sia F uno spazio vettoriale infinito dimensionale
su K.

(1) Sia § := {S C E : S sistema di vettori linearmente indipendenti}. Dimostrare che esiste
un elemento B € S massimale rispetto alla relazione di inclusione tra insiemi.

(2) Dimostrare che per ogni v € E esiste un unico n € N, un’unica scelta di by,---,b, € B
distinti tra loro ed un’unica scelta di A1, ---, A\, € K\ {0} tali che

v = i )\ibi
i=1

(per tale motivo B si dice base algebrica o base di Hamel).

Dimostrazione.
(1) Sia
§:={S CE: S linearmente indipendente in E}.

Tale famiglia é non vuota ed é ordinata parzialmente per inclusione.
Proviamo che S ¢ induttivo. Sia F C S un sottoinsieme totalmente ordinato. Allo scopo
di provare che F ha un maggiorante, si osservi che l'insieme M := UgcxrS costituisce
un sistema di vettori linearmente indipendenti: infatti se x1,---xny € M allora per ogni
i€ {l,---,N} esiste S; € F tale che z; € S;. Poiché F é totalmente ordinato, a meno
di permutazioni, possiamo supporre S; C S;+1. Segue che z1,---xny € Sy ed essendo Sy
linearmente indipendente in E segue che x1,- - -z sono linearmente indipendenti in E. In
particolare M € § ed é un maggiorante per F poiché S C M per ogni S € F.
Poiché S verifica tutte le ipotesi del lemma di Zorn, si ha che & ha almeno un elemento
massimale B.

(2) Siav € E\ B, v # 0 (altrimenti é banale). Poiché I'insieme B C BU {v}, si ha che BU {v}
deve essere linearmente dipendente (per non contraddire la massimalitd di B in §). Quindi
devono esistere by,--- ,b, € B e ag, -+ ,a, € K non tutti nulli tali che

n
agv + Z a;b; = 0.
=1



50 APPUNTI DI ANALISI FUNZIONALE A.A. 2020-21

Poiché by, - -- , b, € B sono linearmente indipendenti, deve essere ag # 0 da cui segue che
v = Z;)\sz con /\i = ;;bl
i

Infine, proviamo che 'unicita della rappresentazione. Supponiamo
n m
v=) bt > Nbi=D> b+ Y b
i<k i=k+1 i<k j=k+1

con k>0, A1, -+, Apy i1, -+ 5 pm € K\ {0}
e {b1, bk, b1, bn, Brt1, -+, Bm} elementi distinti di B. Allora da

Z()\i — 1i)b; + Z Aib; — Z i = 0
i<k i=k+1 =1tk

segue che k = n = m (altrimenti esisterebbero degli elementi A; o p; uguali a 0) e \; = ;
per ogni i € {1,2,--- ,n}.
O

Esempio 5.4. Nello spazio coo linsieme numerabile B := (en)n con e, = (0;)r € una base di
Hamel. Infatti ogni successione x = (xy) € cop € tale che esiste ng € N per cui

ng
Tr = Z xTie;.
i=1
Analogamente la famiglia B := {p,}, con p, : R — R il polinomio monico definito come p,(t) = t",

e una base di Hamel numerabile dello spazio det polinomi P di variabile reale t.

Proposizione 5.5. Sia X uno spazio vettoriale normato infinito dimensionale su R. Allora esiste
un’applicazione T : X — R che sia lineare e non continua.

Dimostrazione. Sia B = {by }acr una base di Hamel di X e senza perdere di generalita supponiamo

che ||bs|| = 1 per ogni @ € I. Scegliamo un sottoinsieme numerabile B’ = (8,,), C B. Per il
Teorema per ogni © € X, si ha che esistono k,h > 0, esiste F' = {by,, -+ ,ba,} C B\ B e
Ti, Ty A1, , Ay € K (eventualmente nulli) tali che
T = Z Ty Bn + Z Aibq,;
n<k i<h

Considero loperatore T': X — R lineare che vale T'(8,) =n e T(b) =0se b € B\ B’ ossia

T(x) = Z Ny,

Risulta che T non é continuo in quanto
sup  [T(2)| > sup|T(8,)] = supn = +o.
zeX,||z||<1 neN neN
O
Esercizio 5.6. Dare un esempio di funzionale lineare non continuo su ¢gy munito della norma del
sup.

Esercizio 5.7. Data una famiglia finita x1, - - - ;,, di vettori linearmente indipendenti di uno spazio
normato E di dimensione infinita, dimostrare che esiste almeno una base di Hamel che li contiene.
(Suggerimento: applicare lemma di Zorn).
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6. Il Lemma di Baire

Teorema 6.1 (Lemma di Baire). Sia X uno spazio metrico completo. Sia (Dy), una famiglia
numerabile di aperti densi in X. Allora (), Dy € denso in X.

Dimostrazione. Definiamo D := (), D,. Proviamo che per ogni aperto A C X vale che AND # ().
Sia Bg := B(wg,10) tale che By C A. Poiché D; é denso, vale che I'aperto By N Dy é # (). Pertanto
esiste By := B(x1,71) tale che By C By Dy con r; < 3 . Ripetendo il ragionamento, vale che
I'aperto By N Doy # ) e quindi esiste By := B(x2,72) con ry < & < 53 tale che By C BiNDy. In
tal modo costruiamo una successione di palle aperte (By,)n, By, = B(xn, 1), tali che

Tn T0

Tnt1 < ? < on+1

Bn+1 c Bn N DnJrl - BO'

La successione (z,,) risulta di Cauchy in X in quanto se m > n allora B,, C B, e quindi

d(Tn,Tm) < Tp < 5%. Essendo X completo, esiste Z € X tale che d(x,,Z) — 0. Proviamo che

Z € AN D. Infatti da una parte (z,,) C By per costruzione. Quindi € By C A. Dall’altra, fissato
n € N, per ogni m > n vale che x,, € B,. In particolare z € B, C D,. Quindi T € D. O

In particolare vale la seguente formulazione debole:

Teorema 6.2 (Forma debole del Lemma di Baire). Sia X uno spazio metrico completo non
vuoto. Sia (Dy)n una famiglia numerabile di aperti densi in X. Allora (,, Dp # 0 .

Definizione 6.3. Sia X uno spazio topologico. Un sottoinsieme F C X si dice mai denso se
o

I’interiore della chiusura é vuoto ossia E= (.

° o

o
Osservazione 6.4. Si osservi che E= () non é equivalente a F= (). Infatti Q= R (ossia Q non é

[¢]
mai denso) mentre Q= (!

Osservazione 6.5. Vale che

(1) E é mai denso se e solo se E é mai denso;
(2) se C é chiuso allora

C é mai denso <= X \ C é denso.

Infatti, usando il fatto che C' é chiuso, abbiamo che

X\ C édenso < X:X\C':X\CO’<:>8':®<:>6=@.

Equivalentemente: se A é aperto allora

A é denso <= A° é mai denso.
Il lemma di Baire risulta essere equivalente al seguente:

Teorema 6.6. Sia X uno spazio metrico completo. Sia (Cy)n una famiglia numerabile di chiusi
e]

—
mai densi. Allora U C,=0.
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Dimostrazione. Sia (Cy), una famiglia numerabile di chiusi mai densi e sia D,, = X \ C),. Allora,
grazie all’osservazione si ha che per ogni n € N I'insieme D,, é aperto e denso. Cosi applicando
il lemma di Baire otteniamo che (), D,, = X che implica

[0} (o] [e]
Ucn =X\ D) =X\ (Do =X\()Dn=0.

O
Viceversa dimostriamo che il Teorema implica il lemma di Baire[6.1
Sia (Dy,),, una famiglia numerabile di aperti densi e sia C,, = X\ D,,. Allora, grazie all’osservazione
6.5, per ogni n € N I'insieme C}, é chiuso e mai denso. Cosi applicando il teorema [6.6| otteniamo

—
Jcn=o

che implica
[} o

- ——

X\(Dn=JX\Dn)=JCr=0

ﬂDan.

Il seguente corollario é equivalente alla versione debole del lemma di Baire.

Teorema 6.7. Sia X uno spazio metrico completo non vuoto. Sia (Cy), una famiglia numerabile
[}
di chiusi tali che |J,, Cn = X. Allora esiste ng tale che Cpy# 0.

[e]
Dimostrazione. Se per ogni n € N fosse C',= () allora, gli insiemi C,, sarebbero chiusi mai densi e,
e]

,—/\ o
grazie al Teorema avremmo che () = U C, =X= X. Assurdo. O

n
In particolare ogni spazio metrico completo non vuoto non puo essere unione di insiemi mai densi
(altrimenti sarebbe unione di insiemi chiusi mai densi). Gli spazi che godono di questa proprieta si
dicono di seconda categoria.

Definizione 6.8. Sia X uno spazio topologico ed £ C X.

(1) E si dice magro o di prima categoria in X se E é unione numerabile di insiemi mai
densi;
(2) E si dice di seconda categoria in X se non é di prima categoria in X.

In particolare il Lemma di Baire afferma che ogni spazio metrico completo (non vuoto) é
di seconda categoria. Per questo viene chiamato anche Teorema della categoria.

Esempio 6.9. (1) R & di seconda categoria;
(2) Q= U, enign} ¢ di prima categoria in R;
(3) I=R\ Q & di seconda categoria in R (altrimenti R = I U Q sarebbe di prima categoria);
(4) L’intervallo chiuso [a,b] é di seconda categoria essendo uno s.m.c. Conseguentemente (a,b)
non é di prima categoria, altrimenti lo sarebbe [a,b]. In particolare gli ultimi due esempi
mostrano che esistono spazi metrici non completi che sono di seconda categoria.

Esercizio 6.10. Provare che
(i) R\ Q non si pud scrivere come unione numerabile di chiusi;
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(ii) @ non si puo scrivere come intersezione numerabile di aperti.

Dimostrazione. Prima di tutto osserviamo che grazie all’osservazione le due affermazioni (i)
e (ii) sono equivalenti. Basta quindi provare la (i). Se per assurdo R\ Q = U,C,, con C,, chiuso,

allora
R = (UnCh) | J(Ugenfa}).

o
Applicando il lemma di Baire esisterebbe ng tale che Cp,,# (. Cid implicherebbe 'esistenza di un
aperto contenuto in Cp, ossia in R\ Q. Assurdo per la densita di Q in R. O

Proposizione 6.11. Sia X uno spazio di Banach. Allora X € finito dimensionale o ha una base
di Hamel pit che numerabile.

Dimostrazione. Per assurdo esista una base numerabile {x, },en di X. Definiamo
Vi = Sp@n{xl,l’z, T 7«7777,}-
Allora X = |J;2; V. Ogni V,, é un sottospazio finito dimensionale e pertanto é chiuso. Inoltre

é un sottospazio proprio. Quindi V,= () (altrimenti, se V;, contenesse una palla, per traslazione
conterrebbe una pallina centrata in 0. Per dilatazione conterrebbe tutto lo spazio). Segue che ogni
V5, é mai denso. Assurdo per il Lemma di Baire. d

Notare che la dimostrazione dell’Esercizio 6.9 si fonda sul fatto che {¢} é un s.i. chiuso di R a
parte interna vuota. Se uno spazio metrico E é privo di punti isolati, tutti i s.i. del tipo {z} con
x € F sono chiusi a parte interna vuota. Applicando quindi la stessa dimostrazione dell’esercizio
precedente, si puo dimostrare che

Esercizio 6.12. Sia X uno spazio metrico completo privo di punti isolati. Allora ogni insieme
denso numerabile non puo essere intersezione numerabile di aperti.

Risolvere il seguente esercizio:
Esercizio 6.13. Ogni spazio metrico completo numerabile ha almeno un punto isolato.

Dimostrazione. Sia X = Up{z,}. Dal lemma di Baire esiste ng tale che {xy,} ha interiore non
vuoto, ossia esiste un aperto A C {x,,}. Allora A = {z,,}. Quindi z,, é un punto isolato. O

Da questo esercizio si ritrova che (Q non puo essere completo, altrimenti dovrebbe avere un punto
isolato.
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7. Il Teorema di Banach-Steinhaus

Sia (T;)icr una famiglia qualsiasi di operatori lineari e continui di X in Y tale che

S,u}) Tillcx,yy =M < +oo  (UL).
1€

Allora per ogni x € X
sup |7 (x)]y < Sg?(||n||£(X,Y)||x||X) = (Sg?(||n’|£(X,Y))||$||X) = Mllz][x <+oo0 (PL)
K3 K3 ]
ossia la limitatezza di (7;);er nello spazio £(X,Y) implica la limitatezza di (T;(z))ier nello spazio

Y per ogni x € X. Quindi la proprieta di 'uniforme limitatezza (UL) degli operatori implica la
proprieta di puntuale limitatezza (PL) . Se X é di Banach, tale implicazione si inverte.

Teorema 7.1 (di Banach-Steinhaus o di Uniforme Limitatezza). Sia X wuno spazio di
Banach e 'Y wuno spazio normato. Sia (T;)ic; una famiglia di operatori lineari e continui di X
inY. Assumiamo che per ogni x € X esista una costante M, > 0 tale che

sup |, (a)|y = M,
iel

(ossia la famiglia (T3)icr € puntualmente limitata). Allora esiste una costante M > 0 tale che

sup || T3 cxy)y = M
icl

ossia esiste M > 0 tale che Ve € X Vi € 1
| Ts(2)[ly < Mlz|lx
Dimostrazione. Per ogni n € N sia
Coi={z € X : sup|[Ti(@)lly <n} =o€ X: [Ty < nb.
iel iel
Osserviamo che l'applicazione g; : X — R definita come g;(z) := ||T;(x)||y é un’applicazione
continua (essendo composizione di funzioni continue) e quindi l'insieme
{re X ||Ti@)lly <n} =g~ (~o0,n])
¢é chiuso. Poiché (), é intersezione di chiusi, si ha che C),, é chiuso e per ogni x € X, scelto n > ¢,

vale che z € C),. Quindi X =, Cy. pal Lemma di Baire esiste almeno un Cy, tale che Cp,# 0.
In particolare esiste una palla chiusa B,(xg) C Cp,. In particolare se z € X ¢é tale che [z| < r vale
che z + xy € By(x0) e percio

ITi(2)lly < [ Ti(zo)lly + [ITi(z + zo)lly < sup [|Ti(z + 2o)lly + sup [|Ti(zo)[ly < 2no
(2 (2

da cui
sup | T3(2) ly < 2np.
T

Da qui si ricava facilmente che per ogni z € X

2’!20
sup [| T3 (2)[ly < TIIZHY
’L
ossia 2
nQ
sup [[Tillcxv) £ —
iel r

Corollario 7.2. Sia X uno spazio di Banach, B’ C X'. Allora
B' ¢ limitato in X' <= {f(z): f € B'} é limitato in R Yz € X.
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Dimostrazione. Sia B' = {f;}icr. Allora, applicando il Teorema di B.S alla famiglia di funzionali
(fi)ier, si ha che

B’ ¢ limitato in X’ <= sup||fi|| < +o0 <= sup|fi(z)] < oo Vz € X.
iel i€l

Esempio 7.3. Proviamo che senza 'ipotesi di completezza su X completo, la puntuale limitatezza
di una famiglia di operatori lineari e continui non implica I'uniforme limitatezza. Osserviamo che
essendo cgp generato da una base numerabile, cop non é completo rispetto ad alcuna norma (vedi
Proposition . Per ogni m € N definiamo il funzionale T,,(x) = m - zy,. T}, é un funzionale
lineare e continuo su X: infatti

T (ax + by) = m(azy, + bym) = aly(z) + 01 (y).

Poi sup||;) <1 |Tm ()| < m. Sescelgo x = (z,,) tale che z,, = 1 ez, = 0 per ognin # m allora ||z|| =

1 e Tp(z) = m. Quindi ||T;,|| = m. Osserviamo che per ogni = € cgp si ha sup,, |Tn(z)| < +oo.
Infatti se x € cqp esiste ng tale che z,, = 0 per ogni n > ng. Quindi sup,, |T),(z)| = sup,,, |mxm,| =
SUD, <y [MTm| < nol|z|| € R. Invece sup,,, ||Tin|| = +oo.

Corollario 7.4. Sia X uno spazio di Banach e Y uno spazio normato. Sia (T},), una successione
di operatori lineari e continui di X in'Y. Supponiamo che per ognix € X esista lim, T,,(x) = T'(z).
Allora T € un operatore lineare continuo da X in'Y,

sup [|Tnl|z(x,y) € R
neN

ITllexyy < liminf [[T]]2x,y) < +oc.

Dimostrazione. B facile provare che T' é un operatore lineare. Inoltre per ogni x € X la successione
(T),(x))n, é limitata in Y in quanto convergente. Quindi per il Teorema di Banach-Steinhaus, la
successione delle norme (||T5|z(x,y))n € limitata. In particolare il

liminf |7, ||z x,y) < sup||Thllz(x,v) < +o0.
n—00 n
Infine dalla relazione
T (@) < (| Tallll2]|x
segue che per ogni x € X
|7 ()] = lim inf || T, (z)|| < (iminf [|T5, |])]|2||x
n—oo n—oo
da cui segue che T é un operatore continuo con
Tl cxyy < lminf [[Tn]]2(x,y)-
O

Esercizio 7.5. Sia T,, € L(X,Y) dove X,Y sono di Banach e assumiamo che T,,(z) — T'(x) per
ogni x € X. Mostrare che se x,, — z allora T,,(z,) — T(z).

Dimostrazione. Quindi per il Teorema di Banach-Steinhaus, la successione delle norme (|7, ||z (x,y))n
é limitata ossia

M = Sup [ Tllz(x,y) < +o0.
. Inoltre

Tn(2n) = T(2)] < |Tn(wn) — Tu(@)| + [Tn(2) = T(2)]
< Tl - |2n — ] + [Ta(2) = T(x)]

< Mlzy — x| + |Th(z) — T(x)]

e l'ultimo membro tende a 0. O
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Esercizio 7.6. Sia 1 < p < o0, sia a € R e per ogni x = (2 )ken € P sia

Th(x) = Zak.Lk
k=1
Dimostrare che
(1) T,, € (¢P)" e si esprima la sua norma;
(2) si supponga che esista finito il lim,_,o T3, (x)(:= T'(x)). Si provi che T' ¢ lineare e continuo,

ac(—1,1)e
al?’ 1/p'
Tl = (11 )

Esercizio 7.7. Sia X = (P con 1 < p < 400 e sia {by}n una successione reale. Per ogni k € N sia
Ty : X — R il funzionale definito da

Si discuta infine il caso p = oo.

k
Ti(a) = anan Va € X.
n=1
(1) Provare che se 1 < p < 400 allora T}, € un funzionale lineare e continuo con
k

,o 1
1Tkl = O [bal”) 7'

n=1

(2) provare che se p =1 allora T}, é un funzionale lineare e continuo con

ITk]] = sup [bal.
1<n<k

(3) Supponendo che per ogni a € X la successione reale {T(a)} abbia limite finito si provi che
la successione {by}n € €7

Esercizio 7.8 (17-09-2012). Sia X spazio di Banach, T,, : X — X una famiglia di operatori lineari
e continui e D C X un sottoinsieme denso tale che:

T,x — x per n — oo, Vo € D
Provare che le sequenti condizioni sono equivalenti:
(1) sup, HTRHE(X,X) <00

(2) Thx — z, Ve e X

Esercizio 7.9. Siano X,Y spazi di Banach, T, : X — Y wuna famiglia di operatori lineari e
continut, T : X — 'Y un operatore lineare, D C X un sottoinsieme denso tale che:

Thwx — Tx per n — oo, Vo € D

Provare che le sequenti condizioni sono equivalenti:

(1) T € continuo e sup,, || Tl z(x,x) < 005

(2) Thx - Tz, Ve e X

Esercizio 7.10. Sia F lo spazio delle funzioni reali continue a supporto compatto in (0, 1). Muniamo
E con la norma del sup. Sia T}, : E — R cos{ definito T;,(u) = nu(%). Provare che

(1) sup, |Tn(u)| < 400 per ogni u € E;

(2) sup,, ||T»|| = +o0 e spiegare perché non viene contraddetto il teorema di B.S.



APPUNTI DI ANALISI FUNZIONALE A.A. 2020-21 57

Soluzione
(1) Sia u € E. Allora esiste ng € N tale che u(2) = 0 per ogni n > ng. In particolare

sup [T (u)| = sup [Tn(u)] < nollullec < +00;
n

n<no

(2) Sia u, € E tale che abbia massimo = 1 nel punto 2. Quindi ||ull = 1 € |T},(u,)| = n che

implica sup,, ||T5,|| = +o0o0. Non viene contraddetto il teorema di B.S. poich é lo spazio E
non é completo rispetto alla norma del sup: infatti consideriamo la successione
0 se x < %
un(w) = § 72— it sey <w <y
u(z) altrimenti

dove u é una qualunque funzione continua tale che u(%) =1ewu=0 per % < x < 1. Tale
successione converge uniformemente alla funzione continua

(z) = 2z seOSxﬁ%
| u(z) altrimenti

ma la funzione v ¢ E.

Esercizio 7.11. Sia X = ¢y munito della norma del sup.
(1) Sia {b,}, una successione reale. Per ogni k € N sia T}, : ¢ — R definito da

k
Ti(a) =) bhan
h=1

per ogni a € ¢yg. Provare che T}, é un funzionale lineare e continuo con
k

1Tl = 1bal-

h=1
(2) Supponiamo che per ogni a € ¢y la successione reale {Tj(a)}, abbia limite finito; si provi
allora che il funzionale T': cg — R,

T(a) = kli)rgo Ty (a)

é lineare e continuo, con ||T|| = >_72, |bs| e che ||T, — T'|| — 0.

Soluzione
(1) Si pud procedere in 2 modi distinti.
Primo modo Osservare che per ogni k la successione (troncata) xy = (by,--- ,bg,0,---) appartiene
a I' per ogni p e quindi applicare il teorema di rappresentazione del duale di cq per
dedurre che T}, é un operatore lineare e continuo con norma ||Tx|| = |zg|p = Zizl |bn|;

Secondo modo Dimostrare direttamente che 'operatore é lineare. Poi far vedere che

k
I Ti(@)l < (Y bl llall
h=1

(e cid garantisce la continuita dell'operatore). Infine scegliere ax = (af);, definito da

k {segno(bh)zulj:i' seb, #0eh <k

ap = . .
0 altrimenti

per ottenere che ||ag||oc =1 e Ti(ax) = Zl}i:l |bp|.
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(2) Si pud procedere in 2 modi distinti per ottenere che Y 7 |by| converge.
Primo modo Per un corollario di BS, il funzionale T', che é limite puntuale di funzionali lineari
e continui, é esso stesso lineare e continuo. Inoltre essendo T'(a) = limy Tx(a) =
> op2y bray, grazie al teorema di rappresentazione dei funzionali lineari e continui su ¢
segue che la successione (by,), ¢ in 1! e [|T|| = D52 |bnl-
Secondo modo Per il Teorema di B.S., esiste M > 0 tale che

k

sup [|Ty|| = sup Y |an| < M.
k k h=1
Cio implica che la serie > ;7 | |z| converge. In particolare > ;2 , zjay converge per ogni
a = (ap) € ¢o e quindi T'(a) = limy, 22:1 Tpap = Y po Tpap. Inoltre, dal corollario al
Teorema di B.S., T' é un operatore lineare e continuo tale che

o0 o0

(T =T (@) =1 Y znanl < D |anllan| < €llall

h=k+1 h=k+1
per k > ko(e) abbastanza grande (criterio di Cauchy per le serie). Quindi
T = Tilley <€
per k > ko(e). Ossia |[T" — T|[; — 0. Infine

k 00
1Tl = tim || Tl =Tim D fan] = an.
h=1 h=1

Esercizio 7.12. Sia X wuno spazio di Banach e f : X x X — R una forma bilineare che €
separatamente continua in ogni variabile. Provare che esiste C > 0 tale che |f(z,y)| < Clz||y|
per ogni x,y € X. Dedurre che f € continua.

Dimostrazione. Sia y € X. Poiché f(-,y) é continua, allora esiste ¢, > 0 tale che
[f(z,y)] < ¢yl

per ogni z € X. Ora per ogni z € X \ 0 sia fy(y) = Iew) - Allora

|z

sup [fz(y)| < ¢y
zeX\0

Per il teorema di B.S. (applicato alla famiglia di funzionali lineari e continui (f;).ecx) vale che esiste
C > 0 tale che

sup |[fzllx < C,
zeX\0

da cui
|f(z,y)| < Clyll=|
per ogni y € X e per ogni x € X. Infine siano (x)n, (yn)n € X taliche z, >z € X ey, > y € X.

Allora
Lf(@nyyn) — f(@ )| = (@0, yn) — F(@,90) + f(2yn) — f2,9)]
< |f@nyyn) = flzy)| + [f(zyn) — flz,y)] < Clzn — 2llyn| + Clz|lyn — y| — 0.
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8. Teorema di Hahn-Banach: Versione analitica
8.1. Versione analitica reale.

Teorema 8.1 (Teorema di Hahn-Banach: Versione analitica reale). Sia E uno spazio
vettoriale su R e p: E — R un’applicazione tale che

(1) p(Ax) = Ap(x) per ogni A > 0 e per ogni x € X;
(2) plx +y) < p(x)+p(y) per ogni x,y € X.
Sia G C E un sottospazio vettoriale e g € G* tale che g(x) < p(x) per ogni x € G. Allora esiste
f € E* tale che
f=gsuG e f(x) <p(x) per ogni x € E.

Dimostrazione. Dimostrazione. Sia
P:={h:D(h) — R: D(h) & un sottosp. vett. di E,h prolung. lineare di g,h < p su D(h)}.

Ovviamente P € non vuoto in quanto g € P. Su P definiamo la seguente relazione: per ogni
h, k € P diciamo che

h <k <= D(h) C D(k) e kippn) =h
Allora tale relazione ¢ di ordine parziale. Dimostriamo che P ¢ induttivo: se F C P ¢ totalmente
ordinato, definiamo

D:= | D(n).
heF

E facile provare che D & un sottospazio vettoriale di E. Definiamo A : D — R come h(z) = h(z) se
x € D(h).

Allora h & ben posta: infatti se € D(h) N D(k) allora, essendo F totalmente ordinato, vale che
h <k ok < h. Se vale la prima, allora D(h) C D(k) e kjpp) = h. In particolare h(x) = k(z).
Quindi il valore di (x) non dipende dalla scelta di k € F tale che 2 € D(h). Inoltre & facile provare
che h & lineare, & un prolungamento di g e soddisfa h < psuD.

Essendo soddisfatte tutte ipotesi del Lemma di Zorn, esiste f € P elemento massimale. Se
proviamo che D(f) = E abbiamo finito. ) 3

Per assurdo, sia D(f) # E. Sia x9 € E'\ D(f) e consideriamo f : D(f) — R un’applicazione
lineare tale che f = f su D(f) e definita su

D(f) := span{zo, D(f)} = {z + Mzo : A € R,z € D(f)}.
Quindi f ¢ un prolungamento lineare di f e per ogni A € R deve valere
Flz+ Azo) = f(z) + Af(z0).-

Selezioneremo f(xo) in modo che f € P (contraddicendo la massimalita di f). Intanto vale che
f=f=gsuG. Resta solo da provare che f(z) <p(z) Va € D(f) ossia che

(8.1) f(@) + Mf(z0) < plz 4+ Azg) YA ER, Yz € D(f).

Sceglieremo f(z) in modo che sia soddisfatta la (8.1). Se A = 0, la (8.1)) segue dal fatto che
f <psuD(f). Resta da provare che
(8.2) f(x) + Mf(zo) < pla + Azg) VA € R\ {0}, Va € D(f).

Osserviamo che (8.2) & equivalente a richiedere

{f(:v) + f(zo) < pla +20) Yz € D(f)

(8.3) f(z) = f(zo) < plx —x9) Va € D(f).
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Banalmente (8.2) implica (8.3). Viceversa, assumiamo che valga la (8.3). Se A > 0, dalla linearita
di f e dalla proprieta (1) soddisfatta da p, segue che

F@) + M (x0) = Mf(A'2) + F(w0)) < Ap(A~1a + w0) = pla + Azo).
Se A < 0, dalla linearita di f e dalla proprieta (1) soddisfatta da p, segue che
F@)+ Af(z0) = =Mf(=A""2) = f(20)) < =Ap(—A""w — 20) = p(x + Azo).
Quindi ci resta da trovare f(zg) tale che valga la . Osserviamo che Vz, z € D(f) vale che
f(2)+ f(@) = f(z+x) < p(z + x) = p(z — 20 + 20 + x) < p(z — 20) + p(z + T0)

da cui segue che

(3.4) £() = p(z — w0) < pla+20) — f(w) Va2 € D(f)
e quindi
M= sup f(z)—p(z—=z0) < inf p(x+x0)— f(z)=m
zeD(f) zeD(f)
Esiste quindi un valore f(x0) € [M,m] che soddisfa e quindi la (8.1)). O

8.2. Corollari su spazi normati.

Corollario 8.2. Sia X uno spazio normato, Y C X un sottospazio vettoriale e sia g € Y'. Allora
esiste g € X' tale che

gy)=gly) Vyey.
Inoltre
llglly = [lglx-

Dimostrazione. Applicando il Teorema con G =Y, p(z) = ||g]ly’||z||x si ha che esiste
g : X — R lineare tale che §(y) = g(y) Yy € Y. Inoltre g(x) < p(z) = ||g||y||=||x per ogni z € X.
In particolare
-g(x) = g(-x) < p(-x) = |lgllv[-2lx = llglly[l=]|x V2 e X.
Quindi

lg(@)] <llgllyllzllx VzeX
ossia g€ X' e

19llx < lglly

D’altra parte

T (5] IS 1)

> = |lglly-
wex|lzll<tz20y 1Tl T fzevali<i,ax0r 112l

0

Corollario 8.3. Se X ¢ uno spazio normato, allora per ogni vo € X esiste fo € X' tale che
|| follxr = [lzol| e fo(xo) = |lzol[*.

Dimostrazione. Applicando il Corollario [8.2] al sottospazio G = Rz e al funzionale lineare e
continuo g : G — R definito come g(tzg) = t||zo||?, segue che esiste §: X — R tale che § = g su G
e ll9lle = 1|3]|x- Allora §(zo) = g(wo) = ||zo||?. Inoltre
|9(x)] GHENS 2
= [lzol"-

l9llx = llgller = sup =sup — — - =
eec |1zl ter  [[Exoll

Basta scegliere quindi fp = g. O



APPUNTI DI ANALISI FUNZIONALE A.A. 2020-21 61

Corollario 8.4. Se X € uno spazio normato, allora per ogni x € X

lz[l = max _|f(z)].

feXIIfllx <1

Dimostrazione. Sia zo € X. Banalmente si ha che sup ey /|, <1 |/ (%0)| < [|zo||. Per il viceversa,
grazie al Corollarioesiste fo € X' tale che f(z0) = ||zo||? € || fol|x» = ||zo||. Allora f := -2 ha

= Tiollx
normale sup ’f(on)\ > ’f0($0)|
FEX! || fllxr <1 ||@ol| x

= [[ol|-

Corollario 8.5. Se X # {0} ¢ uno spazio normato, allora X' # {0}.

Dimostrazione. Poiché esiste zg € X \{0}, per il Corollario[8.3esiste f € X" tale che || f||x+ = ||zo]|-
In particolare f # 0. O

Corollario 8.6 (di separazione). Sia X ¢ uno spazio normato. Allora per ogni x,y € X, se x # vy
esiste f € X' tale che f(x) # f(y).

Dimostrazione. Per il Corollario[8.3] (applicato a zg = x—y) esiste f € X tale che ||f||x = ||z —y||
e f(x —y) = ||z — y||>. In particolare

@)= fly) = fle—y) =z —y|* #0.
0

Esercizio 8.7 (Operatore trasposto). Siano X, Y spazi di Banach esiaT : X — Y un’applicazione
lineare e continua e sia T* : Y/ — X’ I'operatore definito da

T(f)(x) = f(T(x)) Vfe Y' Vz e X.
Provare che T™ é continuo e che
T ex,yy = T ey xr)-

Esercizio 8.8. Sia (X, |- |x) uno spazio di Banach. Per ogni z € X sia T, : X’ — R il funzionale
definito da T, (f) = f(z). Provare i seguenti fatti:

(1) per ogni z,y € X e per ogni a,b € R vale che T, 44y = aT + VT};

(2) per ogni x € X vale che T}, é un funzionale lineare e continuo su X’ tale che ||T,||x» = |z|x.

8.3. Applicazione del Teorema di Hahn Banach+{Teorema di Banach-Steinhaus. Dal
Teorema di BS segue facilmente il seguente corollario che caratterizza i sottoinsiemi limitati di X’

(vdi Corollario :

Corollario. Sia X uno spazio di Banach, B’ C X’. Allora
B’ ¢ limitato in X’ <= {f(z): f € B’} ¢ limitato in R Vz € X.

Dimostrazione. Sia B' = {f;}ier. Allora, applicando il Teorema di B.S alla famiglia di funzionali
(fi)ier, si ha che

B’ é limitato in X' <= sup||fi|| < +o0 <= sup |fi(z)]| < 0o Vz € X.
i€l el

0

Usando il Teorema di HB, possiamo dare una caratterizzazione dei sottoinsiemi limitati di X.
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Corollario 8.9. Sia X uno spazio normato e B C X. Allora B € limitato se e solo se per ogni
f € X' linsieme

f(B)={f(b):be B}
€ limitato in R.
Dimostrazione. Per ogni b € B sia ¢, : X’ — R Poperatore definito da ¢,(f) = f(b). Applicando
un corollario al teorema di HB si ha che

ol = sup  [f(O) = sup  |op(f)] = [lenllx-
fexIfllx <1 fex|Ifllx<1

Poiché per ogni f € X’ vale che
sup |@p(f)| = sup | f(b)| < +o0
beB beB

applicando il Teorema di B.S. alla famiglia di funzionali (p)ycp definiti sullo spazio di Banach X,
esiste C' > 0 tale che

(8.5) sup [[b]|x = sup [|@p||x~ < C.
beB beB
U

Esercizio 8.10. Siano X,Y spazi di Banach™ e sia T € L(X,Y) tale che foT € X' per ogni
feY'. Provare che T € L(X,Y).

Dimostrazione. Sappiamo che

T é continuo <= sup ||T(x)|ly < +o0
zeX,[|lz[|<1

<= linsieme B = {T(z): x € X, ||z]| <1} é limitato in Y.
Grazie al corollario [8.9] vale che
B é limitato in Y <= Vf €Y' f(B) = {f(T(x)) : # € X,||z|| < 1} é limitato in R
< sup |foT(z)] <+o0
zeX,[lz]|<1
Infine, grazie alla linearita di f o T possiamo concludere che

sup |foT(x)| < +oo<= foT € X'
zeX,||lz) <1

(*) Basta X,Y normati
Vediamo infine la seguente applicazione del Teorema di HB:

Esempio 8.11. Proviamo che esiste ¢ : £*° — R funzionale lineare e continuo che non é rapp-
resentabile da un elemento di ¢! (ossia I'inclusione di ¢! in (£*°)’ é in generale stretta). Sia c il
sottospazio di £*° costituito dalle successioni = (zy,)nen di numeri reali convergenti. Sia ¢ : ¢ - R
che ad = = (x,), associa ¢(z) = lim,, z,,. Allora T' é lineare e poiché

p(@)] < |2lloo
abbiamo che ¢ é continuo. Si osservi inoltre che se z = (1), allora T(z) = 1 > ||z||eo. Quindi
leller = suP(aee|ielj<iy l9(z)] = 1. Dal Teorema di Hahn Banach esiste ¢ : £*° — R lineare e
continuo (chiamato limite di Banach) tale che ¢ = ¢ su c e [[@]|4o)y = 1. Per assurdo esista
a = (ay)n € ¢ tale che ¢ = T, ossia tale che

@) =Y anbn Vb= (by) € (",
n=1
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1 sen<k

i (k)y —
0 altrimenti ° Allora per ogni k € N vale che ¢(z'")

Sia k) = (zF) € ¢ cosf definita: zF = {

o(z®) =0= Zfz:l ap mentre se scegliamo x = (1), € c vale che

o@)=p@)=1= an.
n=1

Assurdo. O

Esercizio 8.12 (15-05-2012). Siano X,Y spazi di Banach e sia T), : X — Y wuna successione di
funzionali lineari e continui tali che per ogni f € Y' la successione (f o Ty,), sia limitata in X'.
Dimostrare che la successione (Ty,)y, € limitata in L(X,Y).

Esercizio 8.13 (11-01-2013). Siano X,Y spazi di Banach e sia o : X —'Y una funzione.

(1) Dimostrare che « ha immagine limitata se e solo se per ogni f € Y’ si ha che foa: X - R
ha immagine limitata.

(2) Siaa € L(X,Y) eT:Y' — X* é lapplicazione lineare definita da T(f) = f o a. Provare
T é iniettiva se e solo se a(X) € denso in'Y.

Esercizio 8.14. Data una famiglia finita x1, - - - &, di vettori linearmente indipendenti di uno spazio
normato E di dimensione infinita e dati comunque ay,--- ,a, € R, dimostrare che esiste f € F’
con la proprieta: f(zx) = ap per ogni k=1,--- ,n.

(Suggerimento: considerare G lo span dei vettori x1, - - - &, costruire il funzionale lineare g su G
tale che g(xy) = a per ogni k = 1,---  n. Poiché G ha dimensione finita, si ha che g é continuo e
per H.B. puo essere esteso...)

Esercizio 8.15. Siano X,Y due spazi di Banach e assumiamo che la successione di operatori
M, in L(X,Y) verifica: per ogni f € Y’ f(My(x)) — f(M(x)) dove M(xz) € Y. Provare che
M e L(X,)Y).

Dimostrazione. Proviamo che M € L(X,Y): per ogni z,y € X e per ogni f € Y’ si ha che
f(My(z+7y)) = f(M(z+y)). Daltra parte dalla linearitadi M,, e di f, si ha che

f(Mn(x + y)) = f(Mn(‘T) + Mn(y))
= f(Mn(2)) + f(Mn(y)) — f(M(z)) + f(M(y)) = f(M(z) + M(y)).
Quindi per ogni f € Y’ si ha che
f(M(z +y)) = f(M(z) + M(y)).
Dal Corollario segue che per ogni x,y € X
M(x)+ M(y) = M(x +y).

Analogamente si prova che M(A\z) = AM(x) per ogni z € X e per ogni A € R. Per provare che
M € L(X,Y), osserviamo che per ogni f € Y’ vale che (f o M,,), é una successione di funzionali
lineari e continui su X tali che f o M, (z) — f o M(z), dal Corollario [7.4] al teorema di B.S. segue
che fo M € X'. Grazie all’Esercizio segue che M € L(X,Y).

Esercizio 8.16 (09-07-2012). Sia X wuno spazio di Banach e sia o : [0,1] — X tale che valga
la sequente proprieta: se (xyn)n, C [0,1] é convergente, allora per ogni f € X' la successione reale
f(a(zy)) € limitata. Provare che a € limitata su [0, 1].
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8.4. Versione analitica del Teorema di Hahn Banach nel caso complesso.

Esercizio 8.17. Sia f € L(E,C) dove E é uno spazio vettoriale su C. Allora le funzioni u = R(f) :
E—Rev=%(f): E— R tali che

F(2) = ulz) + iv(a)

sono funzionali R-lineari. Inoltre sono legati dalla relazione
v(x) = —u(iz) VezeFE

(equivalentemente dalla relazione u(x) = v(iz) Vo € E).

Dimostrazione. La prima parte é banale. Riguardo la seconda, osserviamo che iu(z) — v(z) =
if(z) = fliz) = u(iz) + w(iz).

Esercizio 8.18. Siano u € L(E,R) dove E é uno spazio vettoriale su C. Allora il funzionale
f+ E — C definito da

f(x) =u(z) —iu(iz)

é un funzionale C-lineare. Inoltre se u € L(E,R) allora f € L(E,C) e ||ul|pr = ||fl|z(E,c)-

Dimostrazione. Facilmente segue che per ogni a4 i3 € C e per ogni x € C vale che

flla+if € C)x) = (a+if)f(z).

Poi osserviamo che

(@) = VR(f(2)) + S2(f(2)) = Ju(2)|

da cui segue che ||u||pr < [|f||z(E,c)- Viceversa
@) = fa)e @ = flae™@) = R(f(we ")) = u(ze™ @) < |lul| - |ae™"@)| = [u]| - |2].
Quindi segue che ||ul|g > |\f||£(E7(C).

Esercizio 8.19 (Versione analitica del Teorema di Hahn Banach nel caso complesso).
Sia E uno spazio vettoriale su C e sia p : E — R una seminorma. Sia G C E un sottospazio e sia
g : G — C tale che |g(z)| < p(x) Vz € E. Allora esiste g : E — C C-lineare tale che § = g su G e
9(z)] < p(z) Vo € E.

Dimostrazione. Sia u(z) = R(g(z)). Allora v : G — R e u(z) < |u(z)| < |g(x)] < p(z).
Applichiamo allora ad u e G la versione analitica reale del teorema di Hahn Banach. Allora esiste
: E — R R-lineare tale che & = u su G e u(x) < p(z) Vo € E. In particolare il funzionale

U
g(z) = u(x) — iu(iz) é C-lineare ed é tale che

§(x) = a(x) — ia(iz) = u(z) — iu(iz) = g(z) Vreq

()] = §lz)e™ ") = §(ae™"D) = a(ee™"™)) < plae™"@)) = |7 Dip(z) = p(x) Vo € E.
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9. Versione geometrica del Teorema di Hahn Banach
9.1. Iperpiani.

Definizione 9.1. Sia E spazio vettoriale e sia H C E un sottospazio proprio (ossia H # E). H si
dice un iperpiano se H ¢ un sottospazio massimale rispetto l'inclusione, ossia non esiste un altro
sottospazio diverso da E e da H che lo contenga.

In generale, grazie alla seguente proposizione, vale che gli iperpiani in uno spazio vettoriale sono
tutti e solo della forma Kerf con f € X*, f #0.

Proposizione 9.2. Sia E spazio vettoriale su K e sia H C X un sottospazio. Dimostrare che
sono equivalenti:

(1) H é un iperpiano (ossia un sottospazio proprio massimale);

(2) H ha codimensione 1 (ossia il sottospazio quoziente E/H ha dimensione 1);

(3) esiste f € E*, f # 0 tale che H = Kerf.

Dimostrazione. (non svolta a lezione)

(1) 1 = 2. Se H é un iperpiano sia ~p la relazione x ~g y <= =z —y € H e sia X, lo
spazio quoziente. Proviamo che la dimensione di X, é 1. Ovviamente, siccome H C X
allora dimX., > 1. Se dimX., > 1 allora esisterebbero z,y € X tali che [z]., e [y]~,
sono linearmente indipendenti in X, .

(2) 2 =1 Proviamo che H é massimale. Se per assurdo non lo fosse, esisterebbe V sottospazio
tale che H C V C X. In particolare esisterebbero z,y € X taliche x e V\ Heye X\ V.
Siccome la dimensione di X..,, é 1 segue che [z].,, e [y]~, sono linearmente dipendenti in
X~ Quindi esiste A € K tale che [z].,, = A[y|]~, allora x — Ay € H da cui segue che
y € V. Assurdo.

(3) 2 = 3 Poiché H ha codimensione 1 esiste 7" : X, — K lineare e biettiva. Sia I : X —
X~ lapplicazione quoziente. Poniamo f :=T oI. Vale che f € X* e H = Kerf.

(4) 3 = 2 Siccome H = Kerf C X allora dimX., > 1. D’altra parte applicazione T :
X.,, — K definita da T([z]~,,) = f(z) é ben posta ed é iniettiva. Quindi dim X, =
dimT(X~,) <dimK =1. Quindi dim X.,, = 1.

O

Proposizione 9.3. Sia X € uno spazio normato di dimensione infinita. Allora ogni H iperpiano
di X € chiuso o € denso.

Dimostrazione. Basta osservare che se H non é chiuso, allora H é ancora un sottospazio che
contiene strettamente H. Essendo H un iperpiano, H = X. O

Proposizione 9.4. Sia X € uno spazio normato su K. Sia f € X*\ {0}. Allora H = Kerf é un
iperpiano chiuso se e solo f € X'.

Dimostrazione. Se f € X', f #0, e H = Kerf, allora, grazie alla Proposizione (9.2| segue che H é
un iperpiano ed é chiuso in quanto H = f~1(0) dove f é continua. Viceversa se H é un iperpiano
chiuso, allora dalla Proposizione segue che f € X'. d

Corollario 9.5. Sia X spazio normato di dimensione infinita, X # {0}. Allora in X esiste almeno
un iperpiano chiuso che non é denso ed almeno un iperpiano denso che non € chiuso.

Dimostrazione. Sia f € X*\ X', (la cui esistenza é garantita dalla Proposizione . Allora per la
Proposizione [9.2| vale che J = Kerf é un iperpiano. Per la proposizione J non & chiuso. Allora
é denso. Se invece si considera f € X'\ {0} (la cui esistenza é garantita dal Corollario segue
che H = Kerf é un iperpiano chiuso. O
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Definizione 9.6. Sia E uno spazio vettoriale su R. Chiamiamo iperpiano affine ogni sottoinsieme
del tipo

’H—{xeX f(z —a}‘

dove f € E*\ {0} ea € R.
Si osservi che
H ¢ un iperpiano affine <= dxy € E, tale che H = Kerf + xo.

Infatti, se H & un iperpiano affine, basta prendere xg € H. Allora, per ogni x € H vale che

f(@—z0) = f(z) = f(xo) =a—a =0
ossia x — xg € Kerf da cui segue H C Kerf 4+ x¢. L’inclusione opposta ¢ banale.
Viceversa sia H = Kerf + . Allora, posto a := f(xg) vale che H ={z € E, f(z) = a}.

9.2. Una famiglia di seminorme: i funzionali di Minkoskii.

Definizione 9.7. Sia E uno spazio vettoriale. Sia A C E. A si dice

(1) assorbente o radiale se per ogni x € E esiste t = t(x) > 0 tale che x € tA;
(2) equilibrato se per ogni x € A e per ogni |t| < 1 vale che tx € A.

Esercizio 9.8. Sia F uno spazio vettoriale.

(1) se A ¢ radiale o equilibrato, allora 0 € A;
(2) Sia p una seminorma su E. Provare che 'insieme

A={ze€E: p(x) <1}
é convesso, radiale ed equilibrato. Inoltre 0 € A.

La seguente nozione trovera applicazione nella dimostrazione della forma geometrica del Teorema
di Hahn-Banach.

Definizione 9.9. Sia X wuno spazio mnormato e sia A C X un insieme convesso e radiale. Si
definisce gauge di A o funzionale di Minkoskii associato ad A la funzione py : X — RT
definita da
pa(z) :=inf{t >0: z e tA}.

Teorema 9.10. Sia A C X un insieme convesso e radiale. Allora

(1) pa(Ax) = Apa(x) per ogni z € X e A > 0 (ossia pa € positivamente omogenea di grado 1);

(2) {reX: pa(r) <1} CAC{z € X : pa(z) <1}. Se A € aperto, allora A = {x € X :

pa(z) < 1};
(3) pa(z+y) <pa(x)+paly) per ogni x,y € X (ossia ps é subadditiva);
(4) se A é equilibrato allora ps € una seminorma .

Dimostrazione.
(1) Per ogni x € X e A > 0 si ha che

pa(Ax) =inf{t > 0: Az € tA} = Xinf{A\"'t > 0: 2 € A"1A} = \pa(x).

(2) Se pa(z) < 1 allora esiste 0 < t < 1 tale che t~1x € A. Poiché 0 € A e A & convesso,
Vale che tt~tx + (1 —1t)-0 € A ossia x € A. L’altra inclusione é banale. In particolare,

cAe € A da cui, essendo A convesso, segue che il segmento

pA(x) € PA (y)+6

X Yy
, A
PA@ T A+ e
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Ora é facile dimostrare che esiste ¢ € (0,1) tale che

z+y x y
=1 +(1—-t)—————.
pA() +pa(y) +2¢  palx)+e€ ( )pA(y)—l—e
Cio implica che W € A e quindi
r+y

A
P (pA(fU) +paly) +2¢
Dalla proprieta (1) segue che pa(z +y) < pa(x) + pa(y) + 2¢. Per € — 0 segue la tesi.
(3) per esercizio.
O

[e]
Proposizione 9.11. Se X € uno spazio normato e A € un convesso tale che 0 €A, allora A €
radiale ed esiste C' > 0 tale che
pa(z) < C|lz|| Vz e X.
Dimostrazione. Sia B(0,r) :={x € X : ||z|| <r} C A. Allora per ogni € > 0 e per ogni z € X si
ha che mr € A. In particolare A é radiale e per definizione

=[] + ¢
;

pa(z) <

per ogni € > 0 e per ogni x € X Per € — 0 si ottiene

[l]]

pA(CU) < o

9.3. Teoremi di separazione.

Definizione 9.12. Sia E uno spazio vettoriale su R e siano A,B C E, f € E* e « € R. Diremo
che Uiperpiano (affine) H ={x € E, f(x) = a} separa A e B in senso largo, se

AC{z€cE, fx)<a} e BC{x € E, f(x)>a}|

Diremo che Uiperpiano (affine) H = {x € E, f(z) = a} separa A e B in senso stretto, se esiste
€ > 0 tale che

’AQ{xEE, flz)<a—¢eteBC{zx ek, f(a:)ZoH—e}.‘

Teorema 9.13 (Prima Forma geometrica del Teorema di Hahn Banach). Sia X uno spazio
normato e siano A, B C X tali che

(1) A, B sono convessi, A é aperto;
(2) AnB=0.

Allora esiste H C X iperpiano (affine) chiuso che separa A e B in senso largo, ossia esiste f € X'
ed esiste a € R tali che

AC{reX, f(x)<a}leBC{zxe X, f(zr)>a}l.
Teorema 9.14 (Seconda Forma geometrica del Teorema di Hahn Banach). Sia X uno

spazio normato e siano A, B C X tali che

(1) A, B sono convessi;
(2) A é compatto e B ¢é chiuso;
(3) AnB =1.
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Allora esiste H C X iperpiano (affine) chiuso che separa A e B in senso stretto, ossia esiste f € X/,
esiste « € R e ed € > 0 tali che

AC{ze X, f(z)<a—-¢c} eBC{reX, f(x)>a+e}.

Lemma 9.15. Sia X uno spazio normato, xg € X e C' un convesso aperto e non vuoto tale che
xo & C. Allora esiste f € X'\ {0} tale che f(x) < f(zg) per ogni x € C.

Dimostrazione. A meno di traslare C', supponiamo che 0 € C e sia pc la gauge di C. Sia G := Rxg
e g : G — R l'applicazione lineare definita come g(tzg) = t. Quindi g(xzg) =1 e g € G*. Proviamo
che
g(tzg) < po(x), VteR.

Infatti essendo C' aperto vale che C' = {z € X : po(x) < 1}e dal momento che xy ¢ C deve valere
pc(zp) > 1 da cui segue che

e se t > 0 allora po(tzg) >t = tg(zo) = g(tzo);

e se t <0 allora po(txg) > 0>t = tg(xo) = g(tzo).
Applicando il Teorema e il Corollario con p = pg¢ esiste g € X* e C > 0 tali che g = g su
Ge

§(x) < polz) < Clo] per ogni v € X,
In particolare
g(wo) = g(wo) =1

mentre
g(x) <pc(x) <1 perognizxeC.
La tesi segue definendo f := g. O

Osservazione 9.16. Sotto le notazioni del lemma precedente, liperpiano H = {x € X : f(z) =
f(zo)} separa C e zg in senso largo.

Dimostrazione del Teorema Supponiamo che A sia aperto. Sia
Ci=A-B={a—b:acAbe B}.
In particolare essendo A —b:={a—b: a € A} vale che
C = Upep(A — ).

Essendo AN B = () si ha che 0 ¢ C. Inoltre ¢ facile provare che C' & un convesso aperto. Grazie al
Lemma esiste f € X'\ {0} tale che f(x) < f(zo) per ogni z € C ossia tale che f(a) — f(b) <
f(0) =0 per ogni a € A,b € B ossia

fla) < f(b), VYae AbeB.
Quindi

m = i‘é‘jf(“) < inf f(b) = M.

Scelto a € [m, M| vale che l'iperpiano H = {z € X, f(x) = a} separa A e B in senso largo. O

Dimostrazione del Teorema [9.14] Sia
C:=A-B={a—b:acAbeB).

Essendo AN B = () si ha che 0 ¢ C. Inoltre ¢ facile provare che C' ¢ un convesso. Proviamo che
C' ¢ chiuso: infatti se ¢, = a, — b, — 29 € X allora, a meno di passare per una sottosuccessione
(usando la compattezza di A), si ha che esiste a € A tale che a, — a € A. In particolare b, —
a—x9=>be B. Quindi g = a—b € C. Allora X \ C & un aperto e quindi esiste una pallina aperta
B(0,r):={x € X : ||z|| <r} tale che B(0,r) N C = . In particolare, applicando il Teorema
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ai convessi chiusi C' e B(0,7) segue che esiste f € X'\ {0} tale che f(a —b) < f(—rz) per ogni
a€ A be B, ze€ B(0,1) da cui

rf(z) < f(b) = fla) V|2 <1
Quindi, tenendo conto della continuita di f,

rl[fll=7 sup f(z) < f(b)—f(a) Vaec AbeB.
z€B(0,1)
Scelto € = §|| f||, vale che
fla)+e< f(b)—e¢ Yac AbeB

da cui

sup f(a) + € < inf f(b) —e.
acA beB

Quindi scelto o € [m + €, M — €] con m = sup,c4 f(a), M = infycp f(b) vale che liperpiano
H={ze X, f(x)=a} separa A e B in senso stretto. O

Dalla seconda forma geometrica di HB segue una versione piti forte del Lemma [9.17}

Corollario 9.17. Sia X uno spazio normato, xg € X e C un convesso chiuso e non vuoto tale che
xo & C. Allora esiste f € X'\ {0} e a € R tale che f(x) < a < f(xo) per ogni x € C.

Dalla seconda forma geometrica del Teorema di HB segue il seguente corollario:

Corollario 9.18. Sia X € uno spazio normato e Y C X un suo sottospazio vettoriale. Allora'Y €
denso in X se e solo se per ogni f € X' vale che 7f =0 suY = f =0x:.”

Per la sua dimostrazione premettiamo la seguente proposizione.

Proposizione 9.19. Sia X uno spazio vettoriale su R, Y sottospazio di X e sia f € X* tale che
f sia limitato superiormente o inferiormente su'Y . Allora f si annulla su'Y .

Dimostrazione. Supponiamo che f sia limitato superiormente ossia f(y) < « per ogni y € Y.
Allora f(—y) < «a per ogni y € Y e quindi |f(y)] < « per ogni y € Y. In particolare per ogni
t € R\ {0} ey e Y vale |[f(ty)| < a ossia |f(y)] < §. Per t — 400 segue f(y) = 0 per ogni
yeyY. O

Dimostrazione del Corollario [9.18, "=—>" Se Y é denso e f =0 su Y, allora vale che f =0
su X;

"<=" Se Y mnon fosse denso, allora esisterebbe 79 € X \ Y. In particolare, per la seconda
versione geometrica del Teorema di HB applicato al convesso chiuso Y (che é un sottospazio) e al
compatto {zo} esisterebbe f € X'\ {0} ed o € R tali che f(y) < a < f(zg) per ogni y € Y. Per
la Proposizione seguirebbe che f = 0 su Y. Allora, dall’ ipotesi, otterremmo che f = 0 su X.
Assurdo. O

9.4. Esercizi.

Esercizio 9.20. Sia E uno spazio vettoriale infinito dimensionale su R. Dimostrare che per ogni
feE* f#0, il sottospazio H := Kerf € un iperpiano. In particolare esiste almeno un iperpiano.

Dimostrazione. (non svolta a lezione) Sia f € E*, f # 0. Allora H := Kerf é un sottospazio.
Proviamo che H é un iperpiano ossia H é massimale rispetto la relazione di inclusione. Sia F' un
sottospazio tale che H C F' C E. Proviamo che F' = E. Sia zg € F'\ H e posta ~p ¢é la relazione
definita da

r~gy<s<—zcr—yeH
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proviamo che lo spazio quoziente E..,, = span{[zo]~, }. Infatti, essendo f # 0, vale che dimE.., >
1. D’altra parte l'applicazione T' : E..,, — K definita da T'([x]~,) = f(x) é ben posta ed é iniettiva.
Quindi dimE..,, = dim(T(E.,) <1 da cui segue che

dimE., =1

e quindi E, = span{[xo|~p }-
In particolare, se y € E allora esiste A € R tale che [y]~, = A[zo]~, ossiay — Azg € H C F da
cuiy = (y — Azg) + Az € H+ F C F. O

Esercizio 9.21. Sia X uno spazio normato.

(1)

(2)

(3)

Sia M un sottospazio di X. Definiamo
L={feX": f(z)=0Vze M}

Provare che M~ é un sottospazio chiuso di X (detto ortogonale o annichilatore di M ).
Sia N un sottospazio di X’. Definiamo

Li={zeX: f(x) =0VYfec N}

Provare che N1 é un sottospazio chiuso di X’ (detto ortogonale o annichilatore di N).
Usando la seconda forma geometrica del Teorema di H.B. provare che (M+): = M. In
particolare se M ¢é chiuso allora (ML)t = M.

Dimostrazione.

(1)

(2)

E* facile provare (dalla definizione) che se f,g € M+~ allora per ogni u, A € R vale che
A 4 pg € M+. Quindi M~ é un sottospazio. Proviamo che M~ é chiuso: sia (f,) € M+
tale che f, — f in X’. Allora f,(z) = 0 YV € M da cui, passando al limite per n — oo
segue f(z) =0 Vo € M ossia f € M.

Facilmente segue che N1 é un sottospazio. Proviamo che Nt é chiuso: sia (2,) C N+ tale
che z, — z in X. Allora f(x,) = 0Vf € N da cui, passando al limite per n — oo, segue
f(z) =0Vf € N ossiaz € N*.

Proviamo prima di tutto che M C (M1)L, da cui, passando alle chiusure, seguird che
(M) € (M*+)*. Sia x € M esia f € M*. Allora, dalla definizione di M*, vale che
f(z) = 0. Siccome f(z) = 0 per ogni f € M+ allora x € (M+)*+. Quindi M C (M*)*+.
Viceversa, supponiamo per assurdo che esista zo € (M*)* tale che 2y ¢ M. Allora per
la seconda forma geometrica del teorema di HB esiste f € X’ ed esiste a € R tali che
f(zo) < a e f(x) > a per ogni z € M. Siccome M é un sottospazio ed f é limitato
inferiormente su M, dalla Proposizione m 9 segue che f =0 su M. Allora f € M+ da cui
f(zo) =01in quando zo € (M*)*+. Assurdo.

0

Esercizio 9.22. Sia X uno spazio normato. Sia M un sottoinsieme di X e N un sottoinsieme di
X'. Definiamo

MY :={feX': |f(x)| <1Vee M}

(e lo chiamiamo polare di M) e

NY:={zeX: |f(z)| <1VfeEN}

(e lo chiamiamo polare di N). Provare che

(1)
(2)

se By ={z€X: ||z||<1}e Bx,={f € X': ||f|]| <1} allora B} = Bxs e B}, = Bx.

se M é un sottospazio allora M? = M=+,
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Dimostrazione. Dimostriamo solo la parte (2). Se M é un sottospazio ed f € M? allora f é

limitato su M. Questo implica, dalla Proposizione [0.19] che f = 0 su M ossia f € M L. Il viceversa

é banale. O
Riportiamo infine la risoluzione del seguente esercizio con alcune osservazioni:

Esercizio 9.23. Sia -
K= {(zn) €l': > x, =0}
n=1

(1) Si provi che K é un sottospazio chiuso di I};
(2) Si trovino tutti gli elementi y = (y,) € {*° tali che

00
Z YnTn =0
n=1

per ogni x € K;
(3) Si dimostri che K N? é un sottospazio denso in [2.
Risoluzione:
i osservi che K = KerTy, dove b = (b,), €[® e b, = ) b !
(1) S he K = KerT, dove b = (b,)n € [ e b, = 1 per ogni n € N. Essendo T}, € (I!)
segue che K é un iperpiano chiuso.
(2) Se y €[> é tale che
o
D Ynen =0
n=1

per ogni x € K, scegliendo xj, € K definito da
1 sen=~h
z,=¢ —1 sen=h+1
0 altrimenti
segue che
Yn — Yn+1 =0 per ogni h.
Quindi y é una successione costante. Si osservi che

{yeloo:Zyna;n:0Vx€K}:K0
n=1

Quindi abbiamo ottenuto che

K° = {(yn) €l Yn = yn+lvn}‘
(3) Per dimostrare che K Ni? é un sottospazio denso in /2 usiamo il Corollario sia f € (1%)
tale che f(z) = 0 per ogni x € K. Dal Teorema di rappresentazione esiste b € [? tale che
f =T, e quindi f(z) =3 5% by, = 0 per ogni z € K. Dalla parte 2, poiché b € I? C [*®
segue che esiste ¢ € R tale b, = ¢ per ogni n € N. Siccome b, — 0 allora ¢ = 0 e quindi
b =0, ossia f = 0.

9.5. In dimensione finita. Concludiamo con la versione geometrica del Teorema di HB nel caso
di spazi di dimensione finita.

Esercizio 9.24. Sia X uno spazio normato, C' C X e sia
k k
co(C) := {ZGici : keN,¢ e C,0; €0, 1],2«% = 1}.
i=1 i=1
Provare che
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co(C) é un convesso ed ¢ il pit piccolo convesso contenente C' (per questo motivo é detto
inviluppo convesso di C);

se C é aperto in X, allora co(C) é aperto in X

se C é limitato in X allora co(C') é limitato in X;

se C' ha un numero finito di punti, allora co(C') é compatto;

se C' é convesso, x E(cj* ey € C alloratx+ (1 —1t)y 68’ per ogni t € [0, 1[;

se C' é convesso allora C é convesso e (' é convesso.

Esercizio 9.25 (Hahn Banach in dimensione finita). Sia E uno spazio vettoriale normato di
dimensione finita. Sia C' un convesso, non vuoto tale che 0 ¢ C. Provare che esiste un iperpiano
che separa C' e 0 in senso largo. Dedurre che se C; e (5 sono due convessi, non vuoti e disgiunti
esiste un iperpiano che li separa in senso largo.

Dimostrazione. Prima di tutto osservare che possiamo supporre E = RF dove k = dimE. Si
provino i seguenti steps:

(1)
(2)

(3)

si scelga un insieme numerabile D = (¢,), denso in C (perché esiste D?). Definiamo
Cy, = co(c1,- -+, ¢p). Provare che C), é compatto e che | J,, Cy, é densa in C;

mostrare che per ogni n € N esiste z, € R¥ tale che ||z,|| = 1 e 2, - ¢ > 0 per ogni
c € Cp. (Sia |[yn|| = mingec,y llc|]| > 0 e sia H, l'iperpiano non omogeneo di equazione
Yn - (x — yn) = 0. Allora per ogni ¢ € C,, vale che y,, - (¢ — yn) > 0. (Infatti se per assurdo
Yn - (€ —yn) <0 con c € C allora la funzione

F() = ltyn + @ = t)el? = [lyall* = (¢ = DI+ Dllyall* + (1 = O)lel]* + 2t - yn)]

definita per t € (0,1) tende a 0~ per t — 17! e quindi é negativa in un intorno di 1
contraddicendo la minimalita di y,.) Basta quindi porre x,, = Hz—ZH;

dedurre che esiste 2 € R¥ tale che ||z|]] =1 e 2 -¢ > 0 per ogni ¢ € C..
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10. T Teoremi della mappa aperta e del grafico chiuso

Ricordiamo che una funzione f : (X,7) — (Y,0) si dice aperta se trasforma aperti in aperti.
In generale se f : X — Y é continua e suriettiva, non é detto che f sia aperta. Infatti siano
X =Y =Resia f(z) =z — 2. Allora f(0,+00) = (—o0, %]

Questo vale se gli spazi sono di Banach ed f é un funzionale lineare. In questa sezione per ogni
r >0 e zg € X indicheremo con Bx(xo,7) :={x € X : ||z — zo||x < r}. Analoga definizione per
By (yo,r) con yp € Y. Invece con Bx :={x € X :||z||x < 1}. Analoga definizione per By.

Teorema 10.1 (Teorema della mappa aperta). Siano X eY due spazi di BanacheT : X —Y
un funzionale lineare, continuo e suriettivo. Allora esiste ¢ > 0 tale che By (0,¢) C T(Bx).

Dimostrazione. Cominciamo con l’osservare che se C' é un insieme convesso di X allora:

(1) se T: X — Y é lineare allora T'(C) é convesso;

(2) C é convesso;

(3) C+C C2C.
Primo step. Proviamo che se X é uno spazio normato, ¥ é uno spazio di Banach e
T:X — Y é un operatore lineare e suriettivo, allora esiste ¢ > 0 tale che

By(0,2¢) C T(Bx).
Allo scopo di dimostrare tale asserto, cominciamo con ’osservare che
Y =T(X) =T(nBx(0,1)) = JnT(Bx) € | JnT(Bx(0,1)) Y
n n n
ossia Y = {J, nT(Bx).

Poiché Y é uno spazio di Banach, dal lemma di Baire, deve esistere ng € N tale che ngT'(Bx) abbia
interiore non vuoto. Pertanto esiste By (y,4c) C T(Bx). Proviamo ora che By (0,2¢) C T(Bx).

Poiché y € T(Bx) anche —y € T'(Bx) (dalla simmetria della palla e dalla linearitadell’operatore).
Segue che se x € By (0,4c) si ha che

v =(z+¥y)—y € By(y,4c) + T(Bx) € T(Bx) + T(Bx)

ossia By (0,4c) C T'(Bx) + T'(Bx). Poiché Bx) é convesso, dalla proprieta (1), (2) sopra, si ha che
T(Bx) é convesso. Quindi, applicando la proprieta (3), abbiamo che

T(Bx) + T(Bx) C 2T(Bx)

da cui segue che By (0,4c) C 2T (Bx) e quindi By (0,2c¢) C T(Bx).

Secondo step. Proviamo che se X é uno spazio di Banach, Y uno spazio normato
e T: X —Y é un operatore lineare e continuo tale che By (0,2c) C T(Bx) per qualche
¢ > 0 allora By (0,c) C T'(Bx).

Infatti, sia yo € By (0, c¢). Allora 2yy € By (0,2¢) C T'(Bx) e quindi per ogni € > 0 esiste w € Bx
tale che

1290 — Tw||x < e.
In particolare
Jw; € By tale che ||2yo — T'(w1)||x < ¢
ossia

w1 c
—T(— —.
|50 ( B )||X<2
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Posto z1 := 5 abbiamo quindi dimostrato che

€
5
Poiche’ y; = 2(yo — T'z1) € By (0, ¢) applichiamo I’argomento precedente ad y;. Allora

1
Jx; € Bx (0, 5) tale che [|yo — Tz1|]y <

Jwe € By tale che ||2y; — T'(w2)||x < ¢

ossia
w9 &
llyo — Tz —T(—7)|| < 52

4
Posto 29 := 53 € B x (0, 2—12) abbiamo quindi dimostrato che

C

1
dxg € Bx(O,f) tale che ||y0 —Tx —TQZQHY < 9

22

Procedendo cosf si costruisce una successione (z,) C X tale che z,, € Bx (0, 5=) €

c
llyo — T'(x1 + 22+ -+ 20)||ly < o

Sia 2z, =21 +x9 + -+ + x,. Allora
n n 1
llznllx <) [lzillx < Zﬁ
i=1 i=1

c
on’
In particolare, T'z, — yo e, dal criterio di Weistrass, z, converge a z = > > | x, con

) >
el € Dl €3 =1
n=1 n=1

ossia z € Bx. Poiché T é continuo allora Tz, — Tz. Quindi Tz = yp. O

lyo = Tzally <

Dal teorema della mappa aperta segue che un operatore lineare, continuo e suriettivo trasforma
aperti in aperti e che un operatore lineare, continuo e biettivo ha inverso continuo.

Corollario 10.2. Siano X e Y due spazi di Banach e T : X — Y un operatore lineare, continuo
e suriettivo. Allora per ogni aperto V- di X si ha che T(V') € un aperto di Y.

Dimostrazione. Sia V un aperto di X e sia yg € T(V'). Allora esiste xg € V tale che T'(z¢) = yo.

Poiché V' é aperto, esiste Bx(zo,s) C V, ossia 29 + Bx(0,s) C V da cui yo + T(Bx(0,s)) C
T (V). Dal teorema della mappa aperta esiste ¢ > 0 tale che By (0,c¢) C T'(Bx) da cui segue che

By (0,¢s) C T(Bx(0,s)). Quindi By (yo,cs) = yo + By (0,¢s) Cyo+ T(Bx(0,s)) CT(V).
O

Corollario 10.3. Siano X e Y due spazi di Banach e T : X — Y wun operatore lineare, continuo
e biettivo. Allora esiste C > 0 tale che

lzlx < CIT(x)]ly

per ogni = € X. In particolare T~ € continuo.
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Dimostrazione. Per il teorema della MA, esiste ¢ > 0 tale che By (0,¢) C T(Bx). In particolare
T~ Y(By(0,¢)) CT ' oT(Bx) = Bx.

In particolare per ogni ¢’ < ¢ e per ogni x € X tale che | T'(z)|ly < ¢ vale che ||z||x < 1. Poiché

per ogni z € X si ha che HT(C’ﬁ)Hy = ¢/, si ottiene che C/”ﬁHX < 1ossia ||z x < L||Tz|y

per ogni ¢’ < c¢. In particolare, per ¢’ — ¢ si ottiene che la tesi vale per C = % ]

Corollario 10.4. Sia X uno spazio normato e siano |- |1 e |- |2 due norme su X tali che

(1) X € completo rispetto ad entrambe
(2) esiste ¢ > 0 tale che |- |2 < c|-|1.

Allora le due norme sono equivalenti.

Dimostrazione. Basta osservare che l'operatore identital : (X,|-|1) — (X,]|-|2) é continuo e
biettivo. Dal Corollario esiste C' > 0 tale che

|z[1 < ClI(z)|2 = Clals
per ogni x € X. Quindi le due norme sono equivalenti. ]

10.1. Teorema del grafico chiuso. Siano X e Y spazi normati. Se una funzione f: X — Y é
continua allora ¢ facile provare che il suo grafico

Graf(f) :=={(=z, f(z)): z € X}
€ chiuso in X X Y nella topologia prodotto. Osserviamo che in generale il viceversa é falso: la
funzione f : [0, +00) — [0, 00), data da

f(x):{ % sex >0

0 sex=0

ha grafico chiuso pur essendo discontinua. Infatti

Graf = {(x, %) . 2> 0} U{(0,0)}

che é chiuso in quanto unione di insiemi chiusi. Se X e Y sono spazi di Banache f: X — Y ¢
lineare, vale il viceversa.

Teorema 10.5 (Teorema del Grafico chiuso). Siano (X, | |x) e (Y,||y) due spazi di Banach
eT : X — Y un funzionale lineare. Supponiamo che il grafico di T, ossia l’insieme Graf(T) =
{(x,T(x)): x € X}, sia un sottoinsieme chiuso di X x Y. Allora T é continuo. In particolare T' é
continuo se e solo se Graf(T) é chiuso.

Dimostrazione. Consideriamo su X la norma |z|p = |z|x + |Tx|y. Allora |x|p > |z|x ed essendo
Graf(T) chiuso, é facile dedurre che (X, |-|7r) é uno spazio di Banach. Dal corollario la norma
| - |7 é equivalente a quella iniziale e quindi esiste C' > 0 tale che | - |7 < C|z|x per ogni z € X che
implica
Tzly < |z|r < Clo|x
per ogni x € X.
O

Osservazione 10.6. (Grafico chiuso) Usare il Teorema del grafico chiuso per provare la conti-
nuitd di un operatore lineare 7" tra spazi di Banach, vuol dire dimostrare che
(%) @z — xo, Txn — Yo = yo = Txo.

Equivalentemente, per concludere che un operatore lineare T tra spazi di Banach é continuo, si pud
dimostrare che
(k%) xyp — 0,Txy — yo = yo = 0.
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Infatti proviamo che
Supponiamo che valga (x) e sia x, — xo, Tx, — yo. Allora x,, —xg — 0,T(x, — x9) = T(zy) —
T(xo) = yo — T'(xo). Applicando (x) segue che yo — T'(xg) = 0 ossia yp = Txg. Quindi vale la (k).
Il viceversa é banale.

10.2. Esempi e controesempi.

Esempio 10.7. Muniamo C'[0,1] con la norma |[ul|c1 = [|u/|s + ||©/||cc € C[0,1] con la norma
|| ||oo- Sia I:Ct[0,1] — C[0, 1] P'operatore definito da I(u) = u’. I é lineare e continuo e ha norma
1. Infatti, per ogni € > 0 sia uc(x) = esin £. Allora

() e T
ue(x) =€ —=_.

‘ e 2

Siccome x = Ze € [0,1] per € < 2 vale che [|ue||« = € per € < 2. Poi ul(z) = cosZ da cui
|[ul||oo = 1. Quindi ||uc|| = 1+ € per e < 2. In particolare

I ! 1
HIH:SUPH UHOO > HuEHOO — 1
wro |[uller — fueller 14€

quando ¢ — 0. Ora, grazie al teorema fondamentale del calcolo integrale, I é anche suriettivo.
Applicando il teorema dell’applicazione aperta, segue che I é aperta. In particolare, se restringiamo
I sull’insieme M := {u € C'[0,1] : u(0) = 0}, I risulta un isomorfismo da M su C|[0, 1].

In generale, se X o Y non sono spazi di Banach, un funzionale lineare, continuo e biettivo
potrebbe non essere aperto. L’esempio seguente si basa sul fatto che lo spazio C[0, 1] non é completo
rispetto alla norma || - || 1.

Esercizio 10.8. Sia I : (C[0,1],]] - ||co) = (C[0,1], || - ||z1) ’operatore identita’. Provare che

(1) I € lineare,biettivo e continuo;
(2) I non € una applicazione aperta.

Dimostrazione. Osserviamo che C[0,1] non é completo rispetto alla norma integrale || - |[;1 (vedi
Osservazione . Ora ¢ facile verificare che I é lineare, biettivo e continuo. Dimostriamo che
I non puo essere una mappa aperta. Per assurdo, se I fosse aperta, allora I(Bx(0,1)) dovrebbe
contenere un aperto contenente 0 e quindi esisterebbe C' > 0 tale By (0,¢) C I(Bx(0,1)) C I(Bx).
Ragionando come nel Corollario si ottiene che I~! & continua ossia esiste C' > 0 tale che per
ogni u € C[0,1]

[|ulloo = 11 (w)]loo < Cllully < Cllul|oo-

Ma allora la norma || - ||; risulterebbe essere equivalente alla norma || - ||o. Assurdo.

Se nel Teorema del grafico chiuso togliamo l'ipotesi che gli spazi X e Y siano di Banach, il
teorema é falso. Vediamo il seguente esempio basato sull’osservazione che C'[0, 1], munito della
norma || - ||oo, non é uno spazio di Banach.

Esempio 10.9. Ricordiamo che C[0, 1], munito della norma || - ||o0, non é uno spazio di Banach.
Sia T : (C1[0,1], ]| - l|oo) — (C[0,1], || - ||co) I'operatore definito da T'(u) = u’. Allora

e I' é un operatore lineare

e T ha grafico chiuso: infatti sia (u,), C C'[0,1] tale che
— u, — u € C[0,1] rispetto alla norma || - ||~
—u, =T (u,) = v e C[0,1].
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Dimostriamo che v € C1[0,1] e T(u) = v. Infatti sia # € [0,1]. Per n — oo, passando al
limite sotto il segno di integrale grazie alla convergenze uniforme, otteniamo che

u(z) —u(0) = liTILn(un(w) — up(0)) = lim /01 ul (t)dt = /Ol v(t)dt.

n D

Dal teorema fondamentale del calcolo integrale si ottiene allora che u/(x) = v(x) per ogni
x € [0,1] ossia Tu = v.

e T non é continuo: infatti, sia u,(x) := 2™ Allora u/,(z) = na"~! da cui

T oo T/TI, oo
wp 1Tl 1T

= =n — Q.
ueC1[0,1] ||U‘HOO HUTLHQQ

10.3. Esercizi.

Esercizio 10.10. Siano X,Y, Z spazi di Banach e J :' Y — Z un operatore lineare e siaT : X =Y
un operatore lineare, continuo e biettivo. Supponiamo che l’operatore lineare S = JoT sia continuo.
Provare che J é continuo.

Dimostrazione. Grazie al teorema della mappa aperta, Ioperatore 77! : Y — X é continuo. In
particolare 'operatore J = J o T o T~! é continuo. O

Esercizio 10.11. Siano X e Y spazi di Banach e sta T : X — Y lineare, continuo e iniettivo.
Provare che T~': T(X) — X € continuo se e solo se T(X) € chiuso in Y.

Esercizio 10.12. Sia H uno spazio di Hilbert. Sia V un sottospazio di H e x € H, y € V tali che
(x —y,v)=0VveV.
Provare che y = py ().

Esercizio 10.13. Sia H uno spazio di Hilbert e V un sottospazio di H. Provare che
(1) V== (V)"
(2) H=VaoVt

Esercizio 10.14. (Teorema di Pitagora: prima versione) Sia H uno spazio di Hilbert, vy, va, - - v, €
V' tra loro ortogonali. Provare che

n n
1D will? = il
i=1 i=1

Esercizio 10.15. (Teorema di Pitagora: seconda versione) Sia H uno spazio di Hilbert, (vp)n, € V
una successione di vettori tra loro ortogonali tali che Y o2, ||vi|[* < +o0. Provare

(o) (o)
1> will? =D il
=1 =1

Dimostrazione. Posto s, := D> . | v;, si ha che la successione (sy) é di Cauchy in H: a tal fine
osservare che se n > m si ha che

n n
s = smll> =11 D> wll>= Y il
i=m-+1 i=m-+1

In particolare esiste s € H tale che s, — s(=: > 2
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Esercizio 10.16. Sia H uno spazio di Hilbert e T : H — H wun operatore lineare. Provare che se
(Tx,y) = (z,Ty) allora T € continuo.

Dimostrazione. Proviamo che T é chiuso: sia z,, — = e Tz, — y. Allora
(Txy, z) = (x,T2)
per ogni z € H da cui
(y,2) = (x,Tz) = (Tz,2)
per ogni z € H. In particolare (y — Tx,y — Tx) =0 da cui y = Tx.
O

Esercizio 10.17. Sia H uno spazio di Hilbert e T : H — H wun operatore lineare. Provare che se
(Tz,x) > 0 per ogni x € X allora T é continuo.

Dimostrazione. Proviamo che T' é chiuso: sia x,, — x e T'x,, — y € H. Senza perdere di generalita’,
supponiamo = = 0 e proviamo che y = 0. Per ipotesi, per ogni t > 0 (T'(z,, — ty), x, — ty) > 0 ossia
(T(2n) = tT(y), 20 — ty) = (T(xn), 2n) = (T (x),y) = t(T(y), zn) + (T (y),y) > 0.

Passanso al limite per n — oo otteniamo

per ogni t > 0. Quindi
Iyl < H(T(y),v)

per ogni ¢t > 0. Per t — 0 otteniamo che y = 0.
O

Esercizio 10.18. Sia C'[0,1] munito della norma ||ul|cn = ||ullso + |[¢/]|oe € C[0,1] sia munito
della norma ||-||so- Sia I : C°[0,1] — C[0,1] l'operatore definito da I(u)(t) = fot u(z)dz. Verificare
che I ha grafico chiuso. E continuo?

Dimostrazione. Sia uy,,u € C°[0,1] tale che u, — v in C[0,1] e Tu, — v € C'[0,1]. Proviamo che
v = Tu. Poich é u,, — u uniformente, si puo passare al limite sotto il segno di integrale e ottenere
che per ogni t € (0,1)

t t
v(t) = lim Tu,(t) = lim [ w,(z)dz :/ u(z)dx

- v(t) = /0 t u(z)dz.

Dal teorema fondamentale del calcolo integrale segue che per ogni ¢ € (0,1) v/(t) = u(t) ossia per
ogni t € (0,1)

I(u)(t) = /0 tu(:c)dyc - /0 t V' (z)dz = v(t).

Infine I é continuo per il teorema del grafico chiuso essendo C[0, 1] e C[0, 1] spazi di Banach con
le norme considerata. O

Esercizio 10.19. Sia H uno spazio di Hilbert munito del prodotto scalare < -,- > e siaT : H — H
un operatore lineare e continuo. Provare che l'operatore (aggiunto) T* : H — H definito da

<Trz,y>=<uxz,Ty> Vr,yec H
€ un operatore lineare e continuo.

Esercizio 10.20. Sia H uno spazio di Hilbert e T : H — H un operatore lineare e continuo che €
un’isometria. Dimostrare che T*T = I (dove T* é l'operatore aggiunto, I € l’identita’).
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Risoluzione: sia x € H. Allora per ogni y € Y, essendo T un’isometria vale che
|z = y|* = [|T(z — )|
= IT(2) = TWI = [|T(@)|* + ITW)|* =2 < T(2), T(y) >=
= |IT(@)[]* + ITWI° -2 < T*T(x),y >=
= ||zl + |yl =2 < T*T (), y >
ossia
lzl? +11yl1> = 2 < 2y >= [lo —y||* = ||2[]> + [ly|[* =2 < T*T(x),y > .

Cio’ implica

<x,y>=<T'T(z),y >
per ogni y € H. Quindi x = T*T'(z) per ogni € H da cui T*T = I.
Esercizio 10.21. Sia X uno spazio di Banach e T : X — X' un operatore lineare. Provare che se
(Tz)(y) = (Ty)(x) per ogni z,y € X allora T € continuo.

Esercizio 10.22. Sia X uno spazio di Banach e T : X — X' un operatore lineare. Provare che se
(Tz)(z) > 0 per ogni x € X allora T é continuo.

Esercizio 10.23. Per ogni u € C*[0,1] sia ||u|| = |u(0)| + ||v/]|oo-
(1) Verificare che || - || é una norma su C1[0,1] che rende lo spazio uno spazio di Banach.
(2) Sia C[0,1] munito della norma || - ||s e sia I : C1[0,1] — C[0,1] loperatore definito da
I(u)(t) =/ (t). Verificare che I ha grafico chiuso. E’ continuo?

Riportiamo infine questa versione del teorema della mappa aperta.

Esercizio 10.24. Siano X e Y due spazi di Banach e T : X — Y wun funzionale lineare e
continuo. Se T(X) é di seconda categoria in Y allora T'(X) = Y ed esiste ¢ > 0 tale che
By (0,¢) € T(Bx(0,1)).

Dimostrazione. Osserviamo che

T(X) =T(JnBx(0,1)) = | JnT(Bx(0,1)).

Poich é T'(X) é di seconda categoria in Y, dalla definizione di spazio di seconda categoria, deve es-
istere no € N tale che ngT(Bx(0,1) abbia interiore non vuoto. In particolare segue che T'(Bx(0,1)
ha interiore non vuoto. Sia B(yo,4c) C T(Bx(0,1)). A questo punto la dimostrazione procede

analogamente alla dimostrazione del Teorema m Inoltre se y € Y allora cw'% € By(0,c¢).

Quindi esiste z € Bx(0,1) tale che T'(x) = cly‘y+1 ossia T('leHa:) =y. O
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Osservazione 10.25. Si osservi in generale che se (X,7) e (Y,0) sono due spazi topologici, Y
separato, e f : (X,7) — (Y,0) € continua, allora Graff = {(x, f(x)) x € X} € chiuso nella topolo-
gia prodotto di X XY (in particolare é sequenzialmente chiuso).

Proviamo infatti che X x Y\ Graff é aperto: sia (x,y) ¢ Graff. Allora f(x) # y. Quindi esiste
Uy intorno di f(x) in'Y e Uy intorno di y in'Y tali che Uy N Uy = (). Usando la continuitd di f
esiste V' T-aperto contenente x tale che f(V) C Uy.

In particolare V x Uy € un aperto per la topologia prodotto di X x Y, contiene (z,y) e V x Uy C
(X xY)\ Graff.

Esercizio 10.26. Siano X e Y sono due spazi normati, e 7' : X — Y un operatore lineare tale che
esiste ¢ > 0 tale che By (0,¢) C T'(Bx). Allora I'applicazione T' & suriettiva e aperta.

O

Esercizio 10.27. Siano X e Y due spazi normati e T : X — Y un operatore lineare, continuo e
biettivo. Se esiste ¢ > 0 tale che By (0,c¢) C T(Bx) allora T—! é continuo.
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11. Le topologie deboli.

11.1. La topologia debole o(X, X’). Ricordiamo quanto fatto nella sottosezione Se

« X A0,

e (Y;,7;)icr € una famiglia di spazi topologici assegnati

e (¢i)ier una famiglia di funzioni con ¢; : X —Y;
possiamo costruire su X la una topologia ¢ meno fine che renda continue le assegnate funzioni
vi: (X,0) = (Y;, 7;) usando come base la famiglia

B={ ) ¢'(Vi): Viemn}
finita
Sia ora X uno spazio normato e sia X’ il suo duale topologico. Vogliamo costruire su X la

topologia meno fine che renda continue tutte le applicazioni

f: X >R, feX.
Chiameremo topologia debole tale topologia e la indicheremo con o (X, X’) (mentre chiameremo
topologia forte quella indotta dalla norma e la indicheremo con 3(X)). Ovviamente

o(X, X') < B(X)

ossia ogni aperto ”debole” ¢ un aperto ”forte”. Una base di aperti per questa topologia é la famiglia
di intersezioni finite
B:={ ﬂ V)« Vi aperto di R, f; € X'}.
finita
Inoltre se (z,) C X e xg € X scriveremo z,, — x per indicare che la successione (x,,) o-converge a

xg e diremo che la successione (z,,) converge debolmente a z(. Inoltre, grazie alla Proposizione
1.46} si ha che

(11.1) Ty — x0 = f(xn) — f(z0) Vf € X'.
Grazie alla seguente proposizione, il limite debole é unico:

Proposizione 11.1. La topologia debole o(X,X') é separata.

Dimostrazione. Siano z,y € X, x # y. Da un corollario al teorema di HB, esiste f € X' tale
che f(x) # f(y). Supponiamo f(z) < f(y) e sia f(z) < a < f(y). Allora gli insiemi disgiunti
U := f"}(~o0,a) eV := f~}(a,+00) sono aperti rispetto alla topologia debole e sono tali che
zelU,yeV. O
In seguito indicheremo con
< f,x >= f(x)
lazione di f € X’ su z € X e allo scopo di indicizzare la famiglia di tutti i funzionali f € X’
indicheremo con ¢ la funzione f € X’. Quindi ps(z) = f(x).

Siaoraxzg€ X, e>0,neN, f1,---, fn € X' e U; :=|fi(x0) — ¢, fi(x0) + €[. Definiamo

Ufp e fore(T0) := m 71 Uy).
=1
Quindi
2 € Ufy o foe(x0) <= fi(xo) €U; Vie{1,2,---,n}

= |fi(x) = filzo)| < eVie{1,2,--,n}

| <fiix—x0>|<e Vie{l,2,---,n}
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Proposizione 11.2. Per ogni zo € X la famiglia di aperti
U(zo) == {Uf ... foelo): e>0,neN, fie X' Vie{l1,2,--- ,n}}
costituisce un sistema fondamentale di intorni del punto xq rispetto alla topologia debole o (X, X').
Dimostrazione. Osserviamo che per ogni e > 0e f € X', posto
U :=]f(z0) — €, f(x0) + €],

vale che f~1(U) é aperto rispetto alla topologia debole o(X, X"). Quindi gli insiemi Uy, ... 1, «(xo)
sono o(X, X')-aperti. Poi se g € A dove A é un o(X, X')-aperto allora esiste B € B tale che
g € B C A. Quindi esiste n € N, esistono f1,---, f, € X' e V;,---,V, aperti di R tali che

zo €[ fi'(Vi) C A
i=1

Quindi fi(zo) € V; Vi € {1,2,--- ,n} da cui segue che esiste € > 0 tale che
Ui :]fz(xﬂ)_e’fl(:BO)—'_e[gV; Vi € {1727 ,’I’L}

Quindi
n n
Uty o (o) = [ f71(U:) S () £ (Vi) C A.
i=1 i=1
O
Osservazione 11.3. Sia X uno spazio di Banach di dimensione infinita, z¢g € X, f1, -, fn € X/,

e > 0. Allora l'intorno Uy, ... f, (xo) contiene una retta passante per xg. Infatti sia 77: X — R”
lapplicazione lineare definita da T'(x) = (fi())i<i<n. Essendo T' non iniettiva (altrimenti X di
dimensione finita), esiste T # 0 tale che T'(z) = 0. Allora la retta xo + tZ (¢t € R) é tutta contenuta
in Uy, ... 4,.(w0) in quanto

| fi(wo +tZ) — fi(xo)| =0 <€
per ogni 1 <i < N.
In particolare ogni intorno ”debole” in spazi di di dimensione infinita contiene rette e quindi gli
aperti ”deboli” sono illimitati. Segue che le palle B(xg,7) = {z € X : | — 2¢|| < r} hanno
interiore vuoto rispetto alla topologia debole e non possono essere aperte per la topologia debole.
La topologia debole é quindi strettamente meno fine della topologia forte negli spazi di dimensione
infinita.

Osservazione 11.4. Sia X uno spazio normato di dimensione finita N. Allora la topologia debole
o(X, X’) coincide con la topologia forte. Infatti, ovviamente un aperto ”debole” é aperto ”forte”.

Per provare il viceversa é sufficiente dimostrare che per ogni palla B(xg,r) esiste V intorno
"debole” di xq tale che V' C B(xg,r) (questo implica che ogni aperto ”forte” si rappresenta come
unioni di aperti deboli ed & quindi un aperto ”debole”). Sia {ey, - ,enx} una base ortonormale di X
eperognii € {1,---,N}sia f; : X — R la proiezione sull’i-ma componente ossia se x = Zf\il x;e;,
allora f;(x) = z;. Allora f; é lineare e continua (essendo X di dimensione finita). Se € > 0 ¢ tale
che eN < r allora per ogni x € Uy, ... 1, (x0) vale che

N N
= ol <Dl —xoql =Y | filw) = fulzo)| < eN <7
=1 =1

ossia Uy, ... 1,.e(x0) € B(xo, 7).

Proposizione 11.5. Sia X uno spazio normato e sia (x,) C X. Allora vale che:

(i) se xp, — xo in X (ossia se ||z, — xo|| — 0) allora x, — xo;
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(ii) se xy, — wo allora la successione (xy,) € limitata in X e

[|zol| < lim inf [[,]]

(o0ssia la norma € sequenzialmente semicontinua inferiormente rispetto alla topologia de-
bole);
(iii) se zp, — xg e (fn) € X' € tale che ||fn, — follx — 0 allora f,(x,) — f(x0).

Dimostrazione.
(i) Se z, =» xp in X e f € X’ vale che f(z,) = f(z0). Quindi dalla segue la tesi;
(ii) se @, — xq allora per ogni f € X’ vale che f(x,) — f(z0). Quindi la successione (f(zy))n
¢ limitata in R per ogni f € X’. Applicando il corollario a B = {x, : n € N} segue che
la successione (x,,), é limitata in X. Inoltre per ogni f € X’ con ||f||x = 1 vale che

7 (o) = lim | ()] < lim inf [z, |

da cui, applicando uno dei corollari al Teorema di HB, segue che

lzoll = sup  [f(z)| < liminf [[z,]];
fex’, |Ifllxr=1 "
(iii) se x, — o, per la parte (ii) esiste M > 0 tale che sup,, ||z,|| < M. Sia (f,) C X’ tale che
an — f0||X/ — 0 allora

[fu(@n) = f(z0)| < |fu(zn) = f(@n)] + [f(zn) — f(z0)|
< |lfn = fllxellznll + 1 (2n) = f(20)]
< M| fn = fllx + [f(zn) = f(20)]
che tende a 0 per n — oc.
d

Osservazione 11.6 (Convergenza debole dentro L} (2)). Possiamo caratterizzare la conver-
genza debole in LI, () per 1 < p < +oo nel sequente modo: una successione (vy)n C LE,(Q)
converge debole a vy € L1, () se e solo se per ogni ¢ € (LL,(Q)) vale che ¢(vy,) converge a ¢(vo).

Dimostreremo a breve che per ogni ¢ € (LL,(Q)) esiste u € LZ/(Q) tale che ¢ = T,. Pertanto
Un = vg in LE(Q) <= T,(vn) — Tulvo) Yu € LE (Q)
0851a

vp = vg in LE(Q) <= /Qvn(:v)u(x)d,u — /Qvg(x)u(:c)du Yu € LZ/ ().

Inoltre, dalla proposizione precedente,
(i) se v, — vo in Lk, (ossia se ||v, — vol|, — 0) allora v, — vo;
(ii) se v, — vy allora la successione (v,) € limitata in L}, e

[volly < Tim nf o]

(0ssia la norma € sequenzialmente semicontinua inferiormente rispetto alla topologia de-
bole).

Se X ha dimensione infinita, la palla aperta Bx (0, 1) ¢ aperta forte ma non aperta debole. Quindi
I'insieme complementare X \ Bx(0,1) ¢ chiuso forte ma non chiuso debole. Mentre, in generale,
un insieme chiuso per la topologia forte non é detto che sia chiuso per la topologia debole, per gli
insiemi convessi la proprieta di essere chiuso coincide nelle due topologie.

Teorema 11.7. Sia X uno spazio di Banach e sia C C X un sottoinsieme convesso. Allora C €
debolmente chiuso se e solo se C é fortemente chiuso.
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Dimostrazione. Ovviamente se C' é debolmente chiuso allora C' é fortemente chiuso in quanto
o(X,X’) < B(X) dove B(X) é la topologia forte. Viceversa sia C fortemente chiuso. Dimostriamo
che il suo complementare X \ C é aperto per la topologia debole ossia che per ogni xzy € X \ C esiste
un intorno aperto di zp rispetto la topologia debole e tutto contenuto in X \ C. Sia zg € X \ C.
Dal teorema di HB posso separare in senso stretto il compatto (convesso) {xo} dal convesso chiuso
C' attraverso un iperpiano chiuso, ossia esiste f € X' ed esiste a € R tale che f(z¢) < a < f(z)
per ogni x € C. L’insieme f~!(] — 0o, [) é aperto per la topologia debole, contiene z¢ ed é tutto
contenuto in X \ C. O
Dal Teorema segue che

Corollario 11.8. Sia ¢ : X =] — 00, +00| convessa. Allora

ps.c.i. “fortemente” <= ¢ s.c.i "debolmente”.

Osservazione 11.9. Sia X uno spazio di Banach di dimensione infinita. Allora

By = gla(X,X')
dove S; = {z € X : ||z|]| = 1}. Infatti osserviamo che
(1) S1 € Bx C EU(X’XI). Infatti se ||zo|| = 1 non c’¢ nulla da provare. Se ||zg]] <1e V é un

intorno di x( rispetto alla topologia debole, allora sappiamo che esiste £ € X tale che la
retta xo+tZ (t € R) é tutta contenuta in V. In particolare esiste un punto x; € V' di norma

1: basta infatti osservare che la funzione g(t) = ||zo + tZ|| é continua e tale che g(0) < 1 e

limy—, o0 g(t) = +00. Quindi si ha che V' NS] # 0 per ogni V' intorno "debole” di xg, ossia
Q. (XrX/)

zo €577 ;

(2) Bx ¢ un convesso chiuso ”forte”. Quindi e chiuso ”debole”; pertanto passando alle chiusure
deboli nella relazione (1) si ottiene

Bx = 510(X’X/).

g

Osservazione 11.10. Dal corollario precedente segue che 'insieme convesso Bx = {z € X :
||| <1} ¢ debolmente chiuso in X. Dall’Osservazione [11.9] (parte (2)) sappiamo che

S C{zeX: |z <1} C G,

o(X,X'")

(X.X7) = Bx.

. ~ O . . . . . ~
In particolare 57 coincide con l'insieme By ossia S7

Concludiamo questa sezione con la seguente osservazione:
¢ : (X,0(X, X)) = R é un funzionale lineare e continuo <= ¢ € X'.

Questa proprieta si puo generalizzare nel modo seguente.

Teorema 11.11. Siano X,Y due spazi di Banach e sia T : X — Y un operatore lineare. Allora
T:(X,8(X)) = (Y,8(Y)) € continuo <= T : (X,0(X,X")) = (Y,0(Y,Y")) € continuo.

Dimostrazione. " =" Sia T : (X, (X)) — (Y, B8(Y)) continuo. Per provare che T : (X,0(X, X")) —
(Y,o(Y,Y")) é continuo, bastera dimostrare che Vf € Y’ il funzionale

foT:(X,0(X,X") =R

é continuo. Sia f € Y’. Poiché T é continuo rispetto le topologie forti, si ha che foT € X'. In
particolare, dalla definizione di topologie debole, segue che f o T é continuo rispetto alla topologia
debole o (X, X).

""" SiaT: (X,0(X,X") = (Y,0(Y,Y")) continuo. In particolare il GrafT é un insieme
chiuso in X x Y rispetto la topologia prodotto o(X, X’") x o(Y,Y’). Se proviamo che il GrafT



APPUNTI DI ANALISI FUNZIONALE A.A. 2020-21 85

¢é chiuso anche per la topologia forte di X x Y, dal Teorema del Grafico chiuso segue che T :
(X,8(X)) — (Y,B(Y)) é continuo. Se (z,) — x in X e Tz, — yp in Y allora (z,) = x in X
e Tr, — yo in Y. Essendo il GrafT un insieme chiuso in X X Y rispetto la topologia prodotto
o(X,X") x o(Y,Y") segue che yo = T(xo). O

11.2. La topologia debole* (X', X). Sia X uno spazio di Banach e sia X il suo duale topologico.
Vogliamo costruire su X’ la topologia meno fine che renda continue tutte le applicazioni (¢z)zex
dove ¢, : X' — R é definita da

Chiameremo topologia debole* tale topologia e la indicheremo con o(X’, X). Un base di
aperti per questa topologia ¢é la famiglia di intersezioni finite
B:={ m cp;il(Vi) : Vi aperto di R, z; € X}.
finita
Inoltre se (f,) € X' e fo € X' scriveremo f, — fy per indicare che la successione (f,,) o(X’, X)-

converge a fy e diremo che la successione ( f,,) converge rispetto la topologia debole * a fy. Grazie
alla Proposizione si ha che

fa = fo = fulz) = fo(z) Vo€ X.
ossia coincide con la convergenza puntuale degli operatori.
Proposizione 11.12. La topologia debole o(X', X) é separata.

Dimostrazione. Siano f,g € X', f # g. Allora esiste 79 € X tale che f(z9) # g(zo). Sia
f(xo) < a < g(xo). Allora gli insiemi disgiunti U := ¢} (—00,a) e V := ¢ ! (a, +00) sono aperti
in X' rispetto alla topologia debole* e sono tali che f € U, ge Ve UNV ={. O

Le dimostrazioni delle seguenti proposizioni sono simili a quelle delle analoghe proprieta della
topologia debole o (X, X').

Proposizione 11.13. Per ogni fo € X' la famiglia di aperti
U(fo) = Uz aone(fo): i€ X Vie{l,2,--- ,n},neN, e>0}
dove
Ury o nc(fo) ={f €X' s | < f = fo,mi > ] <e 1 <i<n}
costituisce un sistema fondamentale di intorni di fo rispetto alla topologia debole*.

Proposizione 11.14. Sia X uno spazio di Banach e sia (f,) € X'. Allora vale che: Allora vale
che:

(1) se fn = fo in X' (ossia se ||fn — follx» — 0) allora f, N fo;

(2) se fn — fo allora la successione (f,) € limitata in X' e ||fo|| < liminf, ||f,|| (ossia la
norma é sequenzialmente semicontinua inferiormente rispetto alla topologia debole *);
(3) se fn = fo e (zn) C X € tale che ||z, — xo|| = 0 allora fn(zn) — fo(zo).

Dimostrazione.

(i) segue dal fatto che la convergenza rispetto alla norma implica la puntuale;

(ii) segue dal Corollario

(iii) segue dall’Esercizio
La seguente proposizione afferma che i funzionali lineari e continui ¢ : (X', 0(X’, X)) — R sono
tutti della forma ¢ = ;.
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Proposizione 11.15. SSia ¢ : (X',0(X’, X)) — R lineare e continuo. Allora esiste x € X tale
che ¢ = @, ossia esiste x € X tale che

o(f) = f(z) Vo € X,

(senza dimostrazione)

Teorema 11.16 (di Banach-Alaoglou-Bourbaki). La palla Bx: = {f € X' : | f|lx» <1} ¢
debolmente™ compatta.

Dimostrazione. Muniamo RY := {w : X — R} = {(wy)yex,wy € R} della topologia prodotto II
ossia della topologia meno fine su R¥ che rende continue le proiezioni

I, : RY = R, T, ((wy)yex) = wa
Consideriamo 1'applicazione iniettiva ® : X’ — RX definita da

(f) = (f(¥))yex-
Primo step. Proviamo che ® : (X',0(X', X)) — (®(X'),H|g(x+)) é un omeomorfismo dove
|g(x+y & la topologia indotta da IT su ®(X').
e Per provare che
P (X, 0(X, X)) — (R, 1)
é continua, usiamo la Proposizione I’applicazione
P (X', 0(X', X)) — (RY,TI)
é continua se e solo se per ogni x € X é continua ’applicazione
Mo®: (X' o(X' X)) =R
Fissato = € X vale che

I, 0 @(f) = Ia((f(y))yex) = f(z) = @u(f) VfeX,
ossia II, o ® = ., e quindi ’applicazione II, o ® risulta essere continua rispetto la topologia

debole* (per la definizione stessa di tale topologia).
e Proviamo che la funzione inversa

(I)_l : ((I)(X/)a II |<I>(X’)) - (le J(X/?X))
é continua: grazie alla Proposizione tale applicazione é continua se e solo se per ogni
x € X é continua 'applicazione @,o®~! : (®(X),II }q)(X/)) — R. Osserviamo che p,0®~! =
I, per ogni x € X: infatti

e 0 @ (f(y)yex)) = (@) = Wa((f(y)yex)

per ogni f € X', Essendo ®(X) é munito della topologia restrizione della topologia prodotto
II segue che @, 0 @1 : (®(X),II }q,(X/)) — R & continua.

Secondo step. Essendo @' : (®(X'), Il |g(x1y) — (X’,0(X’, X)) continuo, esso trasforma com-
patti in compatti. Osserviamo che

O(Bxr) ={(f(2))eex : fle+y) = flz) = fy) =0, f(Ar) = Af(z) =0 Vz,y € X,VA € R},
={(w), € RY twypy —wy —wy =0, wyg — Mwy =0, |wy| < ||z|| Yo,y € X,V € R}.

Definiti quindi
X =TT =lll, =[],
zeX
Kgy i ={(w,); € RX Wety — Wy — wy = 0},
Ey ) = {(w,), € RY ¢ wy, — A\wy = 0}
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vale che
®(Bx)= () Kew) N ( (] Eon)NI*.
T,Y,A ze€X,AER
Grazie al Teorema di Ticonoff, il prodotto di un numero qualsiasi di insiemi compatti é compatto
rispetto la topologia prodotto (quindi I X ¢ compatto in RX ). Inoltre poiché

Kpy={w e R . (Tyyy — I — ) (w) = 0} = Ker(I,4, — I, — 11,)

E,n={weR*: (), — MI,)(w) = 0} = Ker(ITy, — AIL,)
e le proiezioni sono continue rispetto la topologia prodotto II, si ha che per ogni x,y € X e per
ogni A € R gli insiemi K, e F, ) sono chiusi in RX munito della topologia prodotto. Poiché

®Bx)= () Kea) N ( [] Eenr)nI¥

[RTIDN e X, AER

é un insieme chiuso contenuto nel compatto IX, é esso stesso un insieme compatto in ®(X’) munito
della restrizione della topologia prodotto. Quindi la palla Bxr = ® 1(®(Bxs) é debolmente*
compatta.

O

Osservazione 11.17. Si osservi che grazie al fatto che Bx: € debolmente® compatta, tutte le
palle B(fo,r) = {f € X" : ||f — follx» < r} sono debolmente* compatte. Osservare infatti che
Uapplicazione Ty, » : (X', 0(X', X)) = (X', 0(X', X)) definita come Ty, (f) = rf + fo € continua

e che T(Bx/) = B(fo,r).

11.3. Specchietto sulle topologie.

(1) La topologia debole o(X,X’) su X: é la topologia meno fine che rende continue le
funzioni f € X'. Identificando X’ con la famiglia (¢¢)fexs dove ¢ : X — R é definita
come

pr(x) = f(z),

o(X,X") é la topologia indotta su X da X' tramite la famiglia (¢¢)fex;
(2) la topologia debole* o(X’, X) su X': é la topologia meno fine che rende continue le
funzioni (p,)rex dove @, : X’ — R é definita come

| ealf) = f();

(X', X) é la topologia indotta indotta su X’ da X tramite la famiglia (¢z)zecx;

(3) la topologia debole o(X’, X”) su X”: essendo X” = (X')’, su X’ possiamo definire la
topologia meno fine su X’ che rende continue le funzioni £ € X”. Identificando X" con la
famiglia (¢¢)eex» dove g : X' — R é definita come

we(f) =¢&(f),

o(X',X") é la topologia indotta su X' da X” tramite la famiglia (p¢)ecxr. Si noti che
Vz € X il funzionale ¢, € X" ossia (pz)zex C (¢¢)ecx. Quindi o(X', X) < o(X', X").

(4) la topologia debole* o(X"”, X') su X”: ¢ la topologia meno fine su X” che rende continue
le funzioni (¢¢) fexr dove ¢ : X” — R é definita come

¢7(§) = &(f)-
o(X",X") é la topologia su X" da X' tramite la famiglia (¢f) rex:.
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11.4. Gli spazi riflessivi. Sia X spazio di Banach, sia X’ il suo duale e sia X” := (X')’. Chi-
amiamo evaluation o valutazione l’applicazione J : X — X” che ad ogni z associa il funzionale
lineare e continuo Jz : X’ — R definito da

<Jx, f >= f(z) Vfe X

(ossia Jz coincide con il funzionale ¢, definito nella sezione dedicata alla topologia debole*). Si
osservi che Jx € X" e J é un’isometria. Infatti Jx é lineare e da uno dei corollari al teorema di
Hahn-Banach si ha che

sup [ <Jx,f>[= sup |f(z)| =]
fexr:ifll<1 fex':ifll<1
da cui Jx € X" e ||Jz||x» = ||z|]-

Definizione 11.18. Lo spazio X si dice riflessivo se J € suriettiva su X".

Osservazione 11.19. Uno spazio X é riflessivo se e solo se X” = (¢4)zex. In particolare se X é
riflessivo, su X’ la topologia debole o(X’, X”) (indotta da X”) e debole* o(X’, X) (indotta da X)
coincidono.

Osservazione 11.20. Se dimX < +oo allora J é suriettivo (in quanto dimX = dimX' = dimX").
In particolare la topologia o(X’, X) = o(X’, X”). Inoltre o(X', X") = B(X') per I’Osservazione
Quindi la topologia debole* o(X’, X) coincide con la topologia forte 5(X’).

Teorema 11.21. (di Kakutani) X ¢ riflessivo se e solo se la palla Bx = {v € X : |z|x <1}
éo(X,X’) compatta.

Allo scopo di dimostrare I'implicazione ”<=" premettiamo il seguente lemma (senza dimostrazione)

Lemma 11.22. (di Goldstine) L’insieme J(Bx) € denso in Bx» rispetto la topologia debole*
o(X", X").

Dimostrazione. (del Teorema |11.21)).
"==" Essendo J un’isometria suriettiva si ha che Bx = J~!(Bxn~). Dal Teorema di Banach-
Alouglu-Bourbaki si ha che Bx» é o(X”, X')-compatta. Se proviamo che

(11.2) J (X" o(X", X)) = (X,0(X,X"))

é continua, allora seguird che By = J 1(Bxn) é o(X, X’)-compatta (perché immagine di un com-
patto tramite una funzione continua). Grazie alla Proposizione Papplicazione (|11.2)) é continua
> foJ 1: (X" o(X",X")) = R é continua Vf € X’. Fissiamo f € X’. Allora per ogni £ € X",
se z € X ¢ tale che Jxr = ¢ (tale x esiste per la suriettivita di J), vale che
fod7HE) = fla) =< Ju,f >=< & f >= ¢4(¢)

dove ¢y : X" — R é la funzione definita da ¢(&) = £(f).

Quindi foJ ' =¢ 7 che ¢ un’applicazione continua rispetto la topologia debole* su X”. Segue
che foJ 1: (X" o(X" X") — R é continua.

7<=" Dal lemma di Goldstine si ha che J(Bx) é o(X"”, X’)-densa in Bx». Se proviamo che
J(Bx) é compatta rispetto la topologia o(X”, X’), allora J(Bx) = Bx~. Essendo J un’isometria,
si conclude poi facilmente che J(X) = X"

Poiché J : X — X" ¢ lineare e continua ”forte-forte”, per il Teorema [11.11|vale che J & continua
”debole-debole”, ossia
(11.3) J:(X,0(X,X") = (X", 0(X", X))
é continua. Essendo o(X”, X') < o(X", X"") segue che
(11.4) J: (X, 0(X, X)) = (X", 0(X", X))
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é continua. Poiché per ipotesi Bx é o(X, X’)-compatta segue che J(By) é o(X”, X')-compatta. [

Osservazione 11.23. Si osservi che, grazie al fatto che in uno spazio riflessivo Bx é debolmente
compatta, allora in uno spazio riflessivo tutte le palle B(xg,7) = {x € X : ||l — z¢||x» < r} sono
debolmente compatte. Infatti osservare che 'applicazione Ty, , : (X,0(X,X")) = (X,0(X,X’))

definita come T, ,(x) = rz + o é continua e che T'(Bx) = B(zo, 7).

Esercizio 11.24. Sia X uno spazio di Banach.

(1) se C C X é debolmente compatto allora C' é debolmente chiuso e limitato;
(2) se C C X é convesso e debolmente compatto allora C' é chiuso e limitato.

Dimostrazione.

(1) Essendo C o(X, X')-compatto, si ha che C' é anche (X, X’)-chiuso. Allo scopo di provare
che C é limitato, usiamo il Corollario di BS e proviamo quindi che per ogni f € X’ I'insieme
f(C)={f(c) : c € C} é limitato in R. Questo é una facile conseguenza del fatto che ogni
f € X' é o(X, X')-continua e come tale trasforma insiemi o(X, X’')-compatti in insiemi
compatti (e quindi limitati) di R.

(2) Dalla parte (1) segue che C' é (X, X')-chiuso e limitato. Essendo C' convesso, dalla Propo-
sizione [[1.7] si ha che C' ¢ fortemente chiuso.

g

Corollario 11.25. Sia X uno spazio riflessivo, sia C' un sottoinsieme convesso. Allora C' € debol-
mente compatto se e solo se C' € chiuso e limitato.

Dimostrazione. Un’implicazione segue dall’esercizio precedente. Viceversa, essendo C' un convesso
chiuso, per il Teorema C é anche debolmente chiuso. Inoltre essendo C limitato, si ha che
esiste R > 0 tale che C' C B(0, R) che & debolmente compatta per il Teorema Essendo C é
un sottoinsieme debolmente chiuso contenuto in un insieme debolmente compatto, C é debolmente
compatto. O

Allo stesso modo, applicando il Corollario invece del Corollario e il Teorema di Banach-
Alaoglu-Bourbakii al posto del Teorema di Kakutani, si puo’ provare che

Esercizio 11.26. Sia X uno spazio di Banach e sia C' C X'. Provare che C' é debolmente*

compatto se e solo C' € debolmente™ chiuso e limitato.

Corollario 11.27. Sia X uno spazio riflessivo, sia C' un sottoinsieme convesso chiuso non vuoto.
Sia ¢ : C =] — 00, +00] convessa e semicontinua inferiormente, p # 4+00. Se C non € limitato si
assuma ulteriormente che

(11.5) lim  ¢(x) = +o0.

[|z]|—o00, zEC

Allora esiste xg € C tale che p(xp) = mine p(z)(€ R).

Dimostrazione. Sia

e 7¢ la topologia indotta su C' della topologia forte 5(X)
e o¢ la topologia indotta su C' dalla topologia debole o (X, X”).

Applicheremo il Teorema di Weirstrass 1.49 con X = C e con 7 = o¢. Quindi dimostriamo
che per ogni a € R il sottolivello E, := {z € C : p(z) < a} é oc-compatto in C. Essendo ¢
To-8.c.1., abbiamo che per ogni « € R il sottolivello E, := {z € C : p(z) < a} & 1¢-chiuso dentro
C che ¢ chiuso forte. Quindi E, & chiuso forte. Inoltre, essendo ¢ convessa, E, ¢ convesso. Per il
Teorema segue che E, & o(X, X')-chiuso.

Inoltre E, é limitato: infatti é ovvio se C' é limitato. Se invece C non é limitato, supponiamo
per assurdo che E, non sia limitato. Esisterebbe allora una successione (z,), C FE, tale che



90 APPUNTI DI ANALISI FUNZIONALE A.A. 2020-21

|xn|| — +oo. Dall’ipotesi seguirebbe che ¢(z,) — +o0o contro il fatto che per definizione
o(zy) < a Vn € N. Applicando quindi il Corollario possiamo concludere che E, é o(X, X')-
compatto. Infine essendo C convesso e chiuso si ha che C ¢ chiuso ”debolmente”. Essendo E,,
o(X, X')-compatto e contenuto in C' che & chiuso ”debolmente”, segue che E, é oc-compatto. [

Corollario 11.28. Sia X wuno spazio riflessivo, sia F' C X un sottospazio chiuso. Allora F €
riflessivo.

Dimostrazione. Grazie al Teorema di Kakutani, é sufficiente dimostrare che Bp é o(F,F’)-
compatta. Essendo F' un sottospazio chiuso, applicando il Corollario [11.25|si ha che F é o(X, X')-
chiuso. Poiché B = BxNF e By é (X, X')-compatta, segue che Bp é o(X, X’)-compatta e quindi
Br & compatta nella topologia indotta da o(X, X’) su F. Se proviamo che o(X, X')p = o(F, )
abbiamo concluso. A tal scopo dimostriamo che
F'={gp:geX'}.
Se f € F' allora, grazie al teorema di Hahn-Banach, si ha che 3 g € X' tale che gjp = f. Viceversa
se f € X allora fijp € I O
Esercizio 11.29. Siano X,Y due spazi di Banach e siaT : X — Y un’isometria suriettiva. Allora
X € riflessivo <Y ¢ riflessivo.
In particolare, se X € riflessivo e T : X — Y un’isometria, allora T(X) € riflessivo.

Corollario 11.30. Sia X uno spazio di Banach. Allora X € riflessivo <= X' € riflessivo.

Dimostrazione. ”=" Grazie al Teorema Bx: é o(X', X)-compatta. Essendo X riflessivo, si
ha che o(X’, X") = o(X’, X) (vedi Osservazione[11.19). Pertanto By~ ¢ anche o(X’, X”')-compatta
e applicando il Teorema segue che X’ ¢é riflessivo.

7<=" Essendo X' riflessivo, dall’implicazione ora dimostrata segue che X” é riflessivo. Essendo
J un’isometria, si ha che J(X) é un sottospazio chiuso di X”. Quindi J(X) é riflessivo. Essendo
J : X — J(X) un’isometria suriettiva, dall’esercizio segue che anche X é riflessivo. g

11.5. Dentro gli spazi di Hilbert. Sia H uno spazio di Hilbert (reale) munito del prodotto
scalare < -,- >. Allora per ogni x € H il funzionale T, : H — R definito come

Ty(y) :=<z,y >

¢ lineare e continuo, ossia T, € H'. Infatti la linearita segue dalle proprieta del prodotto scalare,
mentre la continuita segue dalla disuguaglianza di Cauchy-Schwartz:

Te(y)| = | <2,y > | <|z]|yl|

da cui
Tl < [|2]].
Inoltre scegliendo y = x si ottiene che
<z, r>
Tzl = = |[z].
|||

uindi zllxr = ||z||x. In particolare l"applicazione : — efinita come x) =1y €

Quindi ||T; I icol r licazi T:H H' defini T T, ¢

un’isometria. Si osservi che < x,y >= 0Vy € H implica < x,x >= 0 da cui z = 0.

Osservazione 11.31. Sia H uno spazio di Hilbert e sia (z,) € H. Se x, — xo in H e se
||z|| = limy, |||| allora x, — x in H. Infatti

|2y — z||> =< 2p — 2,20 — 2 >= ||20||* + [|2]]* — 2 < T,z >— 0.
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11.6. Gli spazi separabili.
Definizione 11.32. Uno spazio topologico X si dice separabile se esiste D C X denso e numerabile.
Proposizione 11.33. Sia X uno spazio metrico separabile e F' C X. Allora F' € separabile.

Dimostrazione. Sia D = (x),, denso in X e per ognir € Q7 sia y,, , € B(ap,r)NF se B(xy,,7)NF #
0. L'insieme D' = (Ynr)pnenreo+ € numerabile. Proviamo che D’ é denso in F. Infatti sia z € F
e € > 0 e proviamo che D' N (B(z,e) N F) # (). Siar € Q, 0 < r < §. Allora, essendo D denso in
X, esiste z,, € B(z, ). In particolare z € B(xy,,r) ossia B(x,,r) N F # (. Quindi esiste I’elemento
Ynyr € B(zp, ) N F ed é tale che

Ad(Ynr, 2) < d(ynr, Tn) +d(xn,2) <r+71 <€
ossia yn, € (B(z,e)NF)ND". O
Teorema 11.34. Sia X uno spazio di Banach. Se X' é separabile allora X € separabile.
(senza dimostrazione)

Osservazione 11.35. Il precedente teorema non si inverte, ossia se X é separabile non é detto
che X' sia separabile. Si consideri infatti X = L*(Q) dove € RY misurabile. Dimostreremo che
LY(9) é separabile (vedi Teorema |13.5)) mentre il suo duale L°°(£2) non é separabile (Proposizione
13.9)).

Teorema 11.36. Sia X uno spazio di Banach. Allora X € separabile e riflessivo se e solo se X'
€ separabile e riflessivo.

Dimostrazione. ”<=" Se X' é separabile, grazie al Teorema vale che X é separabile. Inoltre
essendo X' riflessivo, dal Teorema segue che X é riflessivo.

"—" Essendo X riflessivo e separabile, anche X" é riflessivo e separabile (in quanto J é
un’isometria suriettiva su X”). Applicando 'implicazione precedentemente provata segue che anche
X' é separabile e riflessivo. O

Teorema 11.37. Sia X uno spazio di Banach. Allora

(1) X € separabile <= Bx/ € o(X', X)-metrizzabile;
(2) X' € separabile < Byx € o(X, X')-metrizzabile.

(senza dimostrazione)
Da questo teorema segue il seguente corollario:

Corollario 11.38. Sia X wuno spazio di Banach.

(1) se X € separabile e (fn)n C X' é limitata allora esiste (fx, )n C (fn)n debolmente™ conver-
gente in X'.

(2) se X € riflessivo e (xy)n, € X € limitata allora esiste (xg, )n C (Tn)n debolmente convergente
m X.

Dimostrazione.

(1) Grazie al Teorema I'insieme Bxs é debolmente® compatto. Inoltre, essendo X ¢é
separabile, dal Teorema [11.37[(1) segue che 'insieme By é o(X’, X)-metrizzabile. In parti-
colare, grazie alla Proposizione [1.31] Bxs é debolmente* compatta per successioni. Essendo
(fn)n € X' limitata, allora esiste C' > 0 tale che (f), € CByxs. Quindi (%”)n C By am-
mette una sottosuccessione debolmente* convergente. In particolare esiste (fx, )n C (fu)n
debolmente* convergente.
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(2) Sia My := spang{x, : n € N} e M := My. Essendo M un sottospazio chiuso, dal Corollario
segue che M é riflessivo. Essendo (z,,), limitata, esiste C' > 0 tale che (z,), C CByy.
Se proviamo che M’ é separabile, applicando il Teorema (2) avremmo che l'insieme
By é o(M, M')-metrizzabile. In particolare, In particolare, grazie alla Proposizione m
seguirebbe che Bj; é debolmente compatta per successioni e si potrebbe concludere ragio-
nando come nella parte (1). Allo scopo di dimostrare che M’ é separabile, é sufficiente
provare che M é separabile ed, essendo M riflessivo, applicare il Teorema Ora sia
Ay, = spang{z1,x2, -+ ,zy}. Poiché A, éin corrispondenza biunivoca con un sottoinsieme
di Q", A,, é numerabile. E facile provare che 'insieme numerabile

spang{z, : n € N} = U A,
neN

é denso in M.

11.7. Sintesi sulle topologie.

(1) La topologia debole o(X, X’) su X:
e é indotta dalle funzioni f € X' ossia dalla famiglia (¢f)fexs dove @5 : X — R é
definita come

pr(r) = f(x);
o 1, ~ 1< f(x,) — f(x)Vf e X;

e gli intorni di g € X sono della forma:

Upy o fre(@o) ={z e X | < fi,x—x0>| <€, 1 <i<n}

i funzionali lineari e debolmente continui su X sono tutti della forma ¢y;
la palla chiusa By é debolmente compatta se e solo se X ¢é riflessivo;
un convesso C' é chiuso <= C' é debolmente chiuso;
se X é riflessivo, un insieme convesso C' é chiuso e limitato <= C' é debolmente
compatto;

e X' ¢ separabile <= la palla chiusa By ¢é metrizzabile rispetto alla topologia debole
(2) La topologia debole* (X', X) su X':

e indotta dalle funzioni (p,).cx dove @, : X' — R é definita come

ea(f) = f(2);
fon =" f <= fu(lz) = f(z) Vz € X;

Intorni di fy € X’ della forma:
U$17"'7$n7€(f0) - {f € X, : ‘ < f - f(]vxi > ‘ < €, 1 S i S n},

*

i funzionali lineari e debolmente * continui su X’ sono tutti della forma ¢, (senza
dimostrazione);
la palla chiusa Bxs é debolmente * compatta,
X ¢é separabile se e solo se By é metrizzabile rispetto la topologia debole* (senza
dimostrazione);

e o(X’, X) é meno fine della topologia o(X’, X").
(3) La topologia debole (X', X") su X':
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e ¢ indotta dalle funzioni (¢¢)eex» dove @¢ : X' — R é definita come

we(f) =&(f);

si noti che Vo € X il funzionale & = ¢, definito come £(f) = f(x) appartiene a X"
e che pz = ¢z In particolare la famiglia (Pz)zex C (p¢)eexr. Quindi la topologia
o(X’, X) é meno fine della o(X’, X").

o fn— = &(fn) = &(f) VE€ X,
e gli intorni di fy € X’ sono della forma:

Ueypogre =X 1| <& [—fo>]<e 1<i<n}
(4) La topologia debole* (X", X’) su X":
e é indotta dalle funzioni (¢f)fexs dove ¢ : X” — R é definita come
¢7(&) = &(f);
€n =" = &(f) = &(f) Vf € X'

gli intorni di & € X” sono della forma:

U fre ={€ € X 1| <& =&, fi> | <e 1 <i<n}
la palla chiusa Bx~ é debolmente* compatta;
J(Bx) é debolmente* densa in By~ (senza dimostrazione).

11.8. GIli spazi uniformente convessi.

Definizione 11.39. Uno spazio normato (X,| - ||) si dice uniformente convesso se per ogni
€ > 0 esiste § > 0 tale che per ogni x,y € X
Tty
Izl Iyl <1, llo =yl > e = [~ <1 -0

Osserviamo che questa proprieta non é stabile nel passaggio ad una norma equivalente. Per
esempio R? munito della norma euclidea é uno spazio uniformente convesso (vedremo che tutti gli
spazi prehilbertiani sono uniformente convessi) mentre R? munito della norma |(u,v)| = |u| + |v|
non lo é. Infatti se prendiamo z = (1,0) e y = (0, 1) vale che ||z|], |ly|]| < 1, per ogni 0 < € < 2 vale
che |lz —y|| =2 > e e [|25¥|| = 1 ossia non esiste § > 0 tale che || Z52|| <1 — 4.

Proposizione 11.40. Se H ¢ uno spazio prehilbertiano, allora H ¢ uniformemente convesso.

Dimostrazione. Dall’identita del parallelogramma

lz =yl + llz +ylI* = 2l|=]|* + 2[ly]*.

Quindi se ||z, |lyl| < 1e ||z —yl >e>0allora ||z +y|> <4 — € da cui || < /1 - %. Basta
quindi scegliere 0 < § <1 —4/1 — % per avere che ||L42'y\| <1-9. O

Teorema 11.41. Sia E uno spazio di Banach uniformente convesso. Allora E € riflessivo.

(non svolta a lezione) Dimostrazione. Si noti che essendo J un’isometria, J(Bg) é chiuso in E”
(rispetto la norma). Se proviamo che

(11.6) J(Bg) = Bg»

allora seguira che J(Bg) = Bpgr da cui la suriettivitadi J. Allo scopo di provare la (11.6]), fissiamo
¢ € Bgr e proviamo che per ogni € > 0 esiste € B tale che ||Jz — {||gr < e. Sia € > 0. Senza
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perdere di generalitapossiamo supporre ||£||gr = 1 (altrimenti n = m ha norma 1 e se x € Bg
é tale che ||Jz — n||pr < m allora ||J(z||&||g7) — &||gr < € con z||¢||g» € Bg.) Essendo E uno
spazio uniformente convesso, esiste 0 > 0 tale che

r+y
vo,y € B, izl gl < 1, llz —yll > e=——II <1 -4

Essendo ||€||g# = 1, dalla definizione di norma esiste f € Bgs tale che
4]
(11.7) €N >1-3.

Consideriamo ora il seguente intorno di £ (rispetto la topologia o(E”, E") )

1)
Vi U@ ={n:l<n—&5>|<3S}

Dal Lemma [11.22si ha che V N J(Bg) # (. Quindi esiste € Bp tale che Jx € V ossia tale che

]
(11.8) |<Jx—§,f>|<§.
Se £ € B.(Jx) dove Be(Jx) = {n : ||n — Jz||pr < €} avremmo la tesi. Per assurdo supponiamo
che £ € W := E\ Be(Jx). Essendo W il complementare di un insieme o(E”, E') compatto (dal
Teorema [11.16), si ha che W é un o(E”, E')-aperto contenente {. Quindi W NV é un o(E”, E')-
aperto contenente ¢ e dal Lemma [11.22|si ha che W NV N J(Bg) # 0. Esiste quindi 2’ € B tale
che J2' € WNV. Quindi

)
(11.9) |<Jm’—§,f>]<§.

Addizionando e e ricordando che < Jz, f >= f(z) segue che
—f(@) +&(f) - f@) +6(f) <0

ossia
2(f) < flw+a)+6 < ||fllplle+ 2/ +0 < [lz + 2] + 0.
Quindi, applicando la (11.7)), si ottiene che

x+a )
> —=—>1-0.
2=~ >
Dalla scelta di § segue che ||z — 2'|| < € e quindi ||Jz — J2'|| = ||z — 2’| < € in contraddizione con
il fatto che Jaz' € W. 0

Corollario 11.42. Sia H uno spazio di Hilbert. Allora H € riflessivo.
Dimostrazione. Applicare la Proposizione [11.40] e il Teorema [11.41

Teorema 11.43 (della proiezione). Sia H uno spazio di Hilbert, C C H un sottoinsieme con-
vesso, chiuso e non vuoto. Allora per ogni o € H esiste un unico yg € C' (detto proiezione di x

su C) tale che
[lzo = yol| = min ||z — zoll.

Dimostrazione. Unicita: dimostriamo che in uno spazio di Hilbert H, la norma e strettamente
convessa. Infatti x,y € H.. Allora, usando la disuguaglianza di Cauchy-Schartz, vale che

162 + (1 = 0)y|[* = 6°[[||* + (1 = 0)[|yll* + 2(6) (1 — 6)(z, )
< O%||z[1* + (1 = 0)*[ly[[* +2(8) (1 — O)[l| - [lyl| = (Bl|=]| + (1 = O)[ly])* < Ol|z[|* + (1 — )|yl
essendo t — t2 strettamente convessa. Questo implica 1'unicita del punto di minimo.
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Esistenza. Prima dim.: usare il Corollario [11.27| su C' con la funzione coerciva f(z) =
[z = ol [(= [[]] — ||zl )-

Seconda dim.: sia (z,), C C tale che ||z, — zo|| — in£||x — xo|| = d < +o00. Proviamo che
xe

(zp)n € di Cauchy in H (e quindi converge a yy € C che realizza il minimo). Dall’identita del
parallelogramma

I(zn — 20) = (2m — 20) 1> + (0 — 20) + (2m — @0)[I* = 2l|zn — z0||* + 2l|m — o]

da cui
(Tn + )
2

ed essendo (I”J%m) € C vale che H(Z”J%m) — z0/|? > d?. Quindi

|z — zm|* + 4] = 20]|* = 2f|zn — @ol|* + 2l|zm — 20|

|xn — :L‘mH2 < 2|z, — xOHQ + 2|z — $()”2 —4d®> =0 per n,m — oo.
O

Corollario 11.44 (della proiezione su un sottospazio chiuso). Sia H uno spazio di Hilbert,
Y C H un sottospazio chiuso e non vuoto. Allora per ogni xog € H esiste un unico yo = my (z9) € Y
(detto proiezione di xy su'Y ) tale che

[lzo = yoll = min [l — zol].

Yo €Y

Inoltre vale yg = 7y (xg) <
Yo v (o) {tf)g()—yoeYl (0ossia < x9—yo,x >=0VreY).

In particolare H ¢ somma diretta di Y e Y+ in quanto per ogni punto o € H vale zo =
(zo—yo) Ty €Y + Y. O

11.9. Esercizi vari sulle topologie.

Esercizio 11.45. Sia (X, |-|x) uno spazio di Banach. Per ogni z € X sia T, : X’ — R il funzionale
definito da T,.(f) = f(z).

Provare i seguenti fatti:
(1) per ogni z € X vale che T,, € X" e ||T,||x» = |z|x;
(2) per ogni z,y € X e per ogni a,b € R vale che T, 44y = aT + VT);
(3) provare che per ogni successione (2 )nen € X se z, — xo in X allora T, — Ty, in X”;
(4) per ogni successione (zp)neny € X se x, — xo in X allora Ty, —T, debole in X”;
(5) se (zn)nen € X é tale che sup,, |Ty, (f)| < +oo per ogni f € X' allora (z,,) é limitata in X;

(6) se fy, converge a f debole* in X’ allora T, (f,) — T.(f) per ogni x € X.

Esercizio 11.46. Sia X uno spazio topologico e sia F uno spazio di Banach. Siano u,v : X —
(E,o(FE, E') due applicazioni continue. Provare che

(1) lapplicazione u+v: X — (E,o(E, E’) é continua;
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(2) Sia a : X — R continua. Provare che I'applicazione prodotto definita da au(x) = a(z)u(z)
é continua da X su (E,o(E,E").

Esercizio 11.47. Provare che se E’ é uno spazio finito dimensionale lo é anche E.

Esercizio 11.48. Provare che se E é uno spazio normato e (x,), C F é tale che z,, converge a
x € P rispetto alla topologia debole.
(1) Provare che esiste una successione (z,,)n C co({z,}n) tale che converge a x forte.
(suggerimento: osservare che zg € co({xy}n) dove co(V') :=inviluppo convesso di V)
(2) Provare che per ogni n € N esiste z, € co({x}1<k<n) tale che z, converge a x forte.

Esercizio 11.49. Siano X,Y due spazi di Banach e assumiamo che la successione di operatori
M, in L(X,Y) verifica: per ogni f € Y' f(Mu(x)) — f(M(z)) dove M(x) € Y. Provare che
M e L(X,Y).

Esercizio 11.50. Provare che se F é uno spazio normato e (z,), C E é tale che x, converge
a x € F rispetto alla topologia debole, allora W — x rispetto alla topologia debole
(applicare teorema di Cesaro per le successioni reali).

Esercizio 11.51. Siano X e Y spazi di Banach e sia T': X — Y lineare. Allora T é continuo se e
solo se per ogni (x,), C X tale che x,, — z¢ in X vale che T'(x,,) — T'(x¢) in Y.

Esercizio 11.52. Sia (X, |- |x) uno spazio di Banach.
Provare i seguenti fatti:
(1) se (zn)nen, (Yn)nen € X sono tali che ||z, — yn||lx — 0 e , = x¢ in X allora y, — zo in
X
(2) se (fn)nen, (gn)nen € X’ sono tali che ||f, — gnll’xy = 0 e fn 2 fo in X7 allora g, =X fy in
X'.
Esercizio 11.53. Sia X uno spazio di Banach e Y un suo sottoinsieme denso e (F},),, una succes-
sione in X’ . Dimostrare che:
(1) (Fy)n converge debolmentex in X’ <= (F},),, é limitata in X" e (F},(y)), converge per ogni
yey;
(2) Assumiamo che (F,), converga debolmentex in X’ al funzionale F' € X’ e sia (z,,), C X
tale che z,, - = € X. Provare che lim,, F,(z,) = F(x).

Esercizio 11.54. Sia X uno spazio di Banach e T : X — X’ lineare. Dimostrare che sono
equivalenti i seguenti fatti:

(1) T+ (X, || ]lx) = (X', |- llx-) continuo;

(2) per ogni successione (zy,)neny € X e per ogni x € X
$n4$:>T:EniTx.

Esercizio 11.55. Se X é uno spazio di Banach riflessivo, C un convesso chiuso non vuoto e zg € X,
mostrare che esiste un elemento di C di distanza minima da zg. Tale elemento é necessariamente
unico?

Esercizio 11.56. Sia E uno spazio di Banach e sia F': B/ — RU{+00} una funzione semicontinua

inferiormente rispetto alla topologia debole * e tale che

lim F(f) = 4o0.

I fl]—o00

Allora esiste un punto di minimo di F su E’.
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Esercizio 11.57. Sia E uno spazio di Banach, M C FE un sottospazio. Provare che il suo ortogonale
Mt (= M) C E’ é chiuso rispetto alla topologia debole * di E'.

Esercizio 11.58. Sia E uno spazio di Banach, M C E un sottospazio e sia M*(= M°) C E' il
suo ortogonale. Sia fy € E’. Provare che esiste gy € M~ tale che

— = min ||f — .
Hfo 90|| fe l” f0||
(applicare i due esercizi precedenti)

Esercizio 11.59. Sia X spazio di Banach riflessivo. Provare che
(1) per ogni f € X’ esiste xp nella palla chiusa unitaria di X tale che

A llxr = f(xo);

(2) ogni f € X’ assume minimo sulla palla chiusa unitaria di X;
(3) dedurre dal punto precedente che ogni f € X’ assume massimo sulla sfera unitaria di X.

Lemma 11.60. Se f,g: (X,7) = R sono continue, allora h= f+g:(X,7) = R € continua.

Dimostrazione. Infattisia zg € X esiaU = (—e+h(zg), h(xo)+¢€) un intorno di h(zg). Devo provare

che esiste un intorno V' di zp in X tale che h(V) C U. Essendo f e g continue in x( esistono Vi, Va

aperti contenenti zo in X tali che f(V1) C (=5 +h(zo), h(zo) +5) e g(V2) € (=5 +h(zo), h(xo) +5).

In particolare per ogni € V := Vi N V3 si ha che f(x) € U e g(x) € U ossia |f(x) — f(xo)] < §
€

e |g(x) — g(xo)| < §. Si noti che V' é un aperto contentente xo e che per ogni x € V si ha che

|h(z) — h(zo)| < e. O
Esercizio 11.61. Sia (X, |-|x) uno spazio di Banach. Per ogni 2 € X sia T, : X’ — R il funzionale

definito da T,(f) = f(z). Provare che per ogni successione (,)nen € X se x, — ¢ in X allora
Ty, —Tx, debole in X”.

Dimostrazione. Essendo T' continuo ”forte forte” (essendo un’isometria), allora T' é continuo ”de-
bole debole”. In particolare é sequenzialmente continuo ”debole debole”.
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12. Alcuni risultati negli spazi di Hilbert

Teorema 12.1 (di Rappresentazione di Rietz-Frechet per gli Hilbert). Sia H uno spazio
di Hilbert. Allora per ogni ¢ € H' esiste un unico x € H tale che ¢ = T, dove

T.(y) =< z,y > .
In particolare ||¢||g = ||z|| e Uapplicazione T : H — H' definita da T(x) = T, € un’isometria

suriettiva.

Dimostrazione. Sappiamo gia che 'applicazione T' é un’isometria ( pertanto si ha unicita del punto
x che soddisfa T,(y) :=< x,y >). In particolare T'(H) é chiuso in H'. Se proviamo che T'(H) é
denso in H', possiamo concludere che T'(H) = H'. Applichiamo uno dei corollari di Hahn-Banach.
Sia & € H” tale che £ = 0 su T'(H). Proviamo che £ = 0 su H. Essendo H riflessivo, ’applicazione
J : H — H" é suriettiva. Quindi esiste z € H tale che Jr = £. In particolare, applicando la
definizione di J, per ogni y € H vale che

0=¢((Ty) = Jo(Ty) =Ty(z) =< y,x > .

In particolare per y = = otteniamo < z,x >= 0 da cui x = 0 e quindi £ = J(0) = Og». Pertanto
E=0suH. O

Osservazione 12.2. Identificando H' con H, la nozione di ortogonale che abbiamo dato in generale

per sottospazi M di spazi di Banach X come M+ :={f € X' : f(x) =0 Vx € M}, nel caso di

spazi di Hilbert diventa M+ :={y € H: < y,x >=0VYx € M}. In particolare abbiamo che
(M)t =M.

Teorema 12.3 (di Lax-Milgram). Sia H uno spazio di Hilbert e sia a : H x H — R una forma

bilineare

(1) coerciva (ossia esiste o > 0 tale che a(z,x) > a||x||* per ogni x € X );
(2) separamente continua nelle due variabili (ossia per ogni x,y € H fissati, le applicazioni
z—a(x,z) e z— a(z,y) sono continue).

Allora per ogni ¢ € H' esiste UN UNICO x € H tale che
o(y) = alz,y) Vy€ H.

In particolare tale x soddisfa ||x|| < L||f||z: Inoltre, se a é simmetrica, allora x soddisfa il sequente
problema di minimo:

pa(e.) = 6la) = min{5a(y.y) ~ 6ly)  y € H),

Osservazione 12.4. Ricordiamo che dall’esercizio [7.12] segue che se a € separatamente continua
allora esiste C' > 0 tale che
la(z,y)| < Cllz(llyll Vz,ye H

Inoltre a ¢ continua rispetto a coppia (z,y).

Osservazione 12.5. Se a é simmetrica, I’equazione funzionale

o(y) = a(z,y)

viene detta ’equazione di Eulero associata al problema di minimo

min{%a(y,y) —¢(y): ye H}.
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13. Gli spazi LP
13.1. Riflessivita.
Teorema 13.1. Per ogni 1 < p < +oc lo spazio Ll, é uniformemente convesso.

Dimostrazione. Daremo la dimostrazione solo nel caso 2 < p < 4+o00. Prima di tutto proviamo che
in tal caso vale la seguente prima disuguaglianza di Clarkson:

f+g
5 < 2(HfH’” +llgllb) V£ g€ Lk

(nel caso p < 2 ne vale un altra piu comphcata che omettiamo).
Infatti é facile provare che la funzione f(t) = (1412)% — 1 —t? é crescente su [0, +00) con minimo
nel punto ¢ = 0. Quindi (14 #2)2 — 1 —? > f(0) = 0 ossia

(13.1) 1= e+ 12

1+ >14+2 >0

2\ 2 P
t 2 t
(1+<>> 31+(> W0, 550
S S

D
2

da cui

che implica
P+ sP < (t2+5%)2 Vt,s>0.
n particolare applicando tale disuguaglianza a t = M;rg(xﬂ ead s = U(%ﬂ

per ogni x € )

() () < () ()

X 2 X
(DN < sy + Lt

dove 'ultima disuguaglianza segue dalla convessita della funzione h(x) = x® (definita per z > 0)
quando a > 1. Integrando su € si ottiene la ([13.1). Ora per ogni f,g € LP(Q) se || f|lp, lgllp <1 e
If —gllp > € >0 allora

si ottiene che

»

f g f +g
| 15+ p<1
da cui
f+g €
1520 < ¢f1- (5
Basta quindi scegliere 0 < § <1 — §/1 — (%)P per avere che
f+g
==y <1-0.

Corollario 13.2. Sia 1 < p < +o00. Allora lo spazio L}, € riflessivo.

Dimostrazione.
Nel caso 2 < p < oo basta applicare la Proposizione e il Teorema |11.41} Nel caso 1 < p < 2

si consideri I’applicazione T : L, — (Lﬁ,)' definita come

Tu(v)z/gu(z)v(q:)d,u
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/ /
per ogni u € L, v € L¥,. Sappiamo che T' é un’isometria. Poiché 2 < p’ < oo si ha che L} ¢é

/
uno spazio uniformente convesso e quindi riflessivo. Pertanto anche il suo duale (LI, )’ é riflessivo.
Poiché T' é un’isometria e L}, é uno spazio di Banach, si ha che T(Ll;) é un sottospazio chiuso di

(Lﬁ/)’ . Grazie al Corollario |11.28| lo spazio T'(L},) é riflessivo ed essendo T’ un’isometria suriettiva
da L¥, su T(LY,) segue che anche LI, é riflessivo.
O

Teorema 13.3 (di Rappresentazione di Rietz). Sia 1 < p < co. Allora per ogni ¢ € (LL,(Q))
esiste un unico u € Lﬁ, tale che ¢ =T, dove

Tu(v) ::/Qu(:z‘)v(x)d,u.

In particolare applicazione T : Lﬂ, — (LY definita come Tu := T, € un’isometria suriettiva. In
particolare (L) = LL,.
Dimostrazione. Diamo la dimostrazione solo nel caso p > 1. Sappiamo gia che 'applicazione
T : LY, — (L) é un’isometria. In particolare T'(L,) é chiuso in (L})’. Se proviamo che T'(LE, )
é denso in (L%)’, possiamo concludere che T’ (%ﬁ) = (L%)'. Applichiamo uno dei corollari di Hahn-
Banach. Sia ¢ € (LF,)” tale che £ = 0 su T'(L},). Proviamo che £ =0 su (L)'

Essendo L riflessivo, l'applicazione J : L, — (LF)" é suriettiva. Quindi esiste v € LI, tale che
Jv = €. In particolare, applicando la definizione di J, per ogni u € Lf, vale che

0=¢&(Tu) = Jv(Tu) = Tu(v) = /Qu(x)v(x)du.

Scegliendo u(x) := |v(z)[P~2v(z) (si osservi che u € Lﬁ,) possiamo concludere che 0 = [, [v(z)[Pdu
ossia v = 0. Quindi £ = Jv=J0 = O(zpyn ossia § =0 su (LR O

Come conseguenza del teorema di Rietz possiamo caratterizzare la convergenza debole di una
successione (vy,), C Lf, per 1 < p < 400 nel seguente modo: sappiamo che
v, — o in L <= ¢(v,) = d(vo) Vo € (L)
Dal Teorema per ogni ¢ € (LL) esiste u € Lﬁ/ tale che ¢ = T),. Pertanto
vy, — vo in L) <= Ty(vn) — Tu(vo) Yu € Ly

ossia

vy, — v in LE, <= /vn( d,u—)/vo x)dp VueLp/.
Q

Osservazione 13.4. Essendo LI, uno spazio riflessivo per 1 < p < 0o, da ogni successione limitata
in Lf, possiamo estrarre una sottosuccessione convergente debolmente in L.

Inoltre grazie al Teorema si ha che T(L)F) = (LL)’ ossia possiamo identificare Lj° con
il duale di LL e possiamo dotare L;° della topologia debole* U(LZO,L}L). In particolare possiamo
caratterizzare la convergenza debole* di una successione (vy,), C LZO nel seguente modo:

va B vg in L = (Tog)y > Tug in (LL) <= Twn(u) = Tvo(u) Vu € L,
da cui
nwivoianf(:)/vn( dx—>/ d,uVuEL1
Q
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13.2. Separabilita. Proveremo che
Teorema 13.5. Se Q C RY misurabile allora per ogni 1 < p < oo lo spazio LP(Q) € separabile.
Lemma 13.6. Per ogni Q C R" lo spazio C.() € denso in LP() per 1 < p < oo.

(senza dimostrazione: affrontato al corso di Analisi 3)
Dimostrazione del Teorema Step 1 Proviamo che LP(R”) é separabile. Sia

N
R = {H(aiabi) oa; < bja;,b; € Q}
i=1

€ = spang{xr: R € R}
Proviamo che I'insieme numerabile £ é denso in LP(RY). Infatti sia f € LP(RY) ed € > 0. Per il
Lemma esiste fo € C.(RV) tale che ||f — follzr@) < 5. Sia R € R tale che suppfo C R. Per
il teorema di Heine-Cantor la funzione fy é uniformemente continua su R e quindi per ogni ¢y > 0
(da scegliere dopo) esiste 6 > 0 tale che se z,y € R sono tali che |x — y| < § allora

[fo(z) = fo(y) < o.

Dividiamo R in tanti cubetti aperti (Q;)icf1,2,...a} di diametro minore di ¢ (basta tracciare
degli opportuni iperpiani paralleli agli assi con equazione del tipo x; = a; con a; € Q a distanza
0<l< \/LN I'uno dall’altro in modo che le diagonali dei cubetti che si formano abbiano lunghezza
d = /Nl < 4. 1l numero M di cubetti dipende da 6, N e dalle lunghezze dei lati di R.

Allora per ogni z,y € Q; vale che |z — y| < § e quindi

| fo(x) — fo(y)] < eo.

Passando all’inf rispetto a y € Q; si ottiene che |fo(x) — infg, fo| < € per ogni x € @; da cui

sup | fo(z) —inf fo| < €.
T€Q; Qi

Per ognii € {1,2,--- , M} sia p; C Q tale che

max ; — inf <€
i€{1,2,-,M} |pz Q; fo! 0

f(l’) — { pi sex € Q;

e sia
0 altrimenti
Osservato che LV (R \ Uf\il Qi) = 0, segue che

o = Pllimp = esssuplfole) = F@)l = o, ess suplote) = 1

< max esssu z) —inf fo| + |inf fo — i><26‘
e A erip (\fo( ) i fol |Q¢ fo—p'| 0

In particolare segue che
1 fo = Fllpeny = 1fo = Fllze(r) < 20| R 7.
Scelto €p > 0 tale che 260‘R|% < 5 si ottiene che
If = Fllzo@ny < NIF = foll oy + 1o = Flls@sy < e
Step 2 Poiché I'applicazione I : LP(2) — LP(RY) che ad ogni f € LP(Q) associa

(If)(z) == { f(z) sexeq

0 altrimenti



102 APPUNTI DI ANALISI FUNZIONALE A.A. 2020-21

é un’isometria e poiché I(LP(2)) é separabile in quanto sottoinsieme di uno spazio separabile (vedi
Proposizione [11.33)), si ottiene che LP(2) é separabile. O

Osservazione 13.7. Essendo L!(2) uno spazio separabile, per il Corollario [11.38] parte (1), da
ogni successione limitata in L°°(2) possiamo estrarre una sottosuccessione convergente debolmente
x in L>°(Q).

Proposizione 13.8. Lo spazio L'(2) non € riflessivo. In particolare lo spazio L>(2) non é

riflessivo.

Dimostrazione. Nel caso particolare in cui 2 = (0,1) costruiamo una successione limitata di
L(0,1) che non ammette estratte debolmente convergenti (quindi L!(£2) non & riflessivo in quanto
non soddisfa il Corollario [11.38, parte (1)). Si consideri la successione uy(t) := ny 0 Ly Allora

‘n
llunll1 = 1. Se per assurdo esistesse v € L'(0,1) tale che ug, — u in L(0,1) allora per ogni
v € L>(0,1) varrebbe

1 1
/OUkn(t)v(t)dt_)/O u(t)v(t)dt.

Sia v;(t) := x(o,1) € L>(0,1). Allora se n > j (e quindi kn > n > j) vale =< % e quindi
7]' n

1 1
/ u, (t)v;(t)dt :/ ug, (t)dt =1
0 0
e passando al limite si otterrebbe

/1 u(t)v;(t)dt =1
0

per ogni j. D’altra parte la successione (uv;); é tale che per ogni ¢t € (0,1) u(t)v;(t) — 0 per j — oo
e |u(t)v;(t)] < |u(t)|. Per il teorema della convergenza dominata per j — oo

1
| = /0 (v (£)dt — 0.

Assurdo. Infine, se L°°(2) fosse riflessivo, per il Teorema [11.30, anche L!(Q) sarebbe riflessivo.
Assurdo. O

Proposizione 13.9. Sia Q C RN misurabile. Allora lo spazio L*()) non é separabile.
Al fine di dimostrare il risultato precedente premettiamo un lemma:
Lemma 13.10. Sia (X, 7) uno spazio topologico. Supponiamo che esista (A;)icr famiglia di aperti

tali che

(1) I é pit che numerabile;
(2) AiﬂAj:@ sei# 7.

Allora X non € separabile.

Dimostrazione. Supponiamo per assurdo che esista D = (z,,)nen denso e numerabile. Allora per
ognii € I A;ND # (). Quindi per ogni i € I esiste x,, € A; e xp, # p; se i # j. L’applicazione
f : I — N definita come f(i) = n; é iniettiva e questo é assurdo in quanto, come conseguenza, I
sarebbe numerabile. O

Dimostrazione della Proposizione [13.9] Diamo la dimostrazione per ) aperto. Definiamo E :=
{B(xg,7) : 20 € 2,0 < r < d(x0,00)} = (Bj)ies- Allora I é pitt che numerabile. Per ogni B; € E
definiamo x; la relativa funzione caratteristica. Allora gli aperti

1
Api={feL™Q): |[f —xill < 5}
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sono tali che A; N A; =0 se i # j (infatti se f € A;NA; allora ||x; — Xillo < 1 0ssia x; = x;). Per
il lemma precedente, L°(£2) non é separabile. O

Osservazione 13.11. Sotto le notazioni del Teorema m proviamo che per = (0,1) esiste
T € (L>=(0,1)) tale che T # T, per ogni v € L'(0,1). Sia C[0,1] il sottospazio di L>(0,1)
costituito dalle funzioni continue. Sia T : C[0,1] — R definito come T'(u) = u(0). Allora T é
lineare e poiché

T (w)] < [Jullo
abbiamo che T é continuo. Dal Teorema di Hahn Banach esiste 7' : L>(0,1) — R lineare e continuo
tale che 7' = T su C[0, 1]. Supponiamo ora che esista v € L(0,1) tale che

1
T(v) =T,(v) = / u(x)v(x)de.
0
Sia ora v, (x) := e~ "*. Poiché v,, € C|0, 1] vale che per ogni n € N
1
/ v (2)u(z)de = T(v,) = T(vy,) = v,(0) = e ™0 = 1.
0

Si osservi che la successione (unv), é tale che q.o. x € (0,1) vale u(z)v,(z) — 0 e |vp(x)v(x)] <
|v(z)|. Per il teorema della convergenza dominata, per n — oo si ha che

1
1= / Up(x)u(x)dx — 0
0
Assurdo. O

Specchietto riassuntivo:

X=1r unif.conv. | riflessivo palla Bx duale X’ | separ. (zp,) limitata
p=1 no <= no | <= non deb.comp. e non metriz. Lee si non si puo dire nulla
P =00 no no deb.*comp. e metriz. LY C(L*®) | no (xg, ) deb.*conv.
l<p<oo| si= si = deb.comp. e metriz. LY si I(z,, ) deb.conv.

Up, — g in LP(Q) <= /Qun(:z)v(:z)daz — /Qun(a:)v(a:)dx Vo € L ().

U " g in L>®(Q) «— /Qun(:c)v(x)dw — /Quo(x)v(x)daf Yo € LY(Q).
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14. Alcune osservazioni sugli insieme convessi e sugli operatori convessi.

Osservazione 14.1. Sia X uno spazio vettoriale.

(1) Se K1, Ky C X sono convessi, allora l'intersezione K N K» é convessa; I'unione in generale
non é convessa;
(2) se T : X — R é lineare e K C X é convesso, allora T'(K') é convesso in R;

— o
(3) se K C X é convesso e X é uno spazio normato, allora K e K sono convessi;
(4) se T : X — R é convesso, allora gli insiemi

{reX :T(x)<C}
{reX:T(x)<C}

sono convessi

Osservazione 14.2. Sia X uno spazio vettoriale.

(1) se T, S : X — R sono convessi, allora 'operatore T 4 S é convesso;

(2) se T : X — R é convesso allora per ogni A > 0 vale che A\T" é convesso;

(3) mettendo insieme (1) e (2), si ottiene che se T,.S : X — R sono convessi, allora 'operatore
AT + pS é convesso per ogni A, u > 0;

(4) se T : X — R ¢ lineare, allora T' é convesso;

(5) se T : X — R é lineare e continuo, allora |T'| é convesso e lipschitziano (quindi continuo):
infatti

| Tz| = |Tyl| < [Tz —Ty| <||T[[lz — yl];

(6) se T : X — Y é lineare e ¢ : Y — R é convesso, allora la composizione ¢ oT : X — R é
convessa. Infatti per ogni 6 € [0,1] e per ogni z,y € X

poTOx+(1—-0)y) = o(T(Ox+ (1—-0)y)=0¢O0Tx+ (1—0)Ty))
< 09(T) + (1 - 0)6(Ty) = 6 0 T(x) + (1 — 0)¢ 0 T(y)-

Esempio 14.3. Se T': X — Y ¢ lineare e X,Y sono spazi normati, allora
(1) |T|ly : X — R, definito da
z = ||IT(@)]]y,

é convesso; in particolare se T': X — R é lineare, allora gli insiemi
{re X :|T(x)] < C}
{reX:|T(x) <C}

sono convessi.
(2) 'operatore Sy, : X — R, definito da

z = AT (@)ly + pllz]lx,

é convesso per ogni A, > 0 (perché somma di operatori convessi).
(3) se T : X — Y é lineare e K C X ¢é convesso, allora gli insiemi

{z e K:|[[T(2)|ly <C}
{z € K:|[[T@)lly +|lzlx <C}
sono convessi (in quanto intersezione di insiemi convessi).

Esempio 14.4. Se v € L (Q) allora



APPUNTI DI ANALISI FUNZIONALE A.A. 2020-21 105
(1) il funzionale T), : LP(£2) — R definito da

Ty (u) ::/Qu(x)v(x)d:r

¢é un funzionale lineare (e continuo), quindi convesso;
(2) il funzionale |T,| : LP(§2) — R definito da

T (u —|/ 2)dz|

non é lineare, ma é convesso e lipschitziano (quindi continuo);
(3) il funzionale S, : LP(2) — R definito da

/ |u(z)v(z)|dx

non ¢é lineare, ma é convesso e lipschitziano (quindi continuo). Infatti

[Su(u) = Su(w)| = ‘/ u(z)v(e)] = fo(@)w(z)|d

- \ / jo(@)] (fu(@)]| — [w(z)|)dz
< /Q (@) | (ju(z)| - lw(z)])] d

[0l [T = w]lp-

Esercizio 14.5. Sia X = L%(0,1), sia g € X e F : X — R definito da

/|u |da:—2/ o(z)u(z)dz.

E facile verificare che g € punto di minimo di F'. Inoltre esso é unico perché F' é strettamente con-
vesso. I suoi sottolivelli sono convessi, chiusi rispetto la topologia forte e in particolare rispetto alla
topologia debole. Proviamo che sono compatti rispetto alla topologia debole. Infatti i sottolivelli
sono limitati:

IN

F(v) < a= o] - 2lvll2llgll2 < @

1o]l2 < y/llgll3 + o

Essendo L? riflessivo, i sottoinsiemi debolmente chiusi e limitati sono compatti rispetto la topologia
debole. Possiamo quindi applicare la versione topologica del teorema di Weistrass per affermare
Pesistenza di un punto di minimo (che é appunto g. Osserviamo che, rispetto alla topologia forte,
F é continuo (usare la disuguaglianza di Cauchy-Schwarz). In particolare, essendo F' convesso, si
ha che F' é semicontinuo rispetto alla topologia debole.

e quindi
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15. Gli operatori compatti.

Definizione 15.1. Siano X,Y due spazi di Banach e sia T : X — Y un operatore lineare. Si dice
che T' é compatto se T'(Bx) € relativamente compatta in'Y dove Bx € la palla unitaria chiusa di
X.

Si osservi che se T' é compatto, allora T é limitato sulla palla By e quindi T" é continuo. Definiamo
K(X,Y):={T e L(X,Y): T compatto}.

Si prova (senza dimostrazione) che IC(X,Y’) é chiuso rispetto la norma degli operatori. Si prova
(senza dimostrazione) che K(X,Y) é chiuso rispetto la norma degli operatori.

Osservazione 15.2. (1) se T : X — Y é un operatore compatto e (x,), C E é limitata in
X allora (Tx,), ammette una sottosuccessione fortemente convergente in Y. Infatti la
Hiizl\ se xp # 0
successione (y,,) definita come y,, := ¢é contenuta in Bx. Pertanto
0 sex, =0
esiste (yg, ) tale che contemporaneamente (T'(yg,)) e (||xk,||)n convergono (la prima in Y,
laltra in R). Segue che
T(wr,) = T(yr,) - k|
converge in Y;
(2) se S € L(Z,X)eT € K(X,Y) allora la composizione T'o S € K(Z,Y). Analogamente
SeLl(Y,Z)eT e K(X,Y) allora la composizione So T € K(X, Z).

Proposizione 15.3. Sia T : X — Y wun operatore compatto. Allora per ogni xg, (xn)n C Y, se
(zn)n C X converge debolmente a xo in X allora (T'zy,), converge fortemente a Txg in Y .

Dimostrazione. Ogni successione estratta da (7'z,), ammette un’ulteriore estratta fortemente con-
vergente. Dal momento che (T'zy,), converge debolmente a T'zy, abbiamo che tutte le successioni
estratte da (Tx,), ammettono un’ estratta fortemente convergente a Txg. Allora per la Propo-
sizione m (T'xy,), converge fortemente a Txp in Y. O

Inoltre vale che un operatore T': X — Y é compatto se e solo se il suo aggiunto T* é compatto
(teorema di Schauder).
L’importanza degli operatori compatti risiede nel seguente teorema:

Teorema 15.4 (Alternativa di Fredholm). Sia T € L(X) un operatore compatto. Allora
(1) Ker (I —T) ha dimensione finita;
(2) Im (I =T) ¢ chiuso e Im (I —T) = Ker(I —T*)*;
(3) I —T é iniettivo se e solo se I —T € suriettivo;

(4) dim Ker(I — T )=dim Ker(I —T*).
(senza dimostrazione)
In particolare dall’alternativa di Fredholm segue che per ogni y € E 'equazione
r—T(x) =y
0 ha un’unica soluzione x € F oppure ha soluzione se e solo se y verifica N condizioni di ortogonalita
(dove N =dimKer(I —T*) =dimKer(I —T)).
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16. Il Teorema di Ascoli—Arzela

Abbiamo visto che in generale i sottoinsiemi chiusi e limitati dello spazio delle funzioni continue
non sono compatti. Il seguente teorema stabilisce che i sottoinsiemi limitati ed equicontinui di
C(K) (dove K é un compatto di R") sono precompatti rispetto alla convergenza uniforme.

Teorema 16.1. Sia u, : K — R una successione di funzioni definite in un compatto K C RN,
Supponiamo che:

i) la successione {up}n sia equilimitata: ossia esista M > 0 tale che
(16.1) lup ()| < M VreK; YVheN

ii) la successione {up}n sia equicontinua: ossia Ve > 0 esiste §: > 0 tale che Vx,y € K con
|z —y| < 6. e Vh €N si abbia:

(16.2) lun(@) —un(y)| < e
Allora esiste una sottosuccessione di {up}p che converge uniformemente in K.

Dimostrazione.
19 passo: procedimento diagonale. Sia D C K un sottoinsieme numerabile denso di K e
supponiamo che

D ={x1,z9,...,x5,...}

La successione di numeri reali {up(x1)}, é limitata per la (16.1) e quindi contiene una sottosuc-
cessione convergente. In particolare é possibile trovare una successione crescente di naturali che

. 1 .
indicheremo con {h,(€ )}k e c1 € R tali che
Iim u, 1y(x1) =1
k—o0 hli )( )
Consideramo ora la successione
Uy (22)

Sempre per l'ipotesi ([16.1)), tale successione é limitata e quindi posso trovare una nuova successione
crescente di naturali {th e C {h,(cl)}k e ¢z € R, tale che

lim u T9) = ¢
iy (02) = €2

Essendo, per la scelta fatta di {h’(f)}ka {u, 2 (z1) }x una sottosuccessione di {u,q)(z1)}y, risulta
k k
pure

khﬁI{.lo uhf) (1) =1

Procedendo in questa maniera, per ogni numero naturale s € N, posso costruirmi una successione
. . . . -1
crescente di naturali {h,(:)}k sottosuccessione di {hl(: )} 1. tale che

khj& uhz(:> (zs) = cs
Essendo per costruzione
(W {7 € (e

risulta

klggouh;s)(xj) =c¢; Vj=12,...,s
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Abbiamo quindi costruito la seguente matrice infinita di numeri naturali

n=1 nY pH o oplM
n=2 w2 p» o p?
n=s WY pP o pd

dove ogni riga é costituita da una successione crescente di naturali e ogni riga é contenuta nella
riga precedente. Se consideriamo ora la successione diagonale di tale matrice, ossia la successione
k
h=h® keN
ottengo una successione crescente di naturali tale che
he € (B, jeN} VE>s
Ne deriva quindi che Vs € N:

lim wp, (zs) =cs Vs €N
k—o0

20 passo. Verifichiamo che la successione {up, }x, sottosuccessione di {uy}y, converge uniforme-
mente in K provando che é di Cauchy in C(K).
Fissato € > 0, sia § = 0, > 0 tale che Vz,y € K se |x — y| < J. allora

16.3 up () — up(y)| < ¢ VheN
( i 3

Osserviamo che essendo D denso in K, risulta

o
K c | Bs(z,)
s=1
Essendo K un insieme compatto, esiste un numero finito di elementi di D: {z1,21,...,2,}, tali
che:

P
K c | Bs(x).
s=1
Siccome la successione {up, (zs)}r é convergente Vs € N e quindi di Cauchy, posso trovare un
numero v, tale che

(16.4) ’uhk(xs) — Up,, (DLQ)‘ <= VEKE >v, Vs=1,2,...,p.

€
3
Fissato infine x € K e scelto so € {1,2,...,p} tale che x € Bs(xs,), possiamo scrivere:

‘uhk (‘T) — Uhy, (1’)‘ < ‘uhk (37) — Uhy (x80)| + ‘uhk (xso) — Uhy, ('CCSO)‘ + ‘uhk/ (xso) — Uhy, (x)‘

Usando le 1D , segue che Vk, k' > v e Vo € K, vale !uhk(:v) — Up,, (a:)‘ < €. Quindi
(up, )k € una successione di Cauchy in C(K) e come tale converge uniformemente ad una funzione
continua. U

Come garantirsi la condizione di equicontinuitd necessaria per applicare il Teorema di Ascoli-
Arzela?

Definizione 16.2. Sia (up); una successione di funzioni uy, : [a,b] — R. Diremo che (up)n €
equilipschitziana se esiste L > 0 tale che Vx,y € [a,b] e per ogni ¥ h € N si abbia:

(16.5) |un(x) = un(y)| < Ljz —yl.
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Osservazione 16.3. Osserviamo che se (up,);, ¢ una successione di funzioni uy, : [a,b] — R equi-
lipschitziana allora (uj);, € equicontinua. Infatti se € > 0, definito de := F, per ogni Vz,y € K tali
che |x — y| < é. e per ogni Vh € N vale che

|un () = un(y)| < Lz —y| < Lée = €.
In particolare se (uy,) C Cl[a,b] ed esistono M, L > 0 tali che
unlloo < M, [up|loo < L

allora la successione (up,);, € equilimitata ed equicontinua e quindi soddisfa le ipotesi del Teorema
di Ascoli-Arzela.

Osservazione 16.4. Ricordiamo inoltre che se f : [a,b] — R & una funzione continua su |[a, b],
derivabile su (a,b) a parte un numero finito di punti a = zo < 1 < -+ < T < b = T4 € se
/' & limitata sugli intervalli (a,z1), (z1,22), - - (xg,b), allora f é lipschitziana su [a,b]. Come
costante di Lipschitz di f si puo prendere il massimo tra le costanti di Lipschitz
Li= sup |f'(z)
x€(Ti,Tit1)
relative agli intervallini (x;, z;41). Segue che se (up,) C Cla, b] & una successione di funzioni tali che
ciascuna wy, & derivabile su (a,b) a parte un numero finito di punti z} < -+ < 2" (h) (ossia tali
punti possono variare con h) e se esiste L > 0 tale che
sup lup(z)| <L VheN
(avb)\{xiv ’x'}rln(h)}

allora ogni wuy € lipschitziana con costante di Lipschitz L, ossia la successione (uy); € equilips-
chitziana
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17. Spazi di Sobolev

Ricordiamo il seguente lemma:

Lemma 17.1. [Lemma fondamentale del Calcolo delle Variazioni] Se Q ¢ un aperto di RV
eu€ L () € tale che

[ w@i@ir =0 voecle)

allora u =10 q.0. z € .

Richiamiamo inoltre il teorema della divergenza. Sia @ C RY un aperto limitato di classe C!
(ossia tale che Vxo € 00 esiste un aperto A C RY contenente z ed esiste un aperto B ¢ RN~1 e
una funzione f € C''(B) tali che, scegliendo in maniera opportuna il sistema di riferimento in R,
risulta:

(17.1) QNA={z=(y,an) € (BXxR)NA, a2y < f(y)}

ONA={z=(y,any) € (BXxR)NA, zy = f(y)}.
In tal caso, ricordiamo che
-D 1
1+ |Df(y)l

e’ il versore della normale ad 02 nel punto (y, f(y)) che punta verso 1’alto (ossia verso I'esterno di

v(y, f(y)) =

Teorema 17.2 (Formule di Gauss-Green). Se ) ¢ un aperto limitato di classe Clege
cClQ)NCQ), alloraV¥j=1,2,...,n:

(17.2) /Q D; glx) du = /a 9O do(6)

dove v;j € la componente j-esima del versore della normale a O in & che punta verso l’esterno.

Se © C RY & un aperto qualunque, u € C1(Q) e ¢ € CL(Q) allora up € C1(Q) e I'estensione
nulla di questa funzione fuori da  appartiene a C!(RY) e presa una palla Br che ne contiene il
supporto, si puo applicare il Teorema della divergenza per ottenere

[ Diw)wan= [ Diwowrde = [ u@o@u(eane) =0
Q Br 0

Br

da cui
0= / Dju(w)d(x) + u(x)D;é(x) do
Q

/ w(z)Dj ¢(x) doe = —/ Dju(x)p(x)dz.
Q Q

Una funzione di Sobolev u gode di una proprieta analoga a quella sopra: ”scarica” le derivate di
¢ € CH(Q) attraverso I'introduzione di funzioni di LP che chiameremo derivate deboli di u.
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Definizione 17.3. Sia u € LP(2). Diremo che u € W1P(Q) se esistono vy,--- ,uy € LP() tali
che
(17.3) / uw(xz)Dj ¢(z) de = —/ vi(r)p(x)dr Vo € CHR).
Q Q
Se uw € WIP(Q) si pone Diu := v; (e la chiameremo derivata parziale in senso debole) e

Du = (Diu)lgiSN.
Grazie al Lemma le funzioni v; sono uniche.

Osservazione 17.4. Si osservi che

(1) nella definizione di funzioni di Sobolev, regolarizzando per convoluzione, si possono usare
come funzioni test le funzioni ¢ € C°(£2) al posto delle funzioni ¢ € C}();

(2) se u € CHQ) N LP(Q) e Dju € LP(Q) per ogni j € {1,---, N} allora, dal teorema della
divergenza, segue che u € W'P(Q) con v; = Dju. In particolare se € é limitato, allora
CHQ) cwlr(Q).

Esempio 17.5. (1) Osserviamo che la differenziabilita quasi ovunque di una funzione u € L
non implica che la funzione wu sia di Sobolev. Se si considera la funzione

u(t) = {1 set>0

O0set <O

vale che u € LP(—1,1) \ WP(—1,1) per ogni 1 < p < +oo. Infatti per ogni ¢ € CL(—1,1)
vale che

1 1
[ ws = [ 0= o) - 6(0) = =o00)
Dimostriamo che non esiste una funzione v € L'(—1,1) (e quindi non esiste una funzione

v € LP(—1,1)) tale che
1

¢»(0) = / v(t)p(t)dt  per ogni ¢ € CL(—1,1).

-1

Se per assurdo esistesse, definita

1
Int|2—1 1
(z)n(t) = {6 ' 5€ |t| < n

0 altrimenti

abbiamo ¢, € C>°(—1,1) per ognin > 2 e

1 1
e =,(0) = / v(t)emt®-1dt.

-1

1 1
Poiche |v(t)elt”-1| < |v(t)| per ogni t € [—1,1] e poiche elnt*~1 — (0 per n — oo e per
t # 0, per il Teorema di Lebesgue si ottiene che

, 1 1
el = / v(t)elnt?-1dt — 0.
-1

Assurdo.
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(2)
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Sia u(t) := |t|. Vale che u € W'P(—1,1)\ C'(—1,1) con derivata debole
lset
(1) = { set >0

—1set<O

Basta infatti osservare che per ogni ¢ € C}(—1,1) vale che

1 0 1
/_ w(t)d ()t = / w(t)d' (B)dt + /0 w(t)' () dt

1 -1
0

1 1
W (£)6()dt — u(0)6(0) - /O W (£)p(t)dt = / o (£)g(t)dt.

-1

—u(0)6(0) - [

-1
Derivata nel senso delle distribuzioni. Per ogni s € R sia

us(t) = {5 set >0

Oset <0

Si osservi che u/(t) = 0 per ogni ¢t # 0 e quindi le derivate u/, evidenziano in 0 un eventuale
punto di discontinuita ma non forniscono informazioni sul ”salto” di u. nel punto 0. Ora
Vo € C°(R), scelto a € R tale che ¢(t) = 0 per ogni t > a vale che

<us,¢'>::/ dt—s/ ¢ (1)t = s(6(a) — 6(0)) = —s6(0)

dove dp : C°(R) — R, definita come do(¢p) = ¢(0), si chiama ”distribuzione” delta di
Dirac concentrata in 0. Si dice che ”la derivata distribuzionale di us & la distribuzione
sdo” o, equivalentemente, u}, = sdp nel senso delle distribuzioni. Questo perche, posto
< 09, ¢ >:= ¢(0), vale che

<us, @ >=— < 800, >=— < ul, P> .

Si osservi che la derivata distribuzionale ul, = sdy ”si ricorda” del salto s della funzione
us nel punto 0. Con una dimostrazione analoga a quanto fatto prima, si dimostra che non
esiste v € L], .(R) tale che

1
bo(6) = / v()(t)dt V6 € CL(R).

-1
In generale, se abbiamo una funzione costante a tratti del tipo
co set >ty
u(t) :=qcrset; <t<ts
coset <ty

vale che v/ = (¢1 — ¢0)0(t1) + (c2 — ¢1)d(t2) = s10(t1) + s20(t2) nel senso delle distribuzioni,
dove s1, S5 sono i salti della funzione wu.

Osservazione 17.6. Si osservi che

(1)

se (un)n € WHP(Q) é tale che u, — u in LP(Q) e Dju, — v; in LP(Q) (rispettivamente
Up, = uin L(Q) e Dju, = vj in L=(Q)) per ogni j € {1,---, N} allora u € W'P(Q) con
Dj’LL = Vj.

Infatti, fissata ¢ € C}(£2), basta osservare che, dalla relazione

/ un(2)Dj ¢(x) do = —/ Djup(x)p(x)de,
Q Q
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passando al limite per n — oo, grazie alla continuitd debole-debole degli operatori lineari e

continui
v / Un (T (x) dx,

o

segue che

da cui la tesi. Lo stesso risultato vale ovviamente se (uy), € WP(Q) é tale che u, — u in
LP(Q)) e Dju, — vj in LP(2) per ogni j € {1,--- ,N}.
(2) se muniamo W'P(Q) della norma

N
lull1,p := Ifullp + Y [|Diull,,
=1
Iapplicazione I : W1P(Q) — LP(Q) x (LP(Q)N)
I(u) := (u, Du)

risulta un’isometria e dall’osservazione precedente, segue che I(WHP(Q)) & un sottospazio
chiuso di LP(Q) x (LP(Q)N. Pertanto WP(Q) puo essere riguardato come un sottospazio
chiuso di LP(Q) x (LP(Q)N. Si osservi che se definiamo

N
llully, = | lallp + > [[Daullp

i=1
vale che la norma || - [, & equivalente alla norma || - |[1;. A tal scopo si osservi che su
RN+ le norme

N+1 N+1

Szl Jal= )
=1 i=1

|x’p =

sono equivalenti: precisamente

N+1 N+1
Do lelr < Y fl < (N +1) max [ai] < (N +1)

1<i<
i=1 i=1 -

N+1

D lei.

i=1

Proposizione 17.7. Siano X e Y spazi di Banach. Allora
(1) (X xY)=X"xY’;
(2) se X eY sono spazi riflessivi, allora X XY € riflessivo.

(la prima parte ¢ un semplice esercizio, la seconda parte senza dimostrazione)

Teorema 17.8. Sia 1 < p < +oo e Q C RY aperto. Allora lo spazio (WIP(Q), || - ||1p) € uno
spazio di Banach. Inoltre se 1 < p < +oo lo spazio WIP(Q) € riflessivo e se 1 < p < +0o lo spazio
WLP(Q) € separabile.

Dimostrazione. Essendo W1P(Q) isometrico ad un sottospazio chiuso dello spazio di Banach
LP(Q) x (LP()N, esso stesso é uno spazio di Banach. Inoltre, se 1 < p < 400, LP(Q) x (LP(Q)N
é un prodotto di spazi riflessivi. Pertanto LP(2) x (LP(Q)N é riflessivo ed essendo WP(Q) un
sottospazio chiuso di LP() x (LP(Q)", esso stesso ¢ uno spazio riflessivo. Infine, se 1 < p < +oo0,
LP(Q) x (LP(Q)N & un prodotto di spazi separabili e quindi esso stesso ¢ separabile. Pertanto, se
1 < p < +oo, WHP(Q) & uno spazio separabile. O
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In particolare segue che

Teorema 17.9. Lo spazio H'(Q) := W12(Q), munito del prodotto scalare (indotto da L?)
N
< U, v >12:=< U,V >p2 —I-Z < Diju, Dijv >p2
i=1
€ uno spazio di Hilbert.

Si osservi che per ogni u € H*(Q) vale che

V< uu > = |l

ossia la norma indotta dal prodotto < w,v >12 sullo spazio H'(Q) & la norma |[lul|~,, che &
equivalente alla norma || - ||1 2.

Osservazione 17.10. (1) Diremo che u, — u in WHP(Q) se e solo se u, — u in LP(Q) e
‘3%;? — 6?77; in LP(§2) per ogni j € {1,---, N} (in realtd questo segue da un risultato che

afferma che la topologia debole su uno spazio prodotto ¢ il prodotto delle topologie deboli).
(2) Se 1 < p < 0o e se (uy), é una successione limitata in WHP(Q), allora le successioni (uy,)
e (Djuy,) sono limitate in LP e quindi possiamo estrarre una sottosuccessione (ug, ), tale
che up, — w in LP(Q) e Djuy, — v; in LP(Q2) per ogni j € {1,---,N}. Allora, per
I’Osservazione vale che u € WP(Q) con Dju = v; e ug, — u in WIP(Q).

Teorema 17.11 (Caratterizzazione per 1 < p < 400 ). Sia f: Q2 - R, 1 < p < +oo. Allora
feEWLP(Q) <= f € LP(Q) ed esiste C > 0 tale che

/a¢ 2)dz| < Cll6ll o

per ogni ¢ € C°(Q) e per ogni 1 <i < N.

(17.4)

Dimostrazione "=" Basta scegliere C' = max; ||D;f||r»(q) e applicare la disuguaglianza di

Holder alle funzioni D, f € LP e ¢ € LP .
"«<=" Per ogni 1 <i < N sia T; : C°(2) — R definito da

o= [t

Grazie all’ipotesi il funzionale T; ¢ lineare e continuo rispetto alla norma || - ||,y. Essendo
1 < p' < +oo si ha che C°(Q) é denso in LP (). Quindi T} si estende in modo unico ad un
funzionale T; lineare e continuo su LPI(Q) (si puo usare in alternativa il Teorema di Hahn-Banach).
Per il teorema di Rappresentazione di Rietz (Teorema , per ogni 1 < i < N esiste g; € LP(Q)
tale che

T;(v) = /Qv(x)gi(:x)dx Yo € LP ().

/a¢ w—<>=mwzéwmmmE

per ogni ¢ € C°(£2), ossia per ogni 1 < i < N le funzioni —g; sono le derivate deboli di f. O

In particolare

Osservazione 17.12. Si osservi che nel caso p = 1 I'implicazione ”=—" del teorema precedente
continua ad essere vera. Il viceversa é falso. Per esempio la funzione u dell’esempio appartiene
a LY((—1,1)) \ WhH(=1,1) e per ogni ¢ € C*(—1,1)

/¢ X(o,1)()dt = /¢ t)dt = —¢(0)
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da cui

1
| / SO0 O] < ¢l

Concludiamo questa sezione introduttiva con i seguenti teoremi di densita (senza dimostrazione).

Teorema 17.13 (di densita per N = 1). Sia I intervallo diR e 1 < p < +o00 e sia u € WHP(I).
Allora esiste (¢n)n C C2(R) tale che

lw = én|, [ lwiway — 0.

Teorema 17.14 (di densita per N > 1). Sia 1 < p < 400 e sia Q un aperto limitato di classe
Ct oppure Q = RY. Sia u € WHP(Q). Allora esiste (¢p,), C C°(RY) tale che

|[u — ¢"|Q”W17P(Q) — 0.
17.1. Lo spazio W, ().

Definizione 17.15. Sia Q C RN un aperto. Per ogni 1 < p < +o0o definiamo Wol’p(Q) la chiusura
del sottospazio C°(Q2) rispetto la norma || - ||w1.p(q)-

Osserviamo che, grazie ai Teoremi [17.13| e [17.14} si ha che VVO1 P(RY) = WEP(RY). Inoltre si

osservi che (usando le convoluzioni) si puo provare che WO1 P(Q) coincide anche con la chiusura del
sottospazio C}(Q) rispetto la norma || - |lwir(q)-

Essendo WOl P(Q) un sottospazio chiuso di uno spazio riflessivo vale che

Proposizione 17.16. Lo spazio Wol’p(Q) € uno spazio separabile per 1 < p < oo e e riflessivo per
1 <p<oo. Lo spazio H& = W&’Q(Q) € in particolare uno spazio di Hilbert separabile.

Si osservi che, essendo il sottospazio Wol P(Q) chiuso, allora esso ¢ chiuso anche rispetto alla

convergenza debole di W1P(Q).

In generale se f € WP(9), la sua estensione f nulla fuori da Q non appartiene a W1P(RY) (si
consideri per esempio u(z) = 1 su (0,1). Allora @ = dy — 01 nel senso delle distribuzioni da cui
u ¢ WHP(R)). In VVO1 P(Q) tale proprietd invece vale.

Proposizione 17.17. Sia f € Wol’p(Q), 1 <p < +o00. Allora posto

f(x) sexeQ

fl@) =
0 se x ¢

vale che f € WHP(RN).

Dimostrazione E sufficiente provare che f verifica la condizione () del Teorema|17.11] Sia
¢ € CX(RN), sial<i< N esia f, € OX(Q) tale che

1fn = fllwre@) = 0.
Allora, integrando per parti ( usando il fatto che ¢, f, € C°(Q2)), si ha che

/D@ )Vl /¢ \Di fola

] | D@

da cui
< 1160l (o 1D Full -
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Passando al limite per n — oo si ottiene

[ e

E sufficiente scegliere C' := max1<i<n{||Difllrr)}- O

i0(x) f(z)dx

< 16l1 o |1 Di L)

Le funzioni di VVO1 P(2) sono quelle che ”a traccia” nulla sul bordo di Q (vedere, per esempio, il
Brezis per una definizione precisa dell’operatore Traccia). In generale, per N = 1, vale la seguente
proposizione (di cui dimostreremo, nel Corollario [17.24], 'implicazione =>).

Proposizione 17.18. Sia u € WP(I) con 1 < p < +o00. Allora u € Wol’p(I) se e solo seu =0 su
oI.

Per N > 2, una delle due implicazioni richiede che ) sia un aperto regolare.

Proposizione 17.19. Sia f € WHP(Q)NC%(Q), 1 < p < +o0.
o Se f=0 sudQ allora f € Wol’p(Q).

e Se Q ¢ un aperto di classe C' allora vale anche il viceversa, ossia se f € W&’p(ﬂ) allora

f =0 su0Q.

17.2. Spazi di Sobolev per N = 1. Estendiamo ora il teorema fondamentale del calcolo integrale
alle funzioni di Sobolev:

Teorema 17.20. Sia u € W“i(]) con 1 < p < +oo, I intervallo aperto qualunque (limitato o non
limitato). Allora esiste u € C(I) tale che u =1 q.0. in 1 e

Per la dimostrazione premettiamo il seguente lemma:

Lemma 17.21. Sia u € Llac(I)
(1) Siatg eI e sia v( ft t)dt. Allora v € C(I) e per ogni ¢ € CL(I)

/ o(2) (2)da = — / w(@)v(z)dz.

I 1

In particolare sew € LP(I) e I ¢ limitato allora v € WYP(I) N C(I).
) Se [ru(t)y'(t)dt =0 per ogni ¢ € CL(I) allora esiste C € R tale che w=C q.o.in I.

Dimostrazione. (non fatta a lezione)

(1) Supponiamo I = (a,b) e fissiamo z’ € I. Allora esiste un compatto [2' — 0,2’ + o] C (a,b)
eu € LY(2' — 0,2" + o). Per 'assoluta continuita dell integrale di Lebesgue, per ogni € > 0

esiste 0 < 0 < o tale che se |z — 2| < 4 allora | [ \u )|dt| < e. Allora per ogni x € (a,b)
tale che |z — 2/| < 0 vale che

l(z) — v(@')| = | tru(t)dt—/ £)dt| _\/ Bt < e.
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Inoltre per ogni v € C}(I)

b
/ / / 2)dtda
a to
to
/ / x)dtdr + / / x)dtdx
to to Jto

to to
/ / x)dtdx + / / x)dtdz
to Jto
/ / x)dtdzr + / / x)dtdz
Ay

Ay ={(z,t) eR? ta<x <typ,x <t <ty}

dove

€
Ay ={(z,t) eR? :tg <z < btg <t <z}

Applicando il Teorema di Fubini, otteniamo

/abv(x)w’(x)da: = —/atou(t)(/atW(x)dx)dt—i—/ /¢ )dz)d

=~ [ ul) @) - vla)dt + / u(t) (0(b) — (1))t

a to

b
= - / u(t)(t)dt.

(2) Sia ¢ € C.(I) tale che [, ¢(t)dt =1 e sia w € C(I). Sia

i w = o [ ws)ds.

Tale funzione h € C,( f I t)dt = 0. Pertanto usando come funzione test una funzione
k primitiva di h, si ottlene Che per ogni w € CL(I)

/I w(t)K (t)dt = /1 w(t)h()dt = /I u(t) <w(t)—c;5(t) /I w(s)ds)dt:O.

da cui
0 = /I w(t)yw(t)dt — ( /1 u(t)gb(t)dt) /I w(s)ds =
_ /I w(tyw(t)dt — < /I u(s)qS(s)ds) /I w(t)dt =
_ /1 <u(t)— /1 u(s)gb(s)ds)w(t)dt Vw e C(I).
Applicando il Lemma [17.1] segue che u(t) — [, u(s)¢(s)ds = 0 q.o. t € I ossia

u(t) = /u(s)gb(s)ds =C qo.tel

1

Applicheremo inoltre il seguente risultato di prolungamento (senza dimostrazioni).
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Teorema 17.22 (di estensione). Sia 1 < p < +oo, I intervallo qualunque di R. Allora esiste
E : WY (I) — WLP(R) lineare e continuo tale che

(1) (Bu)), = u Yu € WP(I);
(2) esiste C1 > 0 dipendente da |I| tale che
| Eul|ro@) < Cillullpoy  Yu € WHP(I);
(3) esiste Co > 0 dipendente da |I| tale che
| Bullwrem) < Collullwisgy Vue WHP(I).

Dimostrazione del Teorema [17.20. Sia tg € I e sia v(x) := ftaé u'(t)dt. Per la parte (1) del

Lemma [17.21| vale che v € C(I). Per la parte (1) dello stesso lemma ed usando che u € WhP(T)
vale che per ogni 1 € C1(I)

/1 o(E) (B)dt = — /I o (1) (t)dt = /I (B ().
In particolare per ogni ¢ € CL(I)

[y = oo =o.

I
Per la parte (2) del Lemma [17.21|segue che esiste una costante tale che u —v = C q.o. in I. Posto
4 := v + C segue la tesi. O

17.3. Immersioni di Sobolev per N = 1.

Teorema 17.23 (Disuguaglianze di Sobolev in WYP(I), N = 1). Sia I intervallo aperto
qualunque di R e 1 < p < +oco. Allora

(1)
WhP(I) c L>=(I)(nC(I))
con inclusione continua. Precisamente esiste una costante C'= C(I) tale che
(17.5) 1ol < Cllvllwrngry  Yu € WH(I);
(2) se I € limitato e 1 < p < 400 allora
wl(r) c c(I)

con inclusione compatta;
(3) se I € limitato e p =1 allora per ogni 1 < q < +oo vale che

whi(1) c LYI)
con inclusione compatta.

In particolare se I é limitato vale che Uinclusione di WP (I) in LP(I) ¢ compatta per ogni 1 < p <

+00.
Dimostrazione.
(1) Per p = oo segue dalla definizione e dal Teorema [17.21] Vediamo la dimostrazione per

1<p<oo.

Primo step. Proviamo la disuguaglianza (17.6) per I = R e per v € C}(R). Sia v € C}(R)
e definiamo u(t) := |v(t)|P~tv(t). Allora u € C1(R) e u/(t) = plv(t)[P~1v'(t). Essendo v = 0
se t < a per un a € R opportuno, vale che

u(t) = u(a) +p/ lv(s) [P~/ (5)ds = /_ lv(s)[P~10' (s)ds

e per la disuguaglianza di Holder segue che



(17.6)

(3)
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[e.9]

@ = lu(®)| = p/ ()P~ [0/ () ds < pl[o] B [[v']],.

—00

Quindi, la usando la Disuguaglianza di Young, segue che
/ 1 1
[o()] < pMPllol[y7 11|17 < pl/p(};llvllp + ];Hv'llp) < C)llvllwre
ossia

0]y < COIllwrom) Vv € C(R).

Secondo step. Dimostriamo ora che la disuguaglianza (17.5) vale per ogni v € W1P(R).
Per densita (Teorema [17.13)) esiste (¢n)n C C2°(R) tale che

v = ¢nllwre@) — 0.

Quindi, applicando la disuguaglianza ((17.6) alle funzioni ¢,, — ¢, € C°(R), si ottiene che

l[on — mllro@) < CP)Pn — dmllwrrw)y Vn,meN

e quindi (¢y), é di Cauchy nello spazio di Banach L*°(R). Sia u € C(R) N L>*(R) il suo
limite. Siccome ¢, — v in LP(R), allora, passando ad una sottosuccessione, si ha che
¢k, — v q.o. in R. Poiché ¢, — w in L>®(R), allora u = v ossia ¢, — v in L®(R).
Applicando di nuovo la vale che

[PnllLeo@) < CP)l@nllwrow) VYn €N
e passando al limite in tale disuguaglianza si ottiene che

]| Lee®) < CO)Iollwrem Yo € WH(R).

Terzo step. Per dimostrare ora la (17.5) per ogni v € WP (), fissiamo v € WHP(I) ed
consideriamo 'estensione Ev € W1P(R) definita nel Teorema [17.22| Allora, applicando lo

step precedente alla funzione Ev € WHP(R),

[[v][lzee(ry = 1BV ooy < 1BV ooy < CEV|[wr1p@)y < C(p)Col|v]lywire(r)-
Sia (un)n, € W'P(I) tale che ||up||ly1sy < 1 per ogni n € N. Grazie al Teorema [17.20
possiamo supporre che u,, sia continua per ogni n € N e che

un(e) = a1 = | | "l (1))

Proviamo che esiste una sottosuccessione convergente uniformemente su /. Applicando la
disuguaglianza di Holder, si ha che

T 1 1 1
|un(2) = un(y)| = I/ up (O)dt] < |z =yl [JugllLo(ry < |2 =y [Junllip < |z —yl?’
Y

per ogni z,y € I e per ogni n € N, ossia (u,), é equicontinua su I. Inoltre dalla (17.6) si
ha che

||unHLoo(]) SCHUnHWl,p(I) SClZC Vn € N.
Quindi la successione (uy), verifica le ipotesi del teorema di Ascoli-Arzeld. Pertanto am-

mette una sottosuccessione convergente uniformente su I.
Senza dimostrazione (si applica il teorema di Kolmogoroff).
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Per concludere, resta da provare la compattezza dell'inclusione di W (I) in LP(I) nel caso p # 1.
Basta notare che tale inclusione é la composizione dell'immersione compatta di WLP(I) in C(I) e
dell’inclusione continua di C'(I) in LP(I).

U

Siamo ora in condizione di provare il seguente risultato.

Corollario 17.24. Se I ¢é un intervallo di R e u € Wol’p(l) allora w =0 sul bordo di I (nel senso
che il suo rappresentante continuo u soddisfa la condizione & = 0 sul bordo di I).

Dimostrazione. Sia u, € C°(Q) tale che ||up — ul[yrp(r) — 0. Grazie alla disuguaglianza (17.5)
[ — ul|peo(ry < Cllun — ullwie(n

da cui segue che la successione (uy,), converge ad u uniformemente su I.Quindi se a € I NR allora
u(a) = 0. Se I & illimitato superiormente (o inferiormente) e se € > 0 allora esiste ng € N tale che
|[tun — ul|peo (1) < € per ogni n > ng. Quindi,

limsup |u(z)| < lmsup ||tn, — Ul||oo + |tne (x)] < € 4+ limsup |up, (z)| = €
T—+400 T—+400 r—+00

in quanto up, € C°(/). Quindi limsup,_,, ., |u(x)| < € per ogni € > 0. Questo implica

lim |u(x)| = 0.

T——+00
g
Dimostriamo ora la seguente

Corollario 17.25 (Disuguaglianza di Poincaré per N = 1). Sia I = (a,b) C R un intervallo
limitato di R. Allora per ogni 1 < p < +oo esiste C = C(|I|) tale che

ullwrey < Cllu'l ()
per ogni u € Wol’p(l). In particolare su Wol’p(l) la norma |[ullw1.p(ry € equivalente alla norma
Hu/HLP(Q)-

Dimostrazione. Grazie al Teorema [I7.20] e alla Proposizione [I7.18] a meno di considerare il
rappresentante continuo, vale che per ogni z € (a,b)

u(x) = u(z) —u(a) = /w o (t)dt

da cui, applicando la disuguaglianza di Holder con x () € L e u € LP, si ottiene che
1

b
ju(z)] < / o (t])dt < || |}p(b — @)
Quindi

1
7

b 1 1
ullp = (/ lu(z)Pdz)? < ||u][,(b—a)? (b—a)r = (b—a)|[u||p.
Infine
ullwioy = lullp + @[], < (0= a)l|[w]l, + [[W']|, = (b — a4+ D)[]u']],.
O O

Esempio 17.26. Sia f € L?(I) dove I = (a,b) e consideriamo il problema

(17.7) {_u”(t) N u(ti: 1)

u(a) =u(b) =0
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Ovviamente non siamo nella condizioni del Teorema di Cauchy-Lipschitz.
Se esistesse u soluzione ”classica” del problema ([17.7)) (quindi se u fosse due volte derivabile su
I e continua su I) , allora per ogni ¢ € C1(I) avremmo che

_/abu"¢dt+/:u¢dt:/:f¢dt

da cui, integrando per parti, avremmo che
b b b
(17.8) / u' ¢ dt + / updt = / fodt V¢ e CHI).

Tale formulazione ha senso anche se u € H(I). Diremo che u € H} ¢ una soluzione debole
dell’equazione ((17.7)) se soddisfa la condizione ((17.8)). Il problema ([17.8) si chiama formulazione

debole del problema (17.7]).

Dimostriamo ’esistenza di una soluzione debole. Si consideri il prodotto scalare

b b
(u,v) ::/ uvdt+/ u'v'dt.

Applicando il Teorema di Rietz sullo spazio di Hilbert H = H& (I) e con il funzionale Ty € H’
definito come Ty(v) := f: fudt, si ha che esiste un unica funzione u € H}(I) tale che

(u,v) = Ty(v) Yo € H(I).

In particolare u € Hg(I) soddisfa (L7.8). Si osservi che, grazie al Teorema[17.20] tale funzione ha
un rappresentante continuo @ € C(I), e , grazie alla Proposizione [17.24] vale che i(a) = a(b) = 0.
Dimostriamo ora che se f € C(I) allora u € C?(I) (nel senso che ha un rappresentante di classe

C?). Infatti dalla (17.8)), segue che

b b
(17.9) / u' ¢ dt = / (f —u)pdt Vo € CHI)
ossia la funzione u’ (che appartiene a L?(I)) ha ”derivata debole”
(WY =u—feC).

Quindi v/ € H2(Q) da cui segue, grazie al Teorema [17.20] che «/ € C(I) (nel senso che ha un
rappresentante continuo). Inoltre, grazie al Teorema [17.20] vale che per ogni z,y € I

b b
W@ - ) = [ @@= [ w-fa

dal Teorema fondamentale del calcolo integrale segue che u’ € C'(I) ossia u € C?(I). Dalla (17.9),
integrando per parti, segue che

b b
—/ u"¢dt—/ (f —w)edt Yo € CHI)
ossia
b
/(f—u—i—u”)gbdt:O Ve € CM(I)

da cui, per il Lemma fondamentale del calcolo della variazioni,

—u"(t) + u(t) = f(t)

per ogni t € I (perche?), ossia u ¢ una soluzione classica.
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17.4. Caso N > 2. Allo scopo di introdurre le immersioni di Sobolev per N > 2 introduciamo
prima di tutto lo spazio delle funzioni a-hélderiane.

Definizione 17.27. Sia Q C RN un aperto e sia 0 < o < 1. Una funzione f : Q@ — R si dice
a-hoélderiana (su Q) se esiste C > 0 tale che

[f(z) = f(y)l < Cllz =y

Osserviamo che

(1) Se v =1 una funzione é a-hdlderiana se e solo se ¢ lipschitziana,;
(2) Se f:Q — R é a-hdlderiana, allora f ¢ uniformente continua su €;
(3) se Q é limitato e f : 2 — R é a-hdlderiana, allora f é limitata su €. Inoltre f si estende
per continuitd sul bordo di 2.
Definiamo
C%(Q) :={f € L*°(Q) : f a-holderiana su Q}.

Su C%(€) definiamo la seguente norma:

1 lo.a == [|flloc + [flo.a

[f]O — sup ’f(m) — f(y)’ )
“ Y€, x#y Hx - yHa

Si dimostra che C%%(£2) munito di questa norma é uno spazio di Banach.

dove

Teorema 17.28 (Immersioni di Sobolev in Wol’p(ﬂ)). Sia  un aperto qualunque e N > 2,
1<p<+oo. Allora

(1) Sel <p< N allora, posto 1% = % — %, esiste una costante C = C(p, N) = pgj_jvl) tale che
1
(17.10) 1 o= ) < CUIDfllLr)y VI € WyP();

i particolare
W, P(Q) C L ()
con inclusione continua;
(2) Se p= N allora per ogni N < q < +o0

Wy P(Q) € LY(Q)

con inclusione continua;
(3) se p > N allora, posto a:=1— %, vale che

WP () c CO¥(Q)
con inclusione continua. Precisamente esistono C1 = C1(p, N) > 0 e Cy = Co(p, N) > 0
tali che Vf € Wy ()

(17.11) [z < Cullfllwre)

(17.12) [f (@) = f()] < Collz = yl[*[IDfllr(@yg-0- =,y € Q.

Osservazione 17.29. Dalle immersioni di Sobolev segue che
(1) se 1 < p < N, allora, applicando la disuaglianza di interpolazione (che vale anche quando
 non é limitato),

Wol’p(ﬂ) C LY(Q) per ogni 1 < g < p*;
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(2) sep=N
Wy P (Q) € LYQ)

per ogni 1 < g < 4-00;
(3) se p > N segue che ogni funzione f € VVO1 P(Q) ha un rappresentante continuo. Infatti sia

D :={zxeQ: (17.12) vale q.0. y € Q}.

Essendo ©\ D di misura nulla, si ha che D é denso in Q. Quindi é possibile estendere f in
modo continuo su tutto €.

Corollario 17.30 (Disuguaglianza di Poincaré). Sia Q C RV aperto limitato. Allora per ogni
1 <p< 400 esiste C =C(p,N,Q) tale che

e < ClIDflr o)

per ogni f € Wol’p(Q). In particolare su Wol’p(ﬂ) la norma || f|lw1r@) € equivalente alla norma
1D f||Lr(0)-

Dimostrazione. Se 1 <p < Ne f € VVO1 P(Q)), allora dalla prima disuguaglianza di Sobolev
segue che

1_ 1 1_ 1
e < 1922 | fll e (@) < Clos NP2 [|Df|] 1o (-

Se p > N si definisce r = K;—fp(< N < p). Allora vale che r* = pese f € W&’p(Q) allora

fe WO1 () e dalla prima disuguaglianza di Sobolev segue che

o) = Il ) < Clr, N)IDfllr ) < Clo, N, DD f| e (-

O
Vale inoltre la seguente generalizzazione della Disuguaglianza di Poincaré:

Teorema 17.31 (Disuguaglianza di Poincaré-Wirtinger). Sia Q C RY aperto limitato, con-
nesso, di classe C1. Allora per ogni 1 < p < +o0 esiste C = C(p, N,Q) tale che

I1f = faller@) < ClIDfllir (o)
per ogni f € WHP(Q) dove

1
fa:= / f(x)dz.
al Jo 1
(senza dimostrazione)

Esempio 17.32. (Applicazione al problema di Dirichlet per I’equazione di Poisson) Sia
f € L%(Q) dove Q C RN aperto limitato e consideriamo il problema

(17.13)

—Au(x) = f(x) (per q.o. x € Q)
u(z) = 0 per ogni z €

Se esistesse u soluzione ”classica” del problema (quindi se u fosse due volte differenziabile su
e continua su Q) , allora per ogni ¢ € C1(2) avremmo che

- [t = | fiopts

da cui, integrando per parti, avremmo che

(17.14) /Q Vu - Vodr = /Q fodr Vo € CHI).
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Tale formulazione ha senso anche se u € H}(I).
Diremo quindi che u € H&(Q) ¢ una soluzione debole dell’equazione (|17.13)) se soddisfa la
condizione ((17.14)). Dimostriamo ’esistenza di una soluzione debole. Si consideri la forma bilineare

(u,v) := /QVu-qud:L'.

Grazie alla Disuguaglianza di Poincare, esso ¢ un prodotto scalare su H}(2) che induce la norma

[lull := v/ (u, w) = [|Dull2.

Applicando il Teorema di Rietz sullo spazio di Hilbert H = H&(Q) munito del prodotto scalare
(??) con il funzionale Ty € H' definito come

Ty(v) == /Q fédz

(si osservi che |T¢(v)| < ||v]|2]|fll2 £ C||Dvl|2||f]|l2 per ogni v € H) si ha che esiste un’unica
funzione u € H}(Q) tale che

(u,v) =Tr(v) Yo € Hy(RQ).
Tale u € Hg () soddisfa (17.14]). Se sapessimo che tale u € H}(2) N C(Q) e che 2 & di classe C!
allora, per la Proposizione seguirebbe che u = 0 sul bordo.
Se inoltre u fosse di classe C2?(Q) e f € C(1Q), allora integrando per parti nella , otterremo
che

- [ (@uods = [ fo)ix Vo e Clie)

ossia ’ !

/(—Au + f)odz =0
da cui, per il Lemma fondamentale del Salcolo della variazioni,

—Au(z)+ f(z) =0 Ve
Mettendo insieme all’informazione che u = 0 sul bordo seguirebbe che u & una soluzione classica.
Esempio 17.33. (Principio di Dirichlet) Sia Q C RN aperto, limitato, sia o € WH2(Q) e sia
Ap(Q) = {u e WH(Q) :u— o € Wy ()},

Sia

D(u) := / | Dul?dz.
Dimostriamo che esiste un unico u € A, () taleﬂche

D(u) = min Du(=m).
(u) min, (=m)

Infatti linsieme A, (§2) é convesso, il funzionale D : A,(Q2) — R €& convesso e

lim D(u) = +o0.
[[ull—o0,ucAp ()

Infatti, applicando la disuguaglianza di Poincaré a u — @, si ha che esiste C = C(p, N,Q) > 0 tale
che

VD(u) = |[Dullz = |[[Du — Del|2 — [|Del[2 = Cllu — ¢
> C(llullrz = [lell2) = l|Del2) — oo

Essendo WY2(Q) uno spazio riflessivo, applicando il Teorema di Weirstrass su spazi riflessivi, si
conclude che esiste il minimo del funzionale D su A (). Tale minimo e unico in quanto se

12 — [|Dgll2
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esistessero due funzioni 4,0 € A,(Q) punti di minimo allora t — v € W01’2(Q) e e A (Q). In
particolare avremmo che
D(i — v) + D(u + v) = 2D(@) + 2D(v)
da cui o
U+ v
2

D(u—v) +4D( ) =2D(u) 4+ 2D(v) = 4m

Quindi

U+
2

Dalla Disuguaglianza di Poincare si otterrebbe che u — v = 0.

D(a — o) = 4m — 4D(X 1Y) < 0.

17.5. Il Teorema di Rellich-Kondrachov. Senza ipotesi di regolaritd su €2 si prova il seguente

Teorema 17.34. Sia N > 2, Q C RN aperto e limitato, 1 < p < 4+o00. Allora vale che
(1) Sel <p< N allora Wol’p(Q) C LYQ) con immersione compatta per ogni 1 < q < p*;
(2) se p= N allora Wol’p(Q) C L9(Q) con immersione compatta per ogni N < q < +00;
(3) se p> N allora
Wy" () € C(Q)
con immersione compatla.
In particolare vale che
Wy (@) € LP()

con inclusione compatta per ogni 1 < p < +00.

Dimostrazione. Vediamo solo il caso p > N. Sia (fy)n € Wol’p(Q) tale che || fn|lw1p) < 1 per
ogni n € N. Proviamo che esiste una sottosuccessione convergente uniformemente su . Grazie al

Teorema (iii) , si ha che
[fn(2) = fn(y)| < Cllz = yl|*[|fullwre@) < Cllz —yl|*
per ogni z,y € Q per ogni n € N, ossia (f,,), é equicontinua su €. Inoltre dalla si ha che
[ fnllLe (@) < Ch

per ogni n € N. Quindi la successione ( f,,), verifica le ipotesi del teorema di Ascoli-Arzeld. Pertanto
ammette una sottosuccessione convergente uniformente su §2. O
Se aggungiamo un’ipotesi di regolarita su 2 si ottiene il seguente risultato:

Teorema 17.35 (di Rellich-Kondrachov). Sia N > 2, Q C RY aperto limitato di classe C!,
1<p<+o0. Allora

(1) Se 1 <p < N allora WHP(Q) C LI(Q) per ogni 1 < q < p*

(2) se p= N allora W'P(Q) C L4(2) per ogni N < q < 400

(3) se p> N allora

WhP(Q) c C(Q)
con 1mmersiont compatte.
In particolare WP (Q) C LP(Q2) con immersione compatta per ogni p > 1.

Osservazione 17.36. Sia 1 < p < +oco. Allora
fo— fin WHP(Q) <= f, — f in LP(Q), D;f, — D;f in LF(Q) Vi.
(Un’implicazione segue dal fatto che 1" applicazione I : WP(Q) — LP(2) definita da I(u) = u
e le applicazioni I; : WHP(Q) — LP(S2) definite da I;(u) = D;u sono continue forte-forte e quindi
sono continue debole-debole. Viceversa: sia f, — f in LP(Q) e Df, — Df in LP(?). Per
provare che f, — f in WHP(Q) dimostriamo che T'f, — Tf per ogni T € (W'P(Q)). Sia
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e (WhHP(Q)). Poiché WP(Q) c LP(Q) x ((LP(Q))Y si ha che, per il Teorema di HB, esiste

T e (LP(Q) x ((LP(Q))N) = LV (Q) x ((LP (2 ))N tale che T = T su WHP(Q). Poiché f, — f in
LP(Q) e Df, — Df in LP(Q), si ha che T(f,) — Tf ossia T'f, — T'f.)

Se © C RY ¢ un aperto di classe C', dal Teorema di Rellich, segue che

fo— fin WHP(Q) <= f, — f in LP(Q), D;f, — D;f in LP(Q) Vi.
Analogamente se  C RV é un aperto qualunque e se 1 < p < 400,

fo = fin WyP(Q) <= fo — f in LP(Q), D;f, — D;f in LP() Vi.
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